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on  è questa y che  io  Vi  prese?ito,  una  di  quelle 
storie  di  strepitose  gesta  di  battaglie  di  stragi  di 
assalti  e di  trionfi  sovente  già  consecrate  e care 
agli  Alessandri , se  al  Macedone  non  sempre  in 
grandezza  di  animo  uguali,  ugualmente  di  allori 


cupidi  e di  conquiste  dall’ uno  all’altro  emisfero  . 
Ad  un  Regnante , qual  Voi , cui  sta  nello  spi- 
rito altamente  fsso  il  sapientissimo  principio , che 
il  fiore,  non  l’ampiezza,  del  Regno  è del  Regnante 
la  gloria,  altre  storie  non  si  conviene  di  offerire, 
nè  gradevoli  tornar  posson  che  cpielle  o dell’Au- 
gusta Religione,  che  tutta  in  sè , o ne’  suoi  alti 
misteri  purissimo  amore , purissimo  amore  ispirando 
in  dolce  vincolo  di  esso  unisce,  e adegua  le  disu- 
guali parti  della  società,  e nella  soave  misura,  nel 
tranquillo  sostegno  delle  leggi  della  pubblica  felicà 
tà  si  rende  la  piii  feconda,  la.  più  sicura  radice; 
o delle  liberali  Arti  della  bella  natura  imitatrici, 
che  per  la  via  de’  sensi  nell’ animo  imprimendo  le 
immagini  della  proporzione  dell’ ordine  dell’armo- 
nia della  venustà  del  decoro  lo  allettano  a tras- 
portare sì  leggiadre  qualità  su  gli  ajffetti  su  le  pa- 
role su  le  operazioni , sì  che  ogni  interno  ed  ester- 
no movimento  riesca  a bel  costume  temprato;  o del- 
le sublimi  Scienze,  che  all’intelletto  illuminando 
ognora  nuovi  alti  sentieri,  ed  insieme  additandogli 
sempre  un  infinita  estensione  ancor  per  lui  tenebro- 
sa, nè  appieno  comprensibil  mai,  gli  provano  ad 
un  tempo  di  quanto  sopra  gli  cdtri  animali  al  sen- 
so circoscritti  per  naturai  condizione  si  elevi,  e per 
condegni  nobili  desiri  elevar  si  debba,  e lo  iimilian 
davanti  cdL’ eterna  archetipa  semplicissima  Intelli- 
genza del  fatto,  e del  possibd  tutto.  In  questa  ul- 


luna  spezie  si  è La  storia  che  io  a Voi  dedico,  e 
sacro  della  origine  delU algebra  tra  i greci  e tra 
gli  arabi,  del  trasporto  di  essa  daW Arabia  in  Ita- 
lia, e de  primi  progressi  suoi  in  queste  belle,  e glo- 
riose contrade  . Italia  per  dono  di  natura  bella 
nel  sereno  cielo,  nel  temperato  clima,  nclV ubertoso 
suolo,  nel  boreal  arco  delle  dirupiate  Alpi  col  tergo 
scudo  ai  fercdi  nembi  e con  la  fronte  specchio  ai 
vivifici  raggi  del  Sole,  nella  catena  degli  Appenni- 
ni di  quinci  sino  alVaustral  estremità  elevata  a ri- 
partirla in  due  deliziose  vcdli  cd  mattin  l’una  alla 
sera  V altra  pendente , nelle  dovizie  de’  marmi  e de’ 
metalli  in  sen  di  quelle  e di  questi  all’industria  di 
lei  apparecchiati , nella  copia  nella  disposizione 


denti  ad  irrigare  i piani  e favorire  i traffici  tra  le 
prò V inde , nelle  minerali  acque  nelle  ferventi  terme 
nei  fiammeggianti  terreni  nei  solforosi  campi  nei 
neri  laghi  avernali  nei  fragorosi  vulcani  negli  ac- 
cesi di  pietre  eruttati  fumi,  mirabili  spettacoli  al 
vulgar  occhio  e gratissimi  a quello  del  filosofo  in- 
dagatore, nel  mare  di  grandi  e piccole  di  floride 
e abbrustolate  isole  in  piacevol  variato  prospetto  dis- 
seminato a lei  dintorno  ad  oriente  ad  occidente  ad 
austro  aperto  a largo  in  ogni  parte  opulente  com- 
mercio ; l’ Italia  ^per  don  di  natura  sì  bella  si  cir- 
condò non  meno  di  gloria  in  farsi  madre  di  pre- 
stantissimi ingegni,  quali  maestri  in  animar  tele 


in  Jlgurar  rami  in  effigiar  bronzi  in  personificar 
sassi  in  architettar  ecUfzj  in  armonizzar  suoni 
quali  esemplari  eli  alto  concepire  eli  gajo  immagi- 
Ilare  di  facondia  di  eleganza  di  numero  di  forza 
di  dilicatezza y o nella  grave  persuasiva  elociuen- 
za , o nelV  amena  incantatrice  poesia,  quali  dottori 
di  saper  nuovo  od  in  rimote  regioni  con  disastrosi 
viaggi  raccolto  ed  illustrato,  o con  proprj  esperi- 
menti  squisiti  discoperto , o con  vegghiate  medita- 
zioni profonde  conseguito.  E vero  è,  che  le  storie 
scorrendo  ci  si  presenta  Vltalia  maisempre  qual 
pianta  eccelsa,  cui  più  furibondo  il  turbine  striglie 
r aquilon  crolla  la  grandine  fagella  il  fulmine 
percuote;  ma  su  la  sua  radice  ben  salda  di  robusti 
organi  tessuta  di  eletti  indef  denti  umori  nutricata 
sotto  la  sferza  stessa  del  nembo,  e tra  le  ire  della 
procella  non  lascia  di  mettere  qualche  bel  germe,  e 
ritornata  appena  la  calma  rasserenato  V aere  de  va- 
ghi suoi  fori  e delle  frutta  sue  preziose  a dovizia 
si  riveste  . E qual  di  fatto  in  Italia  età  piu  torbi- 
da, e più  funesta  di  quella  dagli  ultimi  lustri  del 
secolo  duodecimo  sino  al  compiersi  del  secolo  deci- 
mo terzo , e per  le  aspre  rivalità  e gelosie  delle  Re- 
pubbliche che  novellamente  eran  nate,  e per  le  ar- 
mate dispute  ai  Regni  rimasti  salvi,  e per  le  san- 
guinose contese  all^ Imperiai  solio,  e per  le  lunghe 
accese  discordie  tra  questo  e il  Sacerdozio  ? E pur 
fu  nell  imperversare  di  tanto  scompiglio  tumulto 


sconvolgimento,  che  Leonardo  di  Bonacci  pisano 
dalle  sue  navigazioni  alU Africa  ed  aW Asia  ritor- 
nato aprì  in  Italia  scuola  di  nuova  dottrina,  e di 
benefico  zelo  per  sua  patria  animato  udir  si  fece, 
e fu  con  plauso  e frutto  udito  inseppar  e trattare 
deW Algebra  Varte:  quelUarte  che,  allontanato  lo  stre- 
pito delle  desolatrici  armi  forestiere  estinto  Vodio 
delle  traditrici  fazioni  domestiche , per  molti  italiani 
colta,  per  Luca  P a doli  dijfusa,  per  essi  e molto 
più  per  il  Ferro  il  Tartaglia  il  ^ardano  il  Fer- 
rari il  Bomhelli  aggrandita,  e con  la  geometria 
assorellata  a goder  giù  insieme  V aurora  di  quel  so- 
le che  per  il  Descartes  un  dì  dovea  di  aurea  luce 
riempierle , ebbe  anche  in  progresso  di  più  felici  tem- 
pi e di  più  favoliti  studj  nel  Cavalieri  nostro  il 
precursore  a spìgnersi  condotta  grado  grado  dal  Ro- 
berval  dal  Wallis  dall’ Hauff man  dall’Uddenio  dal 
Fermai  dal  Barow  dal  Newton  dal  Lcibnitz  dai 
Bernoulli  dal  Taylor  dal  Clairaut  dal  Fontai- 
ne  dall’ Eulero  dal  d’ Alembert  dal  Condorcet  dal 
la  Place  dal  Monge  per  la  vastita  dell’ infinito  ; e 
nel  cammino  costantemente  seguita  ed  ajutata  non 
poco  da  parecchi  italiani,  dal  Grandi  in  pre- 
cipuo luogo  dal  Manfredi  dal  Fagnani  dai  Pic- 
cati dal  Paoli,  al  massimo  genio  e onor  d’Italia 
il  la  Grange  porse  a preferenza  di  tutti  la  destra 
a fare  i passi  più  ardui  e misurare  gli  spazj  più 
oscuri}  onde  per  i congiunti  sforzi  di  tanti  eccelsi 


mgeg^m  a mirabile  estensione  e potenza  recata  è di- 
venuta in  ogni  parte  della  matematica  scienza  Vaia 
ai  voli  più  arditi,  sino  ad  alzarsi  sn  di  essa  il  la 
Grange  a comprendere , con  divina  direi  quasi  com- 
prensione, in  breve  tratto  di  simboli  ogni  equilibrio 
tiitV insieme , e qualunque  specie  e varietà  di  movi- 
mento . Ristrignesi  la  storia  mia  alV origine  di  quesV 
arte  esimia  in  sì  folte  tenebre  involta , che  appena 
il  coraggio  ebbesi  di  toccarle,  ed  alle  glorie  rispet- 
to a lei  di  Italia  prime  dalla  negligenza  se  non 
dalVinfedeltà  oltraggiate  per  modo  che  non  risplen- 
detter  sinora  forse  con  la  metà  della  luce . Qual 
vanto  per  V Italia  il  contar  tra  suoi  colui,  che  dal- 
le orientali  regioni  trasferita  in  Italia  V Algebra  di- 
schiuse alV Europa  tutta  una  inesausta  sorgente  di 
sapere,  e coloro,  che  ad  ampliare  V ancditica.  indu- 
stria i primi  valsero  a stendere  la  fnita  determi- 
nazione delle  irrazionali  radici  a tal  grado,  che  in- 
darno per  piu  di  due  secoli  si  è contorto  Vingegno 
tentando  promoverla  a perfette  equazioni  piu  alte. 
Ma  dell cdgebraica  dottrina,  che  Leonardo  aprì  ne 
suoi  scritti,  due  essendo  i rami , non  è che  di  uno, 
che  dagli  storici  delle  matematiche  discipline  fatto 
siasi  cenno,  lasciato  V altro  nel  silenzio  e nelVob- 
blivione.  E parecchie  utili  scoperte,  e sottili  viste 
degli  italiani  algebristi,  che  lo  seguirono,  nel  seco- 
lo decimoquinto  e nel  decimosesto  massimamente, 
in  luogo  di  ottenere  la  meritata  fama,  reca  mara- 


che  la  stessa  sventura  sofferta  abbiano  di  ri- 
manere  nei  libri  loro  per  iterate  impressioni  della 
pubblica  luce  godenti  air occhio  ancor  del  Montucla 
nascoste  e sconosciute.  Molte  pJ.orie  cjuindi  d’Italia 
son  divenute  glorie  di  altre  regioni  : che  ! Italia 
quanto  bella  ricca  e gloriosa , tanto  più  divisa 
e pili  ancella,  fa  sempremai  e in  ogni  genere  prò- 
porzionevolmente  debole  nel  possesso  delle  sue  dovi- 
zie nel  sostenimento  dei  suoi  diritti  nella  conser- 
vazion  delle  sue  glorie . L’affezione  all’ algebraica 
scienza  ed  alla  Patria , l’amore  della  verità , e 
della  giustizia  mi  hanno  suggerito  d’intraprender 
questa  storia , e tenuto  costante  nel  faticosissimo  dif- 
fcil  lavoro . Spettava , piu  che  a qualunque  altro 
europeo,  ad  un  italiano  amator  dell’algebra  il  di- 
lucidarne, quanto  è permesso,  l’origine,  ed  età  di 
un  algebrista  figlio  d’ Italia  dovere  il  rivendicar  le 
prime  italiane  algebraiche  glorie. 

Ma  ad  ottenere,  che  le  più  antiche  glorie  d’Ita- 
lia nell’arte  dell’algebra  su  la  fronte  di  lei  ritorna- 
te una  luce  acquistino  solenne  sicura  non  mai  più 
estinguibile,  a che  raccomandarle  meglio,  che  alla 
gloria  Vostra,  o Gran  FERDINANDO  ? Nè  quella 
gloria  il  mio  pensiero  contempla,  che  a Voi  con 
tutti  dell’ Eccelsa  Vostra  Famiglia  è comune;  ma  sì 
veramente  quella,  onde  Voi  con  V esemplare  religion 
Vostra  con  le  alte  Vostre  virtù  con  il  magnifico 
patrocinio  delle  belle  Arti  delle  amene  lettere  del- 


le  Scienze  splemlentissiinamente  fregiato  Vi  siete. 
Le  opere  di  religione , che  con  le  cure  del  regno 
formano  il  bel  tessuto  intero  de  Vostri  giorni,  chia- 
ramente dimostrano  quanto  civo  alla  mente  ognor 
tenete,  che  il  Sovrano  siede  tra  Dio  ed,  il  popolo. 
Saggio  a conoscere  la  brevità  e la  fallacia  delle 
viste  deir  umana  prudenza,  al  limpidissimo  di  sa- 
pienza divino  Sole  volgete  V intelletto  a ricevere, 
come  terso  specchio,  i purissimi  raggi  di  lui,  e su 
le  genti  vostre  riverberarli  nelle  consigliate  leggi  nei 
provvidi  divisamenti  nelle  scelte  istituzioni.  A queW 
Eterno  Amore  Immenso,  che  ama  senza  lasciar  d’ es- 
ser giusto,  e si  fa  giusto  senza  intermetter  di  ama- 
re, aprite  il  cuore  a riempiersi  degli  amorosi  senti- 
menti, che  vi  rendono  universalmente  benefico,  in 
premiar  sì  largo,  in  punir  sì  schivo  e sì  dolce.  Dall 
Altissimo , che  non  passeggia  no  di  sua  beatità  sol 
pieno  e delle  basse  cose  disdegnoso  per  le  eccelse  re- 
gioni, ma  tiene  d’occhio  il  piu  vile  insetto  ; e dal  Fi- 
glio in  altezza  uguale  di  lui , che  per  riparare  alla 
pià  insana  alterigia  discese  un  dì  tra  gli  uomini, 
fatto  un  di  loro,  apprendete  Voi  cpiella  umanità 
quanto  piu  rara  ne’  Grandi  tanto  più  brillante  in 
Voi  nel  Vostro  volto  nel  parlar  nel  tratto  Vo- 
stro. Non  è la  maestà  in  Voi  un  fulgore  spavente- 
vole, qual  di  saetta;  è un  fulgore  amabile  qual  di 
cinosura;  sedete  Voi  alto  solamente  per  istendere 
piu  lontano  il  pietoso  sguardo;  e il  Vostro  solio 


non  è qual  amata  rocca  su  scoscesa  balza  per  uni’ 
co  angusto  erto  calle  accessibile ^ ma  qual  salubre 
jiorente  vetta  di  ubertosa  collina,  a cui  per  ogni 
parte  è agevole  la  salita.  DaW eminenza  del  seggio 
intendendo  la  considerazione  e la  sollecitudine  ai 
varj  beni,  onde  la  felicità  si  compone  de  popoli, 
a piena  luce  scorge  la  perspicace  Vostra  mente  i 
vantaggi  delle  belle  lettere  ed  arti  nelV ingentilire , 
se  caste,  V animo,  e delle  scienze  nelV alzare , se  non 
pervertite,  Vintelletto  a segrete  verità  scala  cdla  Som- 
ma di  tutte  centro.  Quinci  il  magnifico  e vegghion- 
te  insieme  patrocinio , che  alle  belle  lettere  ed  arti 
ed  alle  scienze  Voi  concedete.  E chi  l’ianora  od 
ignorar  lo  può?  Il  sanno  i forestieri,  che  a Parma 
venendo  hanno  soddisfazione  e diletto  in  visitare 
la  copiosa  scelta  ornata  biblioteca  nel  rapido  cor- 
so di  pochi  anni  per  V attivo  zelo  e per  lalta  esti- 
mazione dell immortai  Paciaudi  raccolta , in  pas~ 
seggiare  il  ben  provveduto  e disposto  orto  botanico, 
in  conversare  con  gli  egregj  Professori  da  Voi  po- 
sti ad  istruire  (Pogni  pratica  e specolativa  dottrina 
i giovanili  ingegni,  de  quali  sono  queste  Vostre  pro- 
vincie  feraci.  Il  sanno  le  estere  Accademie  e scuo- 
le di  belle  arti,  che  a questa  sotto  i Vostri  auspi- 
cj  fiorente  apjpellano  come  a giudice  del  piu  fino 
discernimento  nelle  dispute  più  difjìcili,  e i mem- 
bri di  esse  pià  insigni  le  offrono  i più  eccellenti 
lavori  loro  per  andar  fregiati  della  sua  aggrega- 


zione , e "li  allieti  migliori  alla  sua  decisione  in 
campo  di  util  gara  assoggettano  i frutti  dei  piu 
sudati  loro  stiidj  per  ottener  sicuro  col  premio  il 
meritato  grido . Le  nobili  famiglie  il  sanno  d* I tag- 
lia non  solo,  ma  di  altre  parti  di  Europa,  che  col 
minor  dispendio  V educazion  migliore  tro^^ano  ai 
figli  loro  in  questo  Collegio,  sul  quale  Voi  a bene- 
ficio, non  che  de  Vostri,  degli  alieni  pure  versa- 
te tante  liberalitd  di  stabiliti  e straordinarj  sussidj 
di  teatrali  divertimenti  di  generosi  disciplinati  de- 
strieri di  maestri  di  cavalleresche  arti.  Il  sanno  le 
colte  persone  tutte  dell  antico  e del  nuovo  mondo, 
che  inarcali  le  ciglia  su  la  nitidezza  eleganza 
armonia  venustà  magnificenza  delle  Bodoniane  im- 
pressioni vincitrici  il  pregio  di  cquante  alla  luce 
produssero  i tipografi  più  industri  e piu  dilicati. 
Tanta  celebrità  della  Vostra  Munificenza  verso  le 
scienze  le  lettere  le  gentili  arti  rende  superfluo 
il  piu  dirne.  In  generale  il  parlar  delle  virtù  Vo- 
stre è un  rammemorarle  a propria  soddisfazione  di 
dolce  riconoscenza  e di  gioconda  maraviglia , non  un 
accrescere  a Voi  gloria.  Non  sono  le  virtù  Vostre 
simili  a quelle  ingegnose  prospettive , che  appajon 
solo  belle  per  C allontanamento , sì  che  fuori  di  un 
punto  di  vista  ad  una  certa  distanza  invano  cer- 
ca in  esse  V occhio  il  goduto  dilettevole  incanto;  nè 
per  lo  contrario  la  luce  delle  virtù  Vostre  sofire 
nell’allontanamento  quei  discapiti,  che  la  material 


luce  è dimostrato  soffrire  pej’dendo  tanto  piu  di 
vigore,  quanto  più  lungi  si  diffonde,  in  proporzio^ 
ne  della  lunghezza  della  eia  in  se  medesima  mol- 
tiplicata, si  che  a doppia  distanza  trovasi  già  quat- 
tro volte  pia  debole  il  suo  splendore:  adorano  le 
Vostre  virtù  i popoli  vostri,  le  ammirano  i lonta- 
ni, le  rammenteranno  con  ammirazione  i posteri. 
Qual  sorte  pertanto  delV algebraica  gloria  d’Italia, 
che  degnato  essendovi  per  somma  umanità  di  accet- 
tare l’offerta  di  questa  mia  storia,  conceduto  ab- 
biate a lei  r appoggio  della  gloria  Vostra  ! Dalla 
tanta  luce  di  questa  circondata  ed  avvolta  sarà  es- 
sa sicuramente  splendentissima , ed  immortale.  E 
se  io  non  avrò  saputo  in  condegna  maniera  riven- 
dicarne i dritti  ed  illustrarla,  avrò  almeno  il  van- 
to d’averle  cercato  e dalla  insigne  Clemenza  Vo- 
stra impetrato  il  miglior  sostegno. 
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PROSPETTO  DE  CAPI 

DEL  VOLUME  I. 


CAPO  I. 

Trasporto  d’ Oriente  . Coltivamento  in 
Italia  , Diffusion  per  V Europa  deW 
analisi  delle  equazioni  di  primo  e 
secondo  grado  . 

§.  I.  liquazioni  sei  da  Leonardo  Pi- 
sano divisate:  tre  semplici,  e tre  com- 
poste . II.  Scioglimenti  delle  tre  com- 
poste con  le  geometriche  dimostrazio- 
ni. III.  Esempi  del  tenor  generale,  e 
di  una  particolar  industria  di  Leonar- 
do in  trattare  i problemi . IV.  Epoca 
del  trasporto  dell’algebra  in  Italia  per 
Leonardo;  grosso  errore  di  Montucla 
ritardantelo  di  ben  due  secoli . V.  Tra- 
duzione della  regola  di  algebra  dall’ 
arabo  per  Guglielmo  di  Lunis  ad  es- 
so trasporto  per  Leonardo  certamente 
posteriore  . Se  tal  regola  fosse  l’ope- 
retta di  Moamad?  Coltivamento  dell’ 
algebra  nel  corso  de’ secoli  xiil,xiv, 
XV  in  Italia.  VI.  Diffondimento  dell’ 
algebra  per  l’Europa.  Chiare  prove 
che  dall’Italia  si  diffuse  nelle  Italia- 
ne impronte  che  seco  portò.  Dubbj 
dell’abate  Andres  a favor  della  Spa- 
gna che  anteriormente  all’Italia  ab- 
bia posseduta  l’algebra  insussistenti  ; 
asserzioni  del  Gua-de— Malves  temera- 
rie. VII.  Lenta  non  rapida,  come  il 
Montucla  vuole  , fu  la  propagazione 


dell’algebra  per  l’Europa;  cagioni  in- 
trinseche ed  estrinseche  di  tal  lentez- 
za . Vili.  Confronto  della  dottrina  ana- 
litica di  Leonardo,  e di  quella  di  Moa- 
mad.  Leonardo  conobbe,  e dimostrò 
le  due  radici  dell’equazione  x'-\-n—px  -, 
laonde  Cardano  non  fu  il  primo  ad 
accorgersi  della  moltiplicità  delle  ra- 
dici , e falla  il  Montucla  . IX.  Di- 
stribuzion  primitiva  dei  termini  del- 
le equazioni;  falsa  asserzion  di  Mon- 
tucla. X.  Perchè  da  Leonardo  fu  om- 
messa  l’equazione  x’ -}- jo  a- -f- 72  = o ; 
ommessa  ugualmente  dai  maestri  ara- 
bi . XI.  Ragione  per  cui  Leonardo  con 
questi  non  conobbe  le  radici  negati- 
ve delle  due  equazioni  x’-j-px^w; 
x“=px-f-w.  Ambidue  i difetti  co- 
muni a Diofanto,  ed  al  suo  Coincn- 
tatore  Bacheto,  al  Nugnez  , al  Vieta, 
all’Harriot  eziandio.  Gloria  di  Carda, 
no  che  a questi  quattro  europei  ana- 
listi anteriore  distinse,  e fu  il  pri- 
mo a distinguere  le  radici  positive  e 
negative.  XII.  Paragone  di  quattro 
maniere  in  sciogliere  le  equazioni  di 
secondo  grado,  di  Leonardo,  del  Nu- 
gnez, di  Diofanto,  di  Vieta;  tra  le 
prime  tre  non  vi  ha  differenza  essen- 
ziale. L’artificio  di  togliere  il  secon- 
do termine  su  cui  si  fonda  il  metodo 
di  Vieta  è di  origine  italiano. 


Jf-  . . 


CAPO  II. 

( i j ) 

Originai  significato , ed  ufficio  di  al- 
gebra . 

§•  !•  ^Etimologici  significati  di  alge- 
bra, ed  Almucabala  . II.  Copia  di  er- 
rori di  Montucla . III.  Spiegazione  del 
primitivo  limitatissimo  senso  ed  uf- 
ficio di  algebra . IV.  Altri  errori  di 
Montucla  sopra  i primi  accumulati  • 
V.  Non  hanno  i Lessicistl  di  lingua 
araba  e latina  riguardo  ad  algebra  pe- 
netrato lo  spirito  dell’etimologico  si- 
gnificato restaurazione  , e l’hanno  ma- 
le alle  frazioni  riferito.  Le  difficoltà 
del  d’Alembert  quindi  dipendenti  ca- 
dono. VI.  Altre  opinioni,  qual  falsa, 
qual  anche  ridicola  e sconveniente  su 
l’origine  del  nome  algebra  . VII.  Esa- 
me delle  idee  del  d’Alembert , del 
Wolfio,  e di  altri  su  la  distinzione 
tra  algebra,  ed  analisi.  Vili.  Come 
ad  algebra  conservata  l’etimologica  sua 
significazione  conciliar  con  questa  si 
possa  il  vasto  odierno  concetto  di  lei. 

CAPO  III. 

(Pog-  37) 

Analisi  speciosa  lineare  . Passi  alla 
speciosa  letterale. 

§.  I.  allo  di  Targlon  Tozzetti  e do- 
po lui  del  Tiraboschi  in  attribuire  a 
Leonardo  Pisano  l’uso  delle  lettere 
astratte,  o sia  un’analisi  speciosa 
letterale:  fu  propiamente  speciosa  li- 
neare II.  Aprimento  alla  storia  dell’ 
analisi  speciosa  letterale  premetten- 
done l’elogio  di  Montucla.  III.  Senti- 
niei  ti  di  Teone  , di  Tartaglia,  di 
Commandino  di  Gregori  su  l’ogget- 


to , ed  il  modo  di  dottrina  nel  libri 
5.°,  7.°,  8.°,  9.°  di  Euclide:  vi  ha  in 
essi  una  teoria  speciosa  letterale.  IV. 
Elementi  di  analisi  speciosa  lettera- 
le in  Diofanto^  sentenza  di  Vieta  stes- 
so , che.  di  analisi  speciosa  si  vales- 
se egli  alle  sue  scoperte  . V.  Progres- 
so degli  analisti  italiani  dall’analisi 
speciosa  lineare  di  Leonardo  alla  spe- 
ciosa letterale  . VI.  Materiali  di  ana- 
lisi speciosa  letterale  in  Europa  pre- 
esistenti a Vieta  . Pensiero  su  l’origi- 
ne dei  segni  -f-,  — . Giusto  limite 
del  merito  di  Vieta  . 

' CAPO  IV. 

( p^'g-  ) 

Di  Diofanto,  e dell’analisi  di  lui. 

§•  I-  Difficoltà  di  questo  capo  di  sto- 
ria . II.  Quando  si  cominciasse  in  Ita- 
lia e quinci  fuori  ad  aver  cognizione 
dell’opera  di  Diofanto . Numero , e 
qualità  de’  codici  di  essa  nella  biblio- 
teca Vaticana . III.  Quistione  su  la 
terminazione  del  nome  del  greco  ana- 
lista in  Diofanto,  oDiofante.  IV.  Sul 
tempo  in  cui  fiori.  V.  Del  numero 
de’  libri  , de’  quali  compose  Diofanto 
l’opera  sua.  Quando,  e dove  fu  cor- 
rotta. Dei  varj  codici  in  varie  parti. 
Degli  scolj  ai  due  primi  libri.  VI.  Se- 
rie de’  traduttori,  e cementatori  di 
Diofanto  . Parecchi  difetti  di  Montu- 
cla . VII.  Sbaglio  essenziale  di  lui  in 
asserire  non  aver  Diofanto  nell’opera 
sua  sciolta  equazione  veruna  comple- 
ta di  secondo  grado:  si  direbbe  non 
aver  Montucla  veduto  nè  il  testo  mai 
di  Diofanto,  nè  il  comento  di  Badie- 
to  j peggio  chi  ha  dedotto  essersi  Dio- 
fanto arrestato  alle  equazioni  di  pri- 
mo gradoj  toccò  anzi  egli  alle  com- 


plete  di  terzo,  e si  elevò  più  alto 
nelle  pure.  Scala  diofantea  de’  gradi; 
il  tenore  di  formarla  descritto  da  Mon- 
titela difettosamente.  Vili.  Sovrana 
industria  di  Diofanto  nell’analisi  in- 
determinata, e semi-determinata,  IX. 
Trattò  egli  anche  quistioni  determina- 
te, ed  in  gran  numero.  Svista  di 
Vincenzo  Riccati,  e contraria  svista 
di  Stevino  in  prender  per  tali  quelle 
tutte  del  I libro.  X.  Controversia  se 
Diofanto  sia  stato  tra  i greci  l’inven- 
tor  dei  principj  dell’analisi.  Ragio- 
ni dell’abate  Andres  a favore  ribat- 
tute . Distinzione  dell’analisi  deter- 
minata , e dell’indeterminata  : Dio- 
fanto fu  inventore  di  questa  seconda 
non  della  prima  . XI.  Analisi  geome- 
trica delle  equazioni  di  secondo  gra- 
do per  Euclide  nei  Dati  lviiI  , lix  , 
Lxxxiv,  Lxxxv.  Probabilità  che  quin- 
di siasi  derivata  l’analisi  aritmetica  . 
XII.  Pensier  di  Bacheto  su  la  deriva- 
zione di  questa  da  due  problemi  di- 
stinti da  Diofanto  coll’aggiunto  Plas- 
maticum  discusso  . 

CAPO  V. 

( 96  ) 

QUADRI  DUE  ALGEBRAICI. 

I. 

Dei  principj  delV analisi  aritmetica  di 
Diofanto  riguardante  i numeri  qua- 
drati e cubici  . 

I I. 

Del  libro  su  i numeri  quadrati  di  Leo- 
nardo Pisano  . 

QUADRO  I. 

Parte  I.  Porismi  diofantei  agli  eu- 
clidei Elementi  superiori.  II.  Artificj 
di  semplice  ugualità.  HI-  Artificj  di 
doppia  ugualità  simile.  Confronto  ad 


illustrazione  con  gli  artificj  del  la  Gran, 
ge  . IV.  Artificj  di  doppia  ugualità 
dissimile , classe  non  osservata  da  Ba- 
cheto, e dai  posteriori  analisti  non 
coltivata,  neppur  dall’Eulero,  nè  dal 
la  Grange- 

QUADRO  II. 

Parte  I.  Generazioni  de’  numeri 
quadrati;  quesiti  relativi.  II.  Proble- 
mi di  seiuplice  ugualità.  III.  Proble- 
mi di  doppia  ugualità  . Alcuni  supe. 
riori  agli  artificj  diretti  più  fini  dell’ 
Eulero,  e del  la  Grange.  Importante 
osservazione  sul  metodo  più  generale 
di  questo  sublime  analista.  Nuovi 
teoremi  amplianti  le  risoluzioni  indi- 
rette e particolari  di  Leonardo.  IV. 
Somme  delle  serie  de’  numeri  quadra- 
ti, e cubici,  e riguardo  ai  numeri 
quadrati  la  somma  non  solo  della  se- 
rie  intera  e continua,  ma  anche  sepa- 
ratamente delle  serie  parziali  e inter- 
rotte de’  quadrati  de’  numeri  pari, 
o de’  dispari.  Innesto  del  teorema  di 
Archimede  la  intera  serie  spettan- 
te con  ridurre  alla  maggiore  perspi- 
cuità, e sveltezza  insieme  la  dimo- 
strazione . Innesto  pur  di  altra  dimo- 
strazione nuova.  Innesto  per  terzo 
delle  dimostrazioni  provenienti  dalle 
generali  forinole  delle  serie  algebrai- 
chè.  Giudicio  temerario,  e falso  di 
Xilandro,  che  Leonardo  abbia  dai  li- 
bri di  Diofanto  nel  libro  suo  trasfe- 
rito i problemi  intorno  ai  numeri 
quadrati  . Differenza  dei  problemi  e 
dei  metodi  dell’uno  e dell’altro.  Trat- 
tato  De  nunieris  poly^onis  di  Thebit. 
Probabilmente  il  libro  di  Leonardo  fu 
un  tessuto  di  cose  diofantee  passate 
tra  gli  arabi  per  il  cemento  di  Moa- 
mad  AlBuziani,  di  invenzioni  aggiun- 
te dai  maestri  arabi,  e di  studj  suoi 


/ 


proprj  . Due  specie  di  analisi  da  Leo- 
nardo insegnate  la  determinata,  e la 
indeterminata  i di  questa  un  profon- 
dissimo silenzio  presso  Montucla  seb- 
ben  facil  gli  fosse  aquistarne  notizia 
dal  volume  stampato  di  Fra  Luca  . 
Bossut  anch’egli  per  seguir  Montu- 
cla difettoso  . 

CAPO  VI. 

( Pag-  173  ) 

Dell’origine  dell’analisi  tra  gli  arabi. 

§.  I.  Oscurità  somma  della  quistio- 
ne , e sue  parti.  II.  Passo  nella  Bi- 
blioteca arabica  de’  filosofi  di  certo 
anonimo  egiziano  a favor  dell’opinio- 
ne che  l’analisi  degli  arabi  sia  da  Dio- 
fanto  derivata.  Non  coerente  ad  altri 
lumi  somministrati  dalla  stessa  Biblio- 
teca. Inesattezza  del  Casiri  . Dedu- 
zioni dell’abate  Andres  da  lui  ingan- 
nato . Ili  Esame  del  senso  di  un  te- 
sto del  Cazuineo  in  cui  fa  Moamad 
Khuarezmita  primo  maestro  ai  mao- 
mettani dell’algebra . IV.  Leonardo 
nulla  dice  espressamente  dell’origine 
deli’algebra  in  particolare,  ma  da  ciò 
che  dice  in  generale  della  dottrina 
nel  suo  libro  spiegata  muove  a cre- 
derne indiana  l’origine.  V.  Frate  Lu- 
ca appella  gli  arabi  primi  inventori 
dell’algebra,  ma  non  nomina  mai 
Wo'iniad.  VI-  Quattro  luoghi  di  Car- 
dano diversissimi,  seminati  di  falsità 
e contraddizioni . VII.  Tartaglia  per- 
suaso che  Moamad  fosse  stato  dell’al- 
gebra l’inventore  • Gradi  di  tal  opi- 
nione invalsa  in  Italia,  e per  quai 
motivi.  "Vlil.  Quando  in  Italia  siasi 
introdotta  l’operetta  di  Moamad.  IX. 
Eonibclli  in  luogo  di  seguire  la  comu- 
ne opinione  a favor  di  Moamad  asse- 


risce l’algebra  di  indiana  origine,  ad- 
ducendo  che  Diofanto  cita  assai  volte 
gli  indiani  -,  ma  falso  che  li  citi  pur 
una  volta  . X.  Ragioni  del  Wallis  a 
prova  della  indiana  origine  dell’alge- 
bra ; altre  ragioni.  Confronto  esatto 
delle  scale  de’  gradi  di  Diofanto  e de- 
gli arabi.  Falli  del  Wallis  medesimo. 
XI.  Montucla  comincia  qui  ad  appa- 
lesare che  non  vide  l’Arte  magna  di 
Cardano . Sua  ingiustizia  verso  l’in- 
ventor  dell’analisi  delle  equazioni  di 
secondo  grado.  Infedeltà  in  esporre 
un  sentimento  di  Cardano  onorevole 
a Moamad.  Argomento  di  lui  per  l’o- 
rigine greca  dell’algebra  arabica  fon- 
dato su  l’ipotesi  che  questa  parte  di 
matematica  sia  stata  tra  gli  arabi  di 
poco  meno  antica  che  le  altre  ricevu- 
te dai  greci.  Prospetto  del  trapianta- 
mento  e fior  delle  scienze  greche  non 
solo  , ma  persiane  altresì  ed  indiane 
tra  gli  arabi  sotto  i regni  di  Alman- 
sor , Haroun  , Almamon  . Qualche  svi- 
sta del  Bailly.  Difetti  dell’ipotesi,  e 
dell’argomento  di  Montucla  . Incostan- 
za di  lui . XII.  Riflessioni  sopra  lo 
scritto  in  ciò  dall’abate  Andres.  XIII. 
Distinzione  essenziale  e necessaria  di 
due  Moamad  ben  Musa  confusi  in 
uno  dal  Bailly  e dall’abate  Andres  . 
XIV.  Risultato  di  tutta  la  discussio- 
ne in  vii  proposizioni.  XV.  Mostruo- 
sità del  Saverien  indegne  di  essere 
frammischiate  ai  tratti  esaminati  de- 
gli altri  scrittori  • 

appendice 

( Pag.  223  ) 

Del  grado  al  quale  gli  arabi  giunsero 
nell’analisi , e degli  scritti  loro. 


CAPO  VII. 

(Pag.  a3i) 

progressi  dell’’ algebra,  da  Leonar- 
do Pisano  a Fra  Luca  Pacioli  , 

§.  I.  F alsi  limiti  da  Montucla  e dal 
Bossut  assegnati  all’algebra  di  Fra  Lu- 
ca. IT.  Risoluzione  per  lui  insegnata 
delle  Equazioni  proporzionali  da  noi 
appellate  derivative  del  secondo  gra- 
do. Spirito  doppio  del  nome  ^^ropori^io- 
nali.  III.  Bello  antico  metodo  di  e- 
strarre  la  radice  quadrata  dai  binomj 
reali  irrazionali,  che  la  porge  sempre 
in  parti  reali  divisa , e tutta  sotto 
reale  aspetto  , anche  allor  quando  in 
parti  immaginarie  divisa,  e tutta  sot- 
to aspetto  immaginario  si  esibisce  dal 
moderno  metodo.  Esame  dei  principj 
di  questo  e spiegazione  del  parados- 
so. IV.  Distinzione  dell’analisi  prima , 
e dell’estrema  delle  equazioni  propor- 
zionali i quando  siasi  incominciato  a 
tentare  e come  l’analisi  esirema  delle 
equazioni  x^^qx^^nz=o:  vale  dir 
l’estrazione  della  radice  cubica  dai 
binomj  irrazionali  . V.  Innesto  «Iella 
estrazion  generale  della  radice  qua- 
lunque dai  binomj  irrazionali,  compo- 
nendo l’antico  metodo  per  la  radice 
quadrata  e indefinitamente  di  grado 
2*  ed  il  metodo  nuovo  per  le  radici 
di  grado  espresso  per  numero  qualsi- 
voglia primo  al  a superiore.  VI.  Ana- 
lisi geometrica  dell’equazione 
q x^ — 71  = 0 per  Euclide  ne’ suoi  Da- 
ti Lxxxvl,  Lxxxvil.  VII.  Risoluzion 
per  Fra  Luca  di  una  equazione  di 
quarto  grado  completa,  o sia  di  tut- 
ti i suoi  termini  fornita  . Vili.  Pro- 
blemi esponenziali,  de’  composti  an- 
cora, da  Fra  Luca  nel  modo,  giusta 
le  cognizioni  di  allora,  men  difetto- 


so trattati  • Distinzione  del  proble»- 
ma  strettamente  aritmetico , e dell’ 
aritmeticamente  impossibile. 

CAPO  Vili. 

(p»g.  183  ) 

Del  Più  , e del  Meno . Delle  regole 
per  essi  . Della  difficoltà  sul  lor  sen- 
so fra  i termini  apparentemente  dis- 
simili di  una  equazione  . Del  vero 
grado  , della  specie  , dell’essenza  , del 
significato  dell’ altez^ci  di  questi . 
Della  quantità  negativa  . Storicamen- 
te , Matematicamente  , Metafisica- 
mente  . 

§.  I.  C^atena  delle  cose  enunciate . II. 
Regole  per  Diofanto  premesse , che 
Meno  moltiplicato  per  Meno  produce 
Più  , e Meno  moltiplicato  per  Più 
produce  Meno.  Meno  in  stato  com- 
plesso 3 e Meno  in  stato  solitario  3 
quantità  negativa:  se  Diofanto  ne  ab- 
bia avuto  concetto  ? Dimostrazione 
geometrica  delle  regole  per  lo  scolia- 
sta  considerato  il  Meno  in  stato  com- 
plesso. Ili  Origine  ed  ufficio  del  Più 
e del  Meno  giusta  Fra  Luca,  e spe- 
ciosa idea  della  verità  deH’equazione, 
ancorché  uno  dei  termini  incogniti  se- 
gni superficie,  l’altro  linee,  ly.  Idee, 
od  espressioni  false,  od  inesatte  de’ 
moderni  intorno  alla  omogeneità  di 
grado  nelle  equazioni.  La  omogeneità 
non  s’introduce  , ma  si  educe  , essen- 
do ogni  equazione  per  natura  e di 
necessità  omogenea  nel  grado  de’  ter- 
mini. Ammetton  le  equazioni  la  ete- 
rogeneità di  specie  o sia  la  mistura 
di  parti  razionali  ed  irrazionali,  e la 
eterogeneità  di  essere  o sia  la  mistu- 
ra di  parti  reali  ed  immaginarie 3 con 
qual  legge?  Disquisizione  su  la  rap- 


presentazione  del  termini  di  una  equa- 
zione più  alta  del  terzo  grado  ; ed 
occasion  data  altre  considerazioni  me- 
tafisiche su  le  equazioni.  V.  Regole 
della  moltiplica  del  Più,  e del  Meno 
dimostrate  da  Fra  Luca  , e geometri- 
camente, e con  letterali  specie  ; rego- 
le della  divisione,  della  addizione,  e 
della  sottrazione  in  dodici  casi  distin- 
ta . VI.  Idea  in  Fra  Luca  della  quan- 
tità negativa,  come  nata,  come  da 
lui  definita.  Ampio  dilucidamento  del. 
le  quantità  positive  e negative  geo- 
metriche, fisiche,  e morali  con  nuovi 
riflessi  fisici , e rivendicamento  all’ 
Italia  delle  glorie  di  due  fisici  siste- 
mi. Della  universal  rappresentazion 
aritmetica  delle  quantità  positive,  e 
negative.  Delle  varie  specie  di  ze- 
ro ad  esse  interposto.  Quistione  se 
sieno  omogenee  o eterogenee  discus- 
sa. Definizioni  di  varj  autori  esami- 
nate ^ la  semplice  e vera  stabilita. 
Proposizione  della  minoranza  della 


quantità  negativa  in  confronto  dello 
zero  sotto  due  aspetti  considerata,  in 
confronto  di  essere,  ed  in  confronto 
di  aritmetico  rapporto  alla  quantità 
positiva,  ed  in  tal  aspetto  salvata. 
VII.  Confronto  delle  dimostrazioni  an- 
tiche, e moderne,  che  Meno  in  Meno 
fa  Più  , considerato  il  Meno  in  stato 
complesso.  Esclusione  per  il  "Wolfio 
della  moltiplica  del  Meno  semplice 
per  il  Meno  semplice , o sia  della  quan- 
tità negativa  per  la  quantità  negati- 
va, qual  impossibile.  Pretesa  del  Car- 
dano che  il  prodotto  sia  negativo . 
Parer  del  Venini  che  non  sia  nè  de- 
terminatamente positivo,  nè  deter- 
minatamente positivo  ma  astratto  . 
Varie  strade  tenute  per  dimostrarlo 
positivo.  Nuova  teoria  geometrica , ed 
aritmetica.  Esame  delle  riferite  dot- 
trine. Su  le  ragioni  di  quantità  po- 
sitiva a negativa  , e di  negativa  a 
positiva  . 


FINE  DEL  VOLUME 


CAPO  I. 

Trasporto  (T Oriente.  Coltii’amento  in  Italia. 
Di^usion  per  V Europa  dell  analisi  delle  equazioni 
di  primo  e secondo  ^rado. 


§.  I.  Ijeonardo  Bonacci  cH  Pisa  corona  l’aureo  suo  libro 
di  Aritmetica  con  l’analisi  delle  equazioni  di  primo  e secondo 
grado  , che  egli  pur  ebbe  il  merito  di  trasportar  dal  l’Orien- 
te , ed  insegnare  il  primo  alTItalia,  donde  poi  all’Europa 
tutta  se  ne  diffuse  la  dottrina  . Io  doveva  separamela  , ed 
a questo  luogo  trasferirla,  per  porla  a capo  della  storia,  che 
intraprendo  della  prima  analisi . Tre  considerazioni  distingue 
Leonardo  nel  numero:  una  assoluta,  o semplice,  ed  è quel- 
la del  numero  in  se  stesso;  le  altre  due  relative,  e sono 
quelle  di  radice,  e di  quadrato.  Nominando  il  quadrato  sog- 
giugne  qui  videLicet  census  dicitur ed  il  nome  di  censo  è 
quello,  di  cui  in  seguito  si  serve.  Applicando  l’idea  di  nu- 
mero semplice  al  numero,  che  or  chiameremmo  l’omogeneo  di 
comparazione,  quella  di  radice  al  numero  sconosciuto,  e 
quella  di  censo  al  quadrato  di  lui,  dice,  che  il  numero  sem- 
plice, la  radice,  il  censo  in  sei  modi  si  uguagliano,  e di 
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tal  guisa  sei  forme  distingue  di  uguaglianze , o come  diciam 
noi  di  equazioni.  Eccole  con  l’ordine,  nel  quale  Leonardo 
le  dispone,  ma  per  brevità  nel  nostro  odierno  specioso  sti- 
le, dinotando  per  n il  numero  semplice  od  assoluto  inser- 
viente ad  omogeneo  di  comparazione , per  x la  sconosciuta 
radice,  per  p un  numero  che  la  moltiplica,  per  x*  il  censo. 
i.-'*x*  = /zx.  2.^x*  = /^.  S^px=zn.  -^p  X =:n  . 

_ 5^px-\-n  = x\  ó.*  x“ -t- « X . 

Chiama  i tre  primi  modi  semplici,  e composti  gli  altri  tre. 
Lasciamo  le  risoluzioni  dei  semplici,  e rechiamoci  a quelle 
dei  composti , che  non  tornerà  disaggradevole  a chi  ama  una 
piena  scienza  delle  cose,  e la  cognizion  dell’origin  loro,  ve- 
dere le  geometriche  dimostrazioni , su  le  quali  Leonardo  fon- 
da gli  scioglimenti.  Sarò  fedele  in  voltando  in  italiano,  e 
contraendo  il  rozzo  latin  suo  dire. 

§.  II.  Sia  in  primo  luogo  x* « — Sarà  x = ^p 

Dimostrazione.  Si  costruisca  (Fig.  i)  su  d’una  retta  he 
maggiore  di il  quadrato  ahed^  e prese  su  i lati  le  porzio- 
ni cf/,  df^  he  tutte  uguali  ad  -—Po  e condotte  le  rette 
gf,  he  intersecantisi  in  i,  si  formi  il  quadrato  igch=-^p*. 
Si  finga  e i=.  af=e  a — ifzzzh  g = d h la  quantità  cercata 
X,  sarà  il  quadrato  aiz=.x'’^  il  rettangolo  />  x , e pa- 

rimenti il  rettangolo  id  = —p  x.  Dunque  sarà  il  quadrato 
intero  a ò c d = x^-hp  X —p\  Ma  x’* = /2  ; dunque  sa- 
rà  lo  stesso  quadrato  ahcd=n-\-^p'.  Per  conseguenza 
il  lato  i c di  esso  quadrato  — ^ p'^  \ e la  quantità 

cercata  x=.bc  — gc  — bc  — \p  = ) — ~P  • 

Sia  in  2.°  luogo  x*==/;x-l-/2...  Sarà  x=z^ p p'‘-hn^  . 
Dimostrazione.  Sia  ( Flg.  2)  la  retta  bc  — x^  ed  il  qua- 
drato su  di  essa  costrutto  a b c d=.x\  Si  pigli  su  ^ c la  por- 
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zlone  ec—p^  e si  alzi  la  perpendicolare  ef—x.  Sarà  il  ret- 
tangolo ed-=.px.  Dunque  il  rettangolo  residuo  ea-=.n.  Ma 
e a = b e X b n = b e X b c ; dunque  n=:bexbc  = be^-^bex 
ec.  Si  divida  e c per  metà  in  g , e sarà  n-\-e g'  =.b  é'-^b  e x 
e c e g" . E quinci  e g'^)  =.  b e e g z^b  g . Egc-1- 

ì^'^{n-\- e g^^z^z g c b g-=.b  c . Onde  essendo  g c :=e g=^-^  p , 
bcz=zx,  sarà  -^p  -+-  f/^ ^ n ^p'‘  ^ = x . 

Sia  in  3.°  luogo  x"' -i- n = p x , Se  p^  < n , l’equazio- 
ne è impossibile. 

Se  — =zn.  sarà  xz=id~  p , 

Se  ^p'>n^  sarà  xz=z±.p — y {l-p^  — «j,  ovvero  xz=z 

ìrP  — 

Et  sic  si  non  solvetur  quaestio  cuin  diminutione  ( diminuen- 
do vuol  dire  la  quantità  -E  p con  la  sottrazion  del  radicale  ) 
solvetur  cum  additione , 

Esempio  . a:'‘-+-4o=i4x....x  = 7 — f/’(49  — 40  ) = 
7 — 3 = 4,  ed  anche  x = 7 -4-  49  — 4o)=:7-l-3=io. 

Dimostrazione.  Si  conduca  ( Fig.  3 ) la  retta  ab^  che 
rappresenti  />,  e si  divida  in  due  uguali  parti  in  g , ed  in 
due  disuguali  in  0?;  e sopra  una  delle  parti  disuguali  consi- 
derata = x si  costituisca  un  quadrato  z=.x\  Si  costituisca 
primieramente  sopra  la  minore  flf è,  supponendo  essa  =x.  Si 
protragga  la  retta  fe  in  sicché  sia  fiz=zba^  e si  congiun- 
ga la  retta  ia.  Sarà  tutto  il  rettangolo  afz=.b  a x b fz=.p  x\ 
onde  essendo  il  quadrato  è e = x%  sarà  il  rettangolo  a ez=. 
a d X d e-=.a  d xb  dz=zn . Ed  aggiugnendo  dall’una  e l’altra 
parte  il  quadrato  gf/%  sarà  adxbd-¥-gd^z=zn-\-gd\  Ma 
per  il  teorema  quinto  del  libro  il  di  Euclide  essendo  in  d 
la  divisione  di  a è nelle  due  parti  disuguali,  ed  in  g la  di- 
visione di  essa  retta  in  due  parti  uguali,  ed  essendo  conse- 
guentemente gd  iti  differenza  delle  disuguali  parti,  e delle 


uguali  5 si  ha  a d x db  g d'  ■=})  g'.  Dunque  b g^  ■=.  n g d\ 
E perciò  — n=-gd\  Laonde  y^(bg^ — n)-=.gd\Qbg  — 
^(bg^^  n)  = bg—gd  = db:  ossia  ~p  — f/ — n^  = x. 
Se  il  quadrato  jc‘  costituiscasi  sopra  la  parte  maggiore  ad, 
questa  immaginando  =x,  si  troverà  con  la  medesima  serie 
di  raziocinj  ^(ag"" — n)—gd’,  indi  a g -i- a g’^ — n)  — ag 
gd=.ad  , cioè  ~P  — n ^ = x . 

§,  III.  Fra  i molti  Problemi,  che  Leonardo  passa  a ri- 
solvere, stimo  bene  trasceglierne  due. 

Si  proponga  per  primo  di  dividere  il  numero  io  in  due 
parti  tali,  che  divisa  Puna  per  l’altra,  ed  alla  somma  dei 
quozienti  aggiungendo  io,  e moltiplicando  l’aggregato  tutto 
per  la  maggiore,  finalmente  provenga  114* 

Risoluzione.  Acciocché  si  vegga  il  modo  di  risolvere  di 
Leonardo , terrò  tutto  il  filo  delle  sue  operazioni , introdu- 
cendo solo  per  compendio  gli  odierni  segni . Denoti  la  retta  a 
la  maggiore  delle  cercate  parti  del  io  quam,  dice  Leonar- 
do, pono  rem',  e la  retta  bg  sia  =10,  alla  quale  si  con- 
giungano nella  medesima  direzione  le  gd,  de  rappresentan- 
ti i c^uozienti  delle  divisioni  delle  due  cercate  parti  l’una 
per  l’altra.  Poiché  ax  b e = 1 1^;  dunque  a x b g a x g d -{- 
axde^ii^',  e togliendo  di  qua  e di  là  axbg,  sarà  ax 
g d -)r  a X d e ■=  1 — axbg.  Sia  g d \\  quoziente  ne 

verrà  io  — a -i-  a x d e = 114  — axà^=ii4  — ioa,  essen- 
do b gzzz  \o  onde  ax  d e =■  104  — 9 a.  Ma  d e h \\  quoziente 
— dunque  — =104  — qa.  Per  lo  che  a*  =1040  — 
I 94  a -h  9 Restaura  res  diniinutas , cioè  aggiugni  da  una 
partee  dall’altra  194  a per  ristaurare  della  diminuzione,  che 
soffre  il  secondo  membro,  dal  quale  19401  sottratte  vengono; 
et  extrahe  unum  censum  ab  utraque  parte,  rimarranno  8a’-+- 
1040=1940;  e dividendo  per  8 a*-|- i 3o  = 2,4  — a ; e risol- 
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vendo  secondo  la  regola,  a = ~ — — i3o)=:-^ 

— ~ = 8 . Conseguentemente  io  — a = 2 . Leonardo  non 
prende  qui  il  radicale  nell’altro  senso  di  aggiunta,  perchè 
ne  verrebbe  a=i5,  e quindi  io  — a = — 5. 

Si  veggono  in  questa  Risoluzione  le  operazioni  di  tra- 
sporto per  addizione,  per  sottrazion  , per  moltiplica,  per  di- 
visione, che  convenivano  all’oggetto  di  liberare  l’incognita, 
e ridurre  l’equazione  alla  più  semplice  forma:  si  mirerà  nel- 
lo scioglimento,  che  vo  a soggiugnere,  l’arte  di  togliere  i ra- 
dicali , ed  in  oltre  una  particolar  industria  nelle  posizioni  de- 
gna di  riflesso  . 

Problema  II.  Divider  io  in  due  parti  di  modo,  che 
sottraendo  dalla  maggiore  la  sua  radice  presa  due  volte,  ed 
aggiugnendo  alla  minore  la  radice  sua  parimente  moltiplica- 
ta per  due,  risultino  quantità  uguali. 

Risoluzione.  Si  ponga  la  parte  maggiore  essere  5-t-x, 
e la  minore  5 — x : sarà  5-4-x  — 2 ^^5-+-x)  = 5 — x-f- 
5 — x).  Onde  X = f^(5--x)  -H  5-t-x).  Quadrando, 
x’  = I o -H  2 f/’(  25  — x’  ) . Perciò  x’  — 10  = 2 28  — a:’  j , 

e di  nuovo  elevando  al  quadrato,  x"^ — 20  x"* -+- 1 00  = 1 00  — 
ùf  x\  Conseguentemente  x'*  = i 6 x’ ; ossia  x'‘.=  i6,  quinci 
X = 4. 

Ella  è senza  dubbio  una  bella  industria,  invece  di  pren- 
der per  X una  delle  cercate  parti,  volgersi  ad  esprimer  per 
X l’eccesso  dell’una , e il  difetto  dell’altra  rapporto  alla  me- 
tà del  numero  io  dato  a dividere,  e cosi  porre  la  maggiore 
= 5-}-ac,  la  minore  =5  — x,  a fine  che  trovandosi  nell’uno 
e nell’altro  membro  dell’equazione  uguali  numeri  liberi,  si  eli- 
dessero essi  tosto,  e i nuovi  numeri  svolti  dai  radicali  con 
quadrare  due  volte , riuscendo  anch’eglino  uguali  , si  abbat- 
tessero parimenti , e Tequazion  divisa  per  x“  terminasse  ad 
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una  equazion  incompleta  semplicissima  di  secondo  grado  ; 
laddove  ponendo  una  delle  parti  —x,  l’altra  = io  — x,  la 
risoluzione  montata  sarebbe  ad  una  equazione  completa  di 
grado  quarto. 

§.  IV.  L’epoca  fortunata,  in  cui  l’Italia  ricevette  da  Leo- 
nardo la  dottrina  dell’analisi  delle  equazioni  di  primo  e se- 
condo grado,  fu  all’entrar  del  secolo  xiil,  avendo  egli  nell’ 
anno  secondo  composto  il  libro  suo,  e qualche  istruzione  è 
a credere , che  ne  avesse  data  avanti  un  tal  compiuto  la- 
voro . Montucla  nella  Storia  del  secolo  xv,  art.  iv , scrive: 
Jl  n’en  fut  pas  de  V algebre  ^ cornine  de  V arithmétique  des  arahes: 
celle  doctrine  penetra  assez  tot  parmi  nous  ....  mais  la  coii- 
noissance  de  l’algehre  fut  une  nouveauté  du  commencement  da 
XV  siede . On  s'accorde  généralement  à croire  > que  ce  fui  Léo- 
nard de  Pise  qui  la  transplanta  d’ Arabie  dans  ces  climats.  Lo 
spazio  di  tempo,  del  quale  lo  Storico  delle  matematiche  ri- 
tarda all’Italia  l’acquisto  dell’algebra  , non  è nullameno  che 
di  due  secoli  ; e lo  disgiunge  egli  da  quello  dell’aritmetica 
degli  arabi , o a meglio  dir  degli  indiani , mentre  l’uno  e 
l’altro  acquisto  furon  congiunti , e tutti  e due  mercè  di  Leo- 
nardo , e con  lo  stesso  libro  di  lui.  Dimostrato  anterior  di 
due  secoli  al  tempo  dal  Montucla  assegnato  il  trapianto  dell’ 
algebra  in  Italia,  cade  l’argomento  dei  rapidi  progressi  di  es- 
sa da  lui  desunto  dal  trovarsi  nella  trigonometria  di  Regio- 
montano di  Konigsberg  nella  Franconia  alla  metà  del  secolo 
XV  un  problema  conducente  ad  equazione  di  secondo  grado, 
per  lo  scioglimento  della  quale  rimette  Regiomontano  alle 
regole  dell’arte,  dando  così  a divedere,  che  erano  già  in  quel 
paese  dall’Italia  lontano  ben  conosciute.  Ma  innanzi  di  par- 
lare della  diffusione  dell’analisi  alle  estere  regioni  di  Euro- 
pa ordin  vuole,  che  io  dica  del  coltivamento  di  essa  in  Italia  . 
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§.  V.  Pisa  fu  quella,  che  dal  suo  cittadino  Leonardo  im- 
mediatamente bebbe  il  lume  dell’analisi , ed  essa  fu  il  cen- 
tro, da  cui  si  propagò.  Per  la  Toscana,  e tra  le  città  di  lei 
in  Firenze  la  più  cospicua,  propagar  si  dovea  primamente. 
Il  dotto  e cortese  altrettanto  cavalier  Giarnbatista  Clemente 
Nelli  mi  mostrò  un  Ragionamento  di  algebra  di  Raffaello  Ca- 
nacci , aritmetico  e geometra  fiorentino , scritto  a giudizio 
degli  antiquarj  nel  secolo  xiv.  Ecco  uno  dei  coltivatori 
dell’algebra;  ed  un  altro  egli  ne  loda  a sè  anteriore  nomi- 
nato Guo;lielrao  di  Lunis.  Non  debbo  anzi  dissimulare  ciò 
che  di  lui  dice  il  Ganacci  sul  principio  del  suo  ragiona- 
mento, ponendo:  La,  regola  delV  argibra , la  quale  regola  Ghu- 
glielmo  di  Lunis  la  traslato  darabico  a nostra  lingua  : dal  che 
parrebbe  a Guglielmo  di  Lunis  , anziché  a Leonardo  Bonac- 
ci  di  Pisa,  dovuta  la  gloria  di  avere  il  primo  fatto  cono- 
scere all’Italia  l’algebra  . Ma  oltre  a die  impudenza  solenne 
di  Leonardo  stata  sarebbe  l’addurre  a motivo  di  comporre 
il  suo  libro  , che  la  latina  gente  non  più  andasse  mancante 
della  piena  scienza  dei  numeri  da  lui  in  esso  spiegata  : Ut 
gens  latina  de  celerò  absque  illa  minime  inveniatiir  : oltra  a 
ciò,  lo  stesso  aver  Guglielmo  d’arabico  ad  italiana  lingua 
tradotto  dissipa  ogni  dubbio,  e decide  essere  al  libro  di  Leo- 
nardo la  traduzion  di  Guglielmo  posteriore.  Leonardo  solle- 
cito, che  la  gente  latina  non  rimanesse  più  a lungo  della 
piena  scienza  de’  numeri , la  miglior  parte  della  quale  l’a- 
nalisi delle  equazioni  di  secondo  grado,  priva,  e sfornita, 
compose  nel  1202  il  suo  libro  in  lingua  latina,  e nella  stes- 
sa lingua  il  rifece  l’anno  1228;  prova,  che  nell’Italia  con- 
tinuava la  legge,  e consuetudine  di  non  scrivere  che  in 
latino.  Guglielmo  voltò  d’araba  in  italiana  lingua;  prova, 
che  già  si  era  superata  la  legge,  cangiato  il  costume,  in- 
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trodotto  Fuso  di  scrivere  italiano.  Poiché  concordan  tutti 
quelli,  che  su  l’origine  della  italiana  lingua  indagarono,  che 
molto  prima  si  cominciò  ad  usarla  parlando  che  scrivendo, 
e prima  scrivendo  versi  che  scrivendo  prose;  nè  prosa  ita- 
liana veruna  additar  si  sa  anteriore  alFanno  12,64.  ^ecli  fi’3- 
gli  altri  Muratori  nella  sua  bella  dissertazione  su  questo 
soggetto , la  trentesima  seconda  di  quelle  su  le  Antichità 
italiane,  E ben  comprendesi  la  ragion  della  gradazione,  con- 
cependo giusta  Fopinion  del  gran  maestro  in  antichità  la 
toscana  odierna  lingua  qual  avanzo  dell’antica , che  non  la- 
sciandosi spegnere  sotto  il  giogo  delia  latina,  nè  poi  nell’ 
involgimento  in  altre  barbare,  corrompendo  ed  essendo  cor- 
rotta, delle  composte  forme  in  un  sistema  conciliate  vesti- 
ta, ricuperò  a poco  a poco  il  dominio;  ma  prima  nel  parla- 
re, perchè  più  libero;  poscia  nello  scrivere  a legge  più  sog- 
getto , e negli  scritti  poetici , siccome  di  diletto , prima  che 
nei  prosaici  più  gravi.  Per  il  consenso  adunque  di  tutti  i 
dotti'  su  la  tarda  epoca  dello  scrivere  italiano  in  prosa  è 
mestieri  conchiudere  , che  la  traduzion  di  Guglielmo  dall’a- 
raba nella  italiana  lingua  lungi  dalFaver  preceduto  il  libro 
latino  di  Leonardo  non  lo  segui  che  dopo  non  piccolo  in- 
tervallo di  tempo.  Mi  rappresento  pertanto  in  Guglielmo 
uno  di  quelli , ne’  quali  trasfusa  si  era  la  dottrina  di  Leo- 
nardo, e che  perito  essendo  insieme  dell’arabica  lingua,  s’in- 
vagh'i  di  leggere  nella  lingua  della  regione,  onde  venuta  era, 
la  regola  dell’algebra,  e poi  ad  esercizio,  o pompa  di  sua 
perizia  la  voltò  nell’italiana  favella.  Se  la  regola  da  Gu- 
glielmo tradotta  avesse  intrinseci  pregi,  per  i quali  meri- 
tasse d’essere  agli  insegnamenti  di  Leonardo  preferita,  io 
non  lo  so  ; so  bene , che  il  Canacci , che  con  quella  comin- 
cia, ricorre  in  seguito  anche  al  libro  di  Leonardo,  e dell’ 
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autorità  di  lui  si  vale.  Della  patria  di  Guglielmo,  dell’ara- 
l»o  autore  della  regola  per  lui  tradotta  ci  lascia  aH’oscuro 
il  Canacci . Trovo  che  il  Cardano  nel  cap.  v della  sua  Arte 
magna  dopo  di  aver  dimostrate  le  due  risoluzioni  dell’equa- 
zione ac’ -H  r/ X si  volge  al  leggitore  dicendogli  di  non 
maravigliarsi,  se  per  dimostrare  ambe  le  risoluzioni,  e chia- 
ramente e speditamente  con  una  stessa  figura  dimostrarle , 
cangiata  avea  la  dimostrazion  di  Moamad:  Nec  admirerìs  hanc 
secundam  demonstrationem  aliter  j quam  a Mahumede  explica- 
tam . Con  che  ci  dà  manifestamente  a comprendere,  che  l’o- 
pera di  Moamad  figlio  di  Moisè  correva  per  le  mani  degli 
Analisti;  che  per  conseguenza  era  dall’arabo  in  comun  lin- 
guaggio, o latino  od  italiano,  convertita.  E Bombelli  nella 
prefazione  al  suo  libro  scrive  espressamente,  che  un’opera 
di  Moamad  a’  suoi  dì  vedeasi,  ma  che  era  di  piccol  valore. 
Io  contuttociò  non  farommi  ardito  ad  affermare  essere  stata 
questa  la  regola  da  Guglielmo  di  Lunis  trasportata  dall’ara- 
bo nell’italiano  idioma.  Nel  secolo  xiv,  contemporaneo  for- 
se al  Canacci,  fiorì  in  Firenze  il  famoso  Paolo  de’  Dagomari, 
nobile  stirpe  di  Prato,  del  quale  dice  il  Villani,  che  fu 
geometra  grandissimo  ^ e peritissimo  aritmetico,  e però  in  ae- 
quationibus  tutti  gli  antichi  e moderni  passò  . La  sola  parola 
aequationibus  per  autorevol  detto  del  Ximenes  ^9  leggesi  nel 
testo  latino  del  Villani,  che  apparteneva  alla  biblioteca  Gad- 
diana , ed  ora  trovasi  nella  Laurenziana  ; onde  male  a pro- 
posito nella  traduzion  italiana  fu  aggiunto  nelle  adequazioni 
astronomiche.  Tre  cose  insieme  ci  fa  vedere  il  dire  del  Vii- 
lani  : i.“  che  la  dottrina  delle  equazioni  riguardavasi  già  per 
antica,  o il  tempo,  da  che  era  stata  introdotta  e si  coltiva- 
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va,  ammetteva  la  clistiiizion  di  due  parti,  una  rimota,  l’al- 
tra prossima:  a."  che  in  numero  stati  erano  gli  antichi  col- 
tivatori, e contavansi  i moderni:  S/  che  Paolo  o avea  su- 
perati gli  antichi  tutti  e moderni  nella  industria  di  maneg- 
giar le  equazioni,  e sottoporre  ad  esse  problemi  più  diffici- 
li , o sorpassati  gli  avea  con  aggiugner  qualche  cosa  del  suo 
alla  teoria  delle  medesime.  Per  la  sua  eccellenza  nell’arit- 
metica,  della  quale,  come  già  si  è detto,  era  allor  parte 
l’analisi  delle  equazioni  , fu  Paolo  soprannominato  deW Abba- 
co : mori  nel  i366.  Nell’alzarsi  via  via  gli  spiriti  dalla  bar- 
barie, nel  ripulirsi,  nell’applicarsi  ai  varj  generi  di  bella 
letteratura  e di  scienza  è facile  a credere,  che  la  sorte  pur 
dell’analisi  divenisse  ognora  migliore.  Che  penseremo  per- 
tanto di  tanti  valenti , sì  geometri  ed  aritmetici , come  astro- 
nomi fiorentini,  od  a Firenze  da  altre  città  della  Toscana, 
e ben  anche  da  diverse  parti  dell’Italia  recatisi  a spiegar 
sotto  il  favore  dei  gran  Medici  i talenti  loro,  commendati 
dal  Ximenes  nell’istorica  introduzion  sopraccitata?  Che  in 
particolare  di  Paolo  del  Pozzo  Toscanelli,  di  M.  Mauro  Ser- 
vita, e di  F.  Ignazio  Danti  Domenicano,  che  cotanto  di  lor 
grido  levarono  per  matematica  scienza?  Possiam  dubitare,  che 
nell’analisi  delle  equazioni  non  cercassero  eziandio  a distin- 
guersi , e fare  spicco  dell’ingegno  loro  ? Aggiungasi  quel  Pie- 
tro della  Francesca  dal  Vasari  celebrato  per  maestro  sì  ra- 
ro di  aritmetica  e geometria.  Ma  più  largo  che  per  la  To- 
scana si  diffuse  il  lume  della  analitica  scienza . Fra  Luca 
nel  compendioso  quadro,  che  di  sua  vita  ci  porge  a p.  67 
del  suo  volume,  ci  fa  sapere,  che  egli  in  essa  scienza 
istruito  crasi  in  Venezia  sotto  la  disciplina  di  Domenico  Bra- 
gadini,  succeduto  nella  pubblica  cattedra  al  perspicacissimo 
Paolo  della  Pergola  suo  precettore.  Era  già  dunque  molto 


tempo,  che  in  Venezia  dettavansi  pubbliche  lezioni  di  anali- 
si; e la  scienza  di  essa  non  crasi  nella  dominante  fermata, 
ma  scorsa  era  sino  alTestremo  orientale  del  dominio;  poiché 
ci  narra  lo  stesso  Fra  Luca,  che  andato  a Zara,  ivi  nell’ 
anno  1481  composto  avea , e sparso  un  volume  di  casi  anali- 
tici più  sottili  e forti il  che  suppone  già  conosciuta  colà 
l’analisi . Cinque  anni  avanti  un  altro  volume  meno  ricco  com- 
pilato avea  ed  offerto  alla  gioventù  di  Perugia , dove  poi  a 
pubblico  Maestro  scrive  che  era  stato  chiamato , e trova- 
vasi  l’anno  1487,  senza  dire,  che  nuova  ne  fosse  la  scuola , 
ed  egli  il  primo  maestro.  Un  argomento  di  più  ampia  dif- 
fusione ci  porge  Fra  Luca  nell’esporre  i varj  nomi  dati  all’ 
arte  analitica , dicendo  che  dal  volgo  era  nominata  la  rego- 
la o l’arte  della  cosa,  da  altri  arte  d’algebra  ed  alinucabala  , 
da  altri  pratica  speculativa  , da  altri  a/'^e  maggiore.  Con  quel 
dire  dal  volgo  ci  rappresenta  lo  studio  dell’arte  della  cosa 
divenuto  assai  comune  . E la  varietà  stessa  de’  nomi  dimo- 
stra l’arte  da  varj  in  varj  luoghi  da  lungo  tempo  coltivata . 
Tra  i varj  nomi  poi  non  è maraviglia  che  quello  dell’arte 
della  cosa  fosse  il  più  volgare,  essendo  tutt’insieme  d’italia- 
no linguaggio,  e derivato  dal  latino  nome  res , da  Leonardo 
assegnato  alla  quantità  sconosciuta , e cercata  nel  problema . 
Ma  ciò  che  meglio  prova  la  coltura  dell’arte  analitica  in  Ita- 
lia, ed  onora  i cultori  di  lei , si  è il  trovarla  nel  volume  di 
Fra  Luca  paragonato  al  libro  di  Leonardo  di  qualche  ramo 
cresciuta,  come  a suo  luogo  farò  vedere.  Ciò  dimostra,  che 
all’apparare  la  dottrina  dall’Oriente  trasportata,  all’esercitarsi 
in  essa  succeduto  era  in  ingegni  all’invenzione  fatti  e spinti 
lo  stimolo,  il  felice  studio  di  promoverla.  Tal  fu  probabil- 
mente Prosdocimo  di  Padova , il  Beldomando  lodato  dagli 
Storici  padovani,  dal  Guarico,  dal  Volaterrano,  tal  Biagio  di 
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Parma,  il  Pelacani  si  ammirato  nel  secolo  xiv , sì  tla  tutte 
le  penne  magnificato,  e con  tanta  gara  dalle  Università  ita- 
liane cercato,  e dalla  Parigina  ancora,  siccome  narra  il  dili- 
gente e ben  assennato  Storico  parmense  Padre  Affò . Essi  dopo 
Euclide  e Boezio  , dopo  Leonardo  e il  Sacrobosco  e il  Gior- 
dano son  i due,  che  Fra  Luca  nomina  quai  fonti,  dai  qua- 
li ha  cavato  in  maggior  parte  il  suo  volume . E che  ne  avrà 
egli  cavato,  se  non  quel  più,  che  in  Euclide  e Boezio,  in 
Leonardo  e Sacrobosco  e Giordano  non  ritrovavasi?  Non 
si  escludono  perciò  daH’essere  aU’accrescimento  dell’analisi 
concorsi  altri,  de’  quali  può  aver  Fra  Luca  riferite  senza  no- 
minarli le  invenzioni,  non  sapendo  a chi  appartenessero. 

§.  VI.  Stagion  venne,  die  l’analisi  per  l’Italia  diffusane 
trascorse  i confini,  volle  più  ampia  sfera,  e per  Europa 
tutta  si  dilatò,  per  ogni  dove  però  recando  italiane  impron- 
te a testimonj  , che  dall’Italia  si  era  colà  trasferita , Tale 
impronta  è il  nome  arte  della  cosa,  dove  latinizzato  in  ars 
cossica,  traendone  anche  per  la  radice  deU’equazione  la  de- 
nominazion  numerus  cossicus dove  convertito  nel  puro  lati- 
no ars  rei',  dove  al  linguaggio  del  paese  accomodato,  come 
fecero  i tedeschi  Rudolphs  e Stifels  dicendo  die  coss  . Un’ 
altra  impronta  è il  nome  di  censo . É questo  nome  di  ori- 
gine latino,  e latinamente  l’adoperò  Leonardo  scrivendo  in 
latina  lingua  il  suo  libro  in  tempo  che  la  consuetudine  in 
Italia  durava  di  scriver  latino.  Nè  credo  abbia  potuto  in- 
tender clell’origine , ma  solo  della  desinenza , o dell’uso , 
Montucla  dicendo  essere  censo  terme  italien  qui  signifie 
produit . E non  fu  già  invenzion  di  Leonardo  chiamare  il 
quadrato  censo-,  per  l’opposto  dal  suo  scrivere  quadratus  qui 


(i)  Parte  iil,  lih.  til,  art.  iv. 
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videlicet  census  di  ci  tur  ^ si  raccoglie,  che  il  nome  di  censo 
in  luogo  di  quadrato  era  già  usitato , anzi  il  più  usitato  pres- 
so la  latina  gente,  ad  ammaestramento  della  quale  nella  pie- 
na scienza  de’  numeri  Leonardo  scriveva.  Or  della  ragione, 
e della  propagazion  tutt’insieme  di  questo  nome  si  ascolti 
Bacheto  nel  suo  Comento  alla  definizione  seconda  di  Dio- 
fanto;  Itali  Hispanique  quadratum  vocant  censum , quasi  dicas 
redditum  proventumque , quod  a latere  seu  radice  tanquam  a 
feraci  solo  quadratiis  oriatur  inde  factum  est  ut  Gallorum  non- 
nulli et  Gennanorum  corrupto  vocabulo  zenzum  appellarint . 
Noi  italiani  di  fatto  avendo  conservato  al  latino  termine 
census,  nel  piegarlo  a nostra  lingua,  l’originai  significato,  in- 
tendiamo per  esso  una  rendita,  un  frutto,  massimamente  di 
capitale  . É naturalissima  la  spiegazion  di  Bacheto  ; e nel  la- 
tino nome  census,  comune  con  l’Italia  alla  Spagna,  alla  Ger- 
mania, alla  Francia,  si  vede  manifestamente  l’impronta,  che 
dalia  italiana  gente , allorché  latino  ancora  scriveva , impres- 
sa all’analisi  si  conservò  nell’ampia  sua  diffusione.  Più  si  re- 
trocede a prender  gli  scrittori  esteri  di  analisi,  più  puro  vi 
si  scorge  e schietto  l’analitico  linguaggio  degli  antichi  ita- 
liani. Pretto  questo  linguaggio  ci  si  offre  nel  trigonometrico 
problema  di  Regiomontano , il  più  antico  estero  tratto  di 
analisi,  che  Montucla  abbia  saputo  additare.  Non  solo  in 
tal  problema,  del  eguale  Montucla  non  segna  il  luogo,  ma 
è sotto  il  num.  la  del  libro  il,  non  solo  il  nome  census , ma 
anche  l’altro  res , il  titolo  ars  rei  et  census,  la  espressione 
restaurare  defectus , e tutte  insomma  le  maniere,  le  frasi, 
il  giro  tutto  de’  primitivi  analisti  italiani,  e del  padre  loro 
Leonardo  dalle  posizioni  all’ultima  equazion  del  problema , 
dove  poi  soggiugne  Regiomontano , non  propriamente  co- 
me reca  Montucla, /iai  secundum  cognita  artis  praecepta,  ma 
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quod  restai  praecepta  artis  edocehunt . Ben  giustamente  adun- 
que si  gloria  l’Italia  d’essere  stata  delle  europee  nazioni  la 
prima  a conoscere , e coltivar  l’analisi , e d’averla  alle  al- 
tre tramandata.  E credo,  che  ora  la  prova  non  si  restrin- 
ga all’argomento  negativo  di  non  aversi  notizia  di  euro- 
peo più  antico,  che  abbia  di  analisi  trattato,  di  Leonar- 
do. Il  eh.  abate  Aiidres  nel  suo  quarto  tomo,  cap.  iil,  get- 
ta dei  forse  ^ dei  quali  rompe  il  corso  accusandoli  d’inutili 
congetture,  ina  che  pure  stimò  ben  di  proporre.  Forse  (di- 
ce egli  ) quel  Giuseppe  spagnuolo , la  cui  aritmetica  tanto  pre- 
giava GerbertO)  avrà  eziandio  conosciuta  V aritmetica  speciosa^ 
come  si  suole  anche  chiamare  l’algebra.  Forse  alcuni  de’  mol- 
ti libri  matematici  dell’archivio  di  Toledo,  ne’  quali,  al  dire 
del  Terreros  o del  Burriel , vedonsi  adoperate  le  cifre  arabiche 
avranno  anche  trattata  l’algebra  arabica . Vi  si  vedevano  certo 
tradotte  in  latino  alcune  opere  di  Tebith  ben  Corrali  , il  qua- 
le vien  riguardato  come  uno  de’  padri  di  tale  scienza  . Forse 
Gerberto,  che  sì  misteriosamente  parla  dell’ aritmetica  da  lui 
appresa  in  Ispagna , avrà  compreso  sotto  questo  nome  anche 
l’algebra.  Forse  Giovanni  di  Siviglia,  forse  . . . Tutti  questi 
forse  sono  a favor  della  Spagna,  e lodar  si  debbono  come 
effetti  di  amor  nazionale,  per  cui  avrebbe  l’eruditissimo  Scrit- 
tore pur  voluto  che  la  Spagna  fosse  stata  la  prima  in  aver 
lume  dell’analisi.  E lo  sarebbe  stata,  se  conosciuta  l’avesse 
quello  spagnuolo  Giuseppe,  tanto  commendato  da  Gerberto, 
e questi  da’  libri  di  lui  apparata  l’avesse,  e si  potesse  inten- 
der compresa  neU’aritmetica  misteriosa , della  quale  Gerber- 
to parla  nella  sua  lettera  a Costantino . Ma  il  libro  dello 
spagnuolo  Giuseppe , per  ciò  che  rilevasi  dalle  lettere  di 
Gerberto  stesso  a Geraldo  abate  di  Aurillac,  ed  a Bonfilio 
vescovo  di  Girona,  di  altro  non  trattava  che  de  multipli- 


catione  et  divisione  numerorum  . La  lettera  di  Gerberto  a Co- 
stantino altro  non  suona  che  moltiplica  e division  de’  nu- 
meri; e sebbene  in  stile  misterioso,  od  oscuro,  pure  mo- 
stra una  mente  affatto  lontana  da  analisi,  non  lasciandone 
intravvedere  alcuna  rimota  relazione;  e ciò  che  sta  sotto  la 
lettera,  praecedens  epistola  .praejìcitiir  libello  suo  de  numero- 
nini  divisione , ci  spiega  ad  un  tempo  il  soggetto  della  mi- 
steriosa lettera  , e determina  l’estension  deU’operetta  di  Ger- 
berto. Poi,  lo  stesso  celeberrimo  Storico  d’ogni  letteratura 
nel  suo  primo  tomo,  pag.  229,  non  sa  persuadersi  che  Giu- 
seppe spagnuolo  , e Gerberto  conoscessero  le  numeriche  figu- 
re, Taritmetica  computazione  degli  arabi;  e nel  capitolo  se- 
i;ondo  del  sopraccitato  tomo  il  fa  contro  Pargomento  avver- 
sario a favor  di  Gerberto  tratto  dalla  sua  lettera  a Costan- 
tino la  bella  osservazione,  che  tale  lettera  riportata  fra  le 
gerberziane  è quella  medesima  affatto,  che  si  ritrova  nelle 
opere  di  Beda  kl  principio  del  libro  De  numerorum  divisio- 
ne ad  Constantinum  per  lo  che  rendesi  dubbio  se  sia  da  ri- 
porsi fra  le  opere  di  Gerberto,  ovver  fra  quelle  di  Beda. 
Che  se  non  si  può  credere , che  Giuseppe  spagnuolo , e Be- 
da conoscessero  l’aritmetica  degli  arabi,  e neppur  le  nume- 
riche figure,  come  potrassi  concepir  un  forse  ^ che  conosces- 
sero Tanalisi  loro , parte  la  più  alta  di  c|uella  aritmetica  ? 
Quanto  alle  opere  di  Tebith  ben  Corrali,  che  si  vedevano 
in  latino  tradotte  nell’Archivio  di  Toledo,  dato  pur  che  cpiel- 
le  fossero  da  lui  composte  su  l’algebra,  e non  piuttosto  gli 
Elementi  di  Euclide  da  esso  o tradotti  o illustrati , bisogne- 
rebbe sapere  quando  quelle  stesse  furono  in  Ispagna  reca- 
te, e quando  in  latino  convertite.  L’antichità  di  Tebith  ben 
Corrali  vissuto  nel  ix  secolo  non  basta  ad  infingersi  antica 
in  Ispagna  l’algebra;  come  dall’esser  per  l’Italia  corsa  Pope- 
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ra  eli  Moainad  ben  Musa  a Tebith  anteriore  mal  inferireb- 
besi  essere  stata  l’Italia  prima,  che  pel  suo  Leonardo,  spun- 
tato il  secolo  xiiT,  dell’algebra  arricchita  . É però  commen- 
devole la  modestia  dell’abate  Andres,  il  quale  a àt'  forse 
contener  seppe  l’amor  per  la  sua  Spagna  , e non  lo  lasciò 
correre  abbagliato  dietro  la  franchezza  del  francese  Gua- 
de-Malves , il  cjuale  nelle  sue  Memorie  osa  asseverante- 
mente  dire,  cominciando  la  storia  delle  regole  dell’algebra, 
qiie  les  arabes  et  les  maures  avoient  apportées  dans  VEspa- 
gne  j,  et  qui  de-là  s’étoient  répandues  dans  tout  le  reste  de 
V Europe:  con  soggiugnere  in  una  nota  je  sais  néanmoins  qiie 
quelques  auteurs  italiens  3 trop  jaloux  peut-ctre  de  la  gioire 
de  leiir  nailon  3 ont  pretenda  que  Léonard  de  Pise  avoit  été 
s^instruire  dans  V Arabie  méme  3 et  qu’il  en  avoit  apporle  im- 
médiatement  en  Italie  Varithmétique  et  Valgebre.  Celle  opinion 
est  sur-tout  fondée  sur  Vautorité  de  Tartaglia . Ed  anche  ciò 
solo,  che  questi  scrive  per  comun  tradizione,  e che  il  Gua- 
de-Malves  trascrive , dovea  ritenerlo  dal  tacciar  qual  pre- 
tesa mal  fondata,  e figlia  di  uno  zelo  nazionale  forse  trop- 
po appassionato  il  vanto  degl’italiani , e dal  trasferir  da  es- 
si negli  spaglinoli  la  gloria  di  contare  tra  i loro  l’immedia- 
to discepolo  degli  arabi,  il  trapiantator  dell’algebra  dall’ 
arabe  nell’europee  contrade.  Impose  II  Gua-de-Malves  all’ 
Alembert  si  fattamente,  che  neW Enciclopedìa  articolo  Alge- 
bre del  vanto  nostro  credette  di  non  dover  far  parola,  ma 
solo  del  trasporto  per  gli  arabi  in  Spagna  , e del  passag- 
gio quindi  secondo  alcuni  in  Inghilterra.  Lode  in  ciò  a 
IMoutucla,  che  il  nostro  diritto,  se  non  pose  a piena  luce, 
il  riconobbe  però,  e fu  equo. 


(j^  Rech.  du  nombre  des  racines  , inserita  nel  voi,  delFAccatl.  an.  1741  . 


§.  VII.  Considerando  1 passi  delTanalisi  per  l’Italia,  non 
vi  si  ravvisa  certamente  quella  rapidità  di  propagazione  che 
meritava , e molto  più  grande  maraviglia  reca  l’intervallo 
di  due  secoli  e mezzo  da  Leonardo  a Regiomontano , il  pri- 
mo, che  fuori  d’Italia  ci  accenni,  e dia  a divedere  cono- 
sciuta l’analisi . Ma  bisogna  por  mente  alla  condizione  di 
quei  secoli  ingombrati  dalla  più  barbara  ignoranza,  e scon- 
volti da  guerre  e da  fazioni . Inventata  peranche  non  era 
l’arte  della  Stampa,  quell’arte,  che  con  celerità  diffonde  le 
nuove  dottrine  , moltiplica  i lavori  degli  uomini  dotti  , e si 
fa  loro  potente  tutela  contro  le  ingiurie  del  tempo . Non 
si  può  con  quella  proporzione , che  or  si  terrebbe , argo- 
mentare dalle  memorie  che  ci  rimangono  al  numero  dei 
coltivatori  in  allora  dell’analisi . I frutti  dei  loro  studj  non 
erano  raccomandati  che  ad  uno  scritto  , chi  non  sa  quanto 
facile  ad  essere  disperso  e distrutto?  In  tempi  di  guerresco 
furore,  di  civili  rovesci,  di  languore , e poco  apprezzamento 
delle  scienze,  chi  può  dire  il  numero  di  analitici  scritti 
che  perirono?  Nè  di  quelli,  che  forse  sfuggirono  agl’incen- 
dj , od  altri  oltraggi  si  sono  fatte  per  gli  archivj  diligenti 
ricerche.  E non  sarebbe  da  stimarsi  vana  fatica  il  rintrac- 
ciarli, a fine  di  vedere  i gradi,  per  i quali  l’analisi  è cre- 
sciuta. Ai  riflessi  estrinseci  sin  qui  esposti  aggiungiamo  i ri- 
flessi intrinseci . Era  la  nuova  arte  analitica  leoata  ad  un 
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nuovo  sistema  di  aritmetica,  ed  erane  la  parte  più  alta; 
tempo  dunque  richiedea  la  sua  propagazione . I problemi  di 
lei  o versavano  specolativamente  su’  numeri  astratti , o ri- 
guardavano la  geometria  pratica.  Per  il  primo  oggetto  non 
potea  molto  interessare  in  tempo  , che  gli  spiriti  erano  tan- 
to lontani  dal  gusto  delle  aritmetiche  verità  astratte . Quan- 
to al  secondo,  confusa  in  volgare  opinione  con  le  altre  geo- 
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metriche  pratiche  più  grossolane , altra  considerazion  non 
ottenea  che  di  cosa  di  arte  e mestiere  . Mancava  all’analisi 
ne’  suoi  primordj  quel  congiungimento,  che  solo  potea  ren- 
derne rapido  il  propagamento  tra  la  luce  e il  grido,  il 
congiungimento  con  la  fisica.  A questo  congiungimento  deh- 
he  l’analisi  lo  splendore,  che  al  presente  gode,  l’auge  di 
cui  esulta,  la  sublimità,  alla  quale  trovasi  sollevata.  E si 
vedrebbe  ben  presto  scemato  il  numero  de’  suoi  cultori , se 
dalla  fisica  venisse  a mala  sorte  disgiunta;  che  tolto  lo  spe- 
rato compenso  del  piacere  in  raggiugnere  le  cagioni  de’  na- 
turali stupendi  effetti,  la  sublimità  sua  stessa  non  si  fareb- 
be sentire  che  troppo  scoscesa  e penosa. 

§.  Vili.  Leonardo  dice,  che  a render  la  piena  scienza 
de’  numeri  più  perfetta , e per  ogni  parte  dimostrata , qual- 
che specolazion  vi  appose  della  geometria  di  Euclide,  e 
c[ualche  cosà  pur  vi  aggiunse  del  suo.  Aggiunse  egli  cosa 
alcuna  all’analisi  delle  equazioni,  la  più  nobil  parte,  e più 
alta  di  essa  scienza?  E qual  fu  la  cosa  che  vi  aggiunse? 
Noi  non  possiamo  che  tirare  qualche  illazione  con  parago- 
nare agli  scioglimenti  di  Leonardo  quel  poco  , che  traman- 
dato ci  fu  degli  scioglimenti  di  Moamad . É questi  da  Car- 
dano accusato  di  non  aver  dimostrato  che  una  delle  due 
risoluzioni  dell’equazione  e di  averla  dimo- 

strata oscuramente  altrettanto,  quanto  prolissamente.  Nec 
admireris  demonstrationem  aliler  qaarn  a Mahumcte  explica- 
tam , narri  ille  immutata  figura  magis  ex  re  ostendit , sed  ta~ 
inen  ohscurius  y nec  ni  si  unam  partem  j eamque  pluribus  . Se  lo 
stesso  abbiamo  a credere  dei  maestri  arabi  tutti , onor  sarà 
di  Leonardo  aver  distinte  le  due  risoluzioni , ed  averle  am- 
bedue in  chiara  e spedita  maniera  dimostrate.  La  dimostra- 
zione, con  la  quale  Cardano  si  vanta  di  supplire  alla  man- 
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canza  di  Moaniad,  è ancor  più  svelta  e concisa  di  quella  di 
Leonardo,  trascritta  poi  da  Fra  Luca;  ma  conviene  in  essen- 
za, fondasi  su  lo  stesso  teorema  5.°  dell’Elemento  il  di 
Euclide,  nè  non  differisce  che  per  il  modo  un  po’  più  agile. 
La  sollecitudine  di  Cardano,  che  a colpa  volto  non  gli  fos- 
se Tessersi  dipartito  da  Moamad  appalesa  qual  grido  allor 
godesse  il  libro  di  costui  , e in  quanto  fosse  egli  rispetto . 
Era  uguale  di  Leonardo  la  sorte?  Pare,  che  al  contrario  il 
libro  di  lui  fosse  divenuto  raro,  e andato  in  disuso;  poi- 
ché anche  il  Tartaglia  sul  principio  del  suo  gran  trattato 
accenna  di  Leonardo  i viaggi , il  libro , il  trasporto  dell’ 
aritmetica,  dell’algebra,  della  geometria  dall’Arabia  in  Ita- 
lia; ma  dice  tutto  ciò  essergli  stato  da  altri  riferito,  sicco- 
me pure  aver  Fra  Luca  de’  fiori  del  libro  di  Leonardo  tes- 
suta la  Somma  sua.  Ma  e qual  ragione  di  tanto  vantaggio 
daU’operetta  di  Moamad  preso  sopra  il  libro  di  Leonardo, 
se  pur  era  quella  a giudizio  di  Bombelli  di  poco  valore,  e 
per  fede  di  Cardano  iielTadditato  luogo  difettosa,  di  stile 
prolisso  insieme,  ed  oscuro?  Altra  non  se  ne  può  immagi- 
nare che  quella  di  esser  Moamad  arabo,  di  esser  anzi  ripu- 
tato dell’analisi  l’inventore;  della  quale  opinione  diremo  a 
suo  luogo  . Intanto  gloria  di  Leonardo  a confronto  di  Moa- 
mad sia  l’aver  distinte  , e dimostrate  le  due  radici  dell’equa- 
zione X* -h  Zi  =/?  ac . Intorno  a che  non  fu  esatto  Montucla 
scrivendo  ò)  ; Carclan  est  le  premier  qui  ait  appercu  la  mul- 
tiplicité  cles  valeurs  de  Vinconnue  dans  les  équations , et  leurs 
distinctions  en  positives  et  negatives . Vera  la  seconda  parte, 
ma  non  la  prima.  Si  rifletta  anzi,  che  il  prender  che  fece 
Leonardo  in  doppio  senso  il  radicale  rispetto  all’equazione 
x'‘-\-n—px  suggerisce  di  far  lo  stesso  nello  scioglimento 
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delle  altre,  e scorge  cosi  a ritrovar  le  radici  negative.  Se 
Leonardo  non  avanzò  questo  passo,  il  preparò. 

§.  IX.  Più  ancor  lontano  dal  vero  è ciò  , che  il  Mon- 
tucla  scrive  che  la  forma  usitata  sino  ad  Harriot  nelle 
equazioni,  quella  si  fu  di  uguagliare  les  termes  oà  entre  la 
quantité  inconnue  à celai  qui  contieni  la  connue . No,  non  fu 
questa  la  regola;  ma  si  quella,  che  tutti  i termini  da  una 
e dall’altra  parte  fossero  positivi , mescolando  senza  diffe- 
renza veruna  il  termine  libero  dalla  quantità  ignota  con 
quelli  di  essa  involti  Tali  sono  le  tre  forme  di  equazioni 
di  secondo  grado  costituite  da  Leonardo  ; tali  le  forme  di 
tutte  quelle  di  grado  superiore,  che  noi  chiamiamo  deriva- 
tive del  secondo,  esposte  da  Fra  Luca;  tali  quelle  o incom- 
plete o complete  del  terzo  e del  quarto,  schierate  nella  sua 
Arte  magna  da  Cardano.  Di  tali  forme  insegnarono  con  di- 
stinte regole  lo  scioglimento;  ad  esse,  come  ad  esemplari 
forme,  prescrissero  i modi  di  ridurre  le  varie  equazioni  dei 
particolari  problemi;  ed  esse  forme  furon  quelle  da  loro 
dette  Capitoli,  come  altrettanti  capi  di  uguaglianze,  riser- 
vando questo  nome  alle  equazioni  singolari  dei  problemi . 
Anche  questa  distinzione  fu  ommessa  da  Montucla. 

§.  X.  Ciò,  in  che  il  francese  Storico  delle  matematiche 
osservò  giusto,  si  è l’essere  stato  dai  primi  analisti  ommesso 
lo  scioglimento  della  forma  di  secondo  grado  = 

e tutte  le  altre  simili  di  terzo,  o quarto,  nelle  quali  cioè 
tutti  i termini  positivamente  presi  si  riducono  alla  stessa 
parte.  Trovasi  la  ommission  deU’accennata  forma  di  secondo 
grado  in  Leonardo,  ed  abbiam  fondamento  di  credere,  che 
fosse  pur  appresso  gli  arabi,  anzi  ne  abbiamo  una  prova  ben 
evidente,  riflettendo  alla  regola  di  algebra  dall’arabo  voltata 
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per  Guglielmo  di  Lunis,  ed  usata  dal  Canacci , ed  alFopera 
di  Moamad,  che  tradotta  anch’essa  girava  sotto  gli  occhi  de- 
gli analisti  ai  giorni  di  Cardano  e di  Bombelli.  Certamente 
continuato  nón  sarehbesi  ad  oramettere  lo  scioglimento  di 
quella  forma,  se  nelle  due  arabe  opere  trovato  si  fosse,  E 
di  leggieri  si  comprende  la  cagion  deU’ommissione  , se  pon- 
gasi niente  al  modo , onde  Leonardo  costituisce  le  forme  del- 
le equazioni,  ed  al  principio  che  lo  dirige;  e sarà  stato  dal 
primo  inventore  tenuto  il  modo  stesso,  e preso  per  guida 
lo  stesso  principio.  Leonardo,  distinte  le  tre  cose,  numero 
semplice,  radice,  censo,  le  uguaglia  primamente  ciascuna 
a ciascuna  in  tutte  le  possibili  maniere , e ne  tira  le  tre 
forme  semplici  ; procede  ad  uguagliare  in  tutte  le  diverse 
combinazioni  possibili  due  qualunque  alla  terza,  e ne  cava 
le  tre  forme  composte.  Il  principio  regolatore  e costante  si 
è di  uguagliar  quantità  a quantità  ; e sotto  questo  princi- 
pio , sotto  questa  idea  di  uguaglianza  non  cade  la  forma 
x'  -\-p  X n=.  o . Ecco  il  perchè  fu  ommessa. 

§.  XI.  Un’altra  ommissione  , che  tacer  non  si  vuole  , ed 
al  §.  Vili  già  toccai , di  Leonardo  , ma  degli  arabi  maestri 
eziandio,  si  è il  non  contar  delle  forme  x'  p x =.  n = 
px-\-n  che  una  sola  risoluzione,  la  positiva,  sebbene  un’al- 
tra ne  abbiamo,  negativa.  Egli  è però  a riflettersi,  che  l’arit- 
metica pura  non  contempla  nel  numero,  che  l’intrinseco  suo 
valore  numerico:  il  positivo,  o negativo,  sono  estrinseche 
affezioni , son  relazioni  fuor  dell’astratto  suo  oggetto . Nell’ 
aritmetica  pratica , in  quisiti  di  numero  di  persone , di  tem- 
po per  un  lavoro,  di  mercedi,  di  capitale,  di  frutti,  di 
quantità  di  mercatanzie  , di  prezzi  ec.  la  considerazione  del 
negativo  non  ha  luogo  . La  geometria  e la  fisica  sono  quel- 
le, che  scorgono  a considerare  il  positivo,  ed  il  negativo. 
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Tutte  le  scienze  poi  si  assomigliano  ai  grandi  fiumi , che  se 
all’origine  li  vedi,  sono  scarsi  e miti  rivi;  ma  ingrossati  nel 
corso  dalle  acque,  che  da  ogni  parte  vi  cadono,  gli  osservi 
lontano  da  essa  alteri , sonanti , terribili . Cosi  le  scienze;  nel 
nascer  loro  sono  tenui  difettose  dottrine;  ma  arricchite  dagli 
emuli  studj  di  molti  ingegni,  si  estendono  via  via,  e cre- 
scono a piena  di  luce.  Non  è dunque  da  stupirsi  delle  om- 
missioni  di  Leonardo,  e degli  arabi  maestri  con  lui.  Il  gre- 
co analista  Diofanto  altresi  niun  uso  fece,  niun  lume  ebbe 
della  forma  x* -+-p  x -H  n = o , nè  delle  radici  negative  delle 
due  x* -i-y?  a:  = 72 ; x""  z=  p x n . Anzi  avverto,  che  ponendo 
Bacheto  nel  suo  Comento  alla  quistion  xxxiil  del  libro  I 
a confronto  tre  sistemi  di  regole  per  lo  scioglimento  delle  equa- 
zioni di  secondo  grado;  quello,  che  allora  era  comune,  quel- 
lo da  Pietro  Nugnez  , o Nonio  5/  anni  avanti  insegnato, 
e quello  dalle  quistioni  di  Diofanto  raccolto,  tre  sole  rego- 
le di  ciascun  sistema  espone  spettanti  le  tre  forme  anche  da 
Leonardo  sciolte;  e le  regole  tutte,  non  altrimenti  che  quel- 
le di  Leonardo,  si  limitano  alle  positive  radici.  Veggo,  che 
Bacheto  esprime  le  tre  forme  tali,  quali  Leonardo,  e dopo 
lui  gli  antichi  italiani  analisti  le  espressero,  tenendo  la  stes- 
sa massima  dei  termini  tutti  positivi  , e la  medesima  idea 
di  uguaglianza  di  positiva  a positiva  quantità;  con  la  qual 
massima,  e con  la  qual  idea  tutt’insieme  non  si  combina,  co- 
me già  sopra  fu  da  me  notato,  la  formola  x^-\- p x-\- n—o . 
Vieta,  anteriore  a Bacheto,  seguito  avea  l’idea  di  uguaglian- 
za di  positiva  a positiva  quantità,  non  però  la  massima  dei 
termini  tutti  nelTuno  e neH’altro  membro  positivi  ; ma  in 
vece,  clefinita  l’equazione  inagnitiidinis  incertae  cum  certa 
comparatio ^ appigliato  si  era  a quella  di  separare  dai  termini 
contenenti  l’incognita  il  termine  noto,  collocando  quelli  tut- 
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ti,  o di  positivo,  o di  negativo  segno  riuscissero  affetti,  in 

\ 

un  membro,  e questo  solo  nell’altro . E questo  il  tenore , cui 
Moiitucla  vedendo  nel  suo  Vieta,  trasportò  a tutti  i tempi 
addietro  sino  alla  prima  epoca  dell’analisi.  É manifesto,  che 
un  tenore  s'i  fatto  nel  costituire  le  forme  deH’equazioni  esclu- 
de per  doppio  verso  la  forma  e Vieta  ef- 

fettivamente non  la  toccò,  anzi  espressamente  diede^a  dive- 
dere di  non  averne  mai  concepito  verun  fantasima,  tre  di- 
cendo le  forinole  delle  equazioni  affette  di  secondo  grado, 
cioè  nello  stile  di  lui;  x‘-]rpx=.n'^  x' — px:=.n\  px  — x'—n. 
E ben  di  singoiar  artifizio  si  valse  egli  a scioglierle^  ma  al- 
tre radici  egli  ancora  non  trassene  che  le  positive  Nè 
maggiormente  estese  i suoi  lumi  nel  trattar  le  equazioni  di 
secondo  grado  geometricamente  ; ciò  che  qualche  maravi- 
glia recar  debbe . Maraviglia  maggiore  è di  Harriot,  che 
avendo  il  primo  abbandonata  l’originale  idea  di  uguaglian- 
za di  positiva  a positiva  quantità,  ed  istituito  di  scriver  da 
una  sola  parte  tutti  I termini , ed  uguagliare  il  complesso 
loro  a zero,  nel  combinare  variamente  i segni  de’  termini, 
tra  le  possibili  combinazioni  non  abbia  ravvisato  la  2c“-f- 
px-^n=zo^  che  nella  generai  formola  />  3c  ^ w = o si 

presenta  delle  quattro  la  prima.  Nè  meglio  veggente  si  di- 
mostrò rispetto  alle  negative  radici  delle  due  forme  x* -f- 
px=:n;  x'=px-]-n.  Gloria  pertanto  di  Cardano  , che  que- 
ste distintamente  scorger  seppe,  e conoscere,  che  la  negati- 
va della  prima  è la  positiva  della  seconda,  e viceversa.  E 
Cardano  diede  in  luce  la  sua  Arte  magna  Tanno  i545,  an- 
ni 19  avanti  che  il  portoghese  Nugnez  dedicasse  al  Princi- 
pe Enrico  già  suo  discepolo  il  tanto  applaudito  suo  trattato 


(1)  Vietae  De  acquai,  cmcndatione  . 


(2}  Fffect.  geom.  Carit  Ree. 
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di  algebra  5 anni  soli  5 dopo  la  nascita  del  francese  Vieta  ,' 
e i5  avanti  quella  dell’inglese  Harriot,  ed  anni  ben  76  pri- 
ma che  Bacheto  5 uno  dei  primi  Membri  deH’Accademia 
francese,  pubblicasse  la  sua  illustrazion  di  Diofanto. 

§.  XII.  Curiosità  nel  leggitor  si  sarà  mossa  intorno  ai 
tre  sistemi  di  scioglimenti  delle  equazioni  di  secondo  grado 
confrontati  da  Bacheto,  e quello  singolare,  che  da  Vieta  ho 
io  detto  usato . Sarebbe  una  scortesia  non  appagare  tal  cu- 
riosità, potendo  in  poche  linee  ciò  fare.  Quelle,  che  Bache- 
to chiama  regole  comuni  al  suo  tempo,  sono  le  regole  stes- 
se di  Leonardo,  comuni  altresì  a’ giorni  nostri . Per  dare  idea 
delle  regole  di  Pietro  Nonio  scegliamo  ad  esempio  la  equa- 
zione x'-\-n=px:  sarà  giusta  il  metodo  di  lui  2 a:  r=:p  — f 
Vedesi  tosto,  che  questa  soluzione  divisa  per 
2 cade  in  quella,  alla  quale  noi  sovente  riduciamo  la  im- 
mediata nostra;  onde  non  vi  ha  tra  il  metodo  del  Nonio  e 
quel  di  Leonardo  considerevol  difl'erenza.  Piuttosto  vi  ha 
tra  esso  e quello,  che  da  Diofanto  in  alcune  quistioni  dei 
libri  IV,  V,  vi  scorgesi  adoperato.  Sia  l’equazione  a x* -H 
c=.bx:  Diofanto  non  usa  il  paraholismo,  cioè  la  liberazio- 
ne del  quadrato  oc’  dal  coeficiente  a,  ma  scioglie  l’equazio- 
ne a dirittura  moltiplicando  a con  c,  e facendo  le  altre  ope- 
operazioni  espresse  nella  forinola  x = . » ^ ~ ^ ^ . 

Essenzialmente  da  questi  metodi  differisce  l’artifizio  di  Vie- 
ta di  ridurre  l’equazione  affetta  ad  equazion  pura  togliendo 
il  secondo  termine.  Ma  questo  artifizio  di  toglier  il  secon- 
do termine , per  il  quale  Montucla  tanta  lode  a Vieta  tri- 
buta, io  dimostrerò  altrove  essere  d’origine  italiano. 


25 

CAPO  IL 

Originai  signijicato  ed  aj^cio  di  algebra. 

§.  I.  .A-riderebbe  di  gran  lunga  errato  chi  credesse  aver 
algebra  in  origine  avuto  quelTampio  significato,  che  ora  go- 
de. Essa  non  era  presso  gli  antichi  propriamente  che  una 
delle  operazioni  da  farsi  per  ridurre  la  equazion  immediata 
del  problema  ad  una  delle  semplici  forme  esemplari  dette 
capitoli . Ciascheduna  di  esse  operazioni  aveva  in  arabo  il 
suo  distinto  nome;  ed  il  Canacci  nel  suo  Ragionamento  da 
me  citato  §.  Ili  del  capo  I tutti  li  reca.  Ma  delle  opera- 
zioni medesime  convien  dire , che  due  si  avessero  presso  i 
maestri,  da’  quali  Leonardo  in  Afriea  apparato  avea  la  dot- 
trina, per  precipue;  cioè  l’algebra,  e l’alraucabala  ; poiché 
queste  due  sole  egli  nomina,  cosi  dicendo  nella  enumera- 
zione , ed  esposizion  delle  parti  del  capo  xv  : Tertia  erit  su- 
per modum  algehrae  et  ahnucabalae  ; e cosi  entrando  a trat- 
tarne, incipit  pars  tertia  de  solutione  quarundani  quaestionum 
secundum  modum  algebrae , et  ahnucabalae j scilicet  oppositio- 
nis  et  restaurationis . Ecco  già  le  spiegazioni  dei  significati 
di  algebra.,  ed  almucabala . Ma  si  presenta  una  difficoltà. 
A prendere  ordinatamente  i nomi,  e le  spiegazioni,  opposi- 
tionis  sarebbe  il  significato  di  algebrae , e restaurationis  quel- 
lo di  almucabalae , Eppure  il  Canacci  ponendo  prima  dei  set- 
te nomi  arabici  delle  operazioni  analitiche  geber.,  soggiugne, 
che  da  G-uglielmo  di  Lunis  è interpretato  recuperamento . E 
Fra  Luca,  che  tanto  confessa  d’aver  da  Leonardo  tolto,  al- 
la pagina  144  esultando  di  esser  giunto  alla  dal  volgo  detta 
Regola  della  cosa,  ovver  Arte  maggiore , cioè  pratica  specola- 


4 


26 

tiva,  prosegue:  altramente  chiamata  algebra  et  almucahala  in 
lingua  araba  ^ ovver  caldea  secondo  alcuni,  che  in  la  nostra 
sona  quanto  che  a dire  restaurationis  et  oppositionis . Algebra 
idest  restauratio.  Almucabala^  idest  oppositio , vel  cotéptio 
et  solidatio  . Ho  voluto  per  meglio  accertarmi  della  precisa 
origine  dei  nomi , e della  giusta  corrispondenza  delle  inter- 
pretazioni consultare  il  prestante  mio  collega  ed  amico  il 
signor  abate  De-Rossi,  celebre  ugualmente  e per  l’incompa- 
rabil  tesoro  di  codici,  massimamente  biblici,  che  possiede,  e 
per  quello  della  vasta  dottrina  nelle  orientali  lingue.  Ecco 
le  etimologie  da  lui  raccoltemi  : 

Giabera  vel  Giaoera  ^ radice  araba,  che  significa  religa- 
vit , consolidavit , integritati  reddidit  fractum  . Golio,  e Ca- 
stelli Lex.  Eptagl. 

Giavaron  , apud  mathematicos  reductio  partium  ad  totum  , 
seu  fractionum  ad  integritatem  , et  Itine  algebra  nomen  habet . 
Gli  stessi . 

Mokbal  vel  Mukbal^  radice  araba,  significante  e regione  situs . 

Mokabalad^  vel  Mukabalath  , oppositio.  Avicenna,  item 
comp  arati  o , collatio . Golio  e Castelli. 

Akbala,  chaldaice  contrarietas , oppositio.  Lex.  Citai  d. 
Buxtorfii . 

Si  derivi  dunque  da  araba,  o da  caldea  radice  il  nome 
almucabala^  cosa  indubitata  si  è,  che  oppositio  è la  signi- 
ficazion  sua,  e restaurano^  o solidatio  è quella  che  appar- 
tiene ad  algebra , nome  unicamente  arabo . L’abbreviatura 
cbtèptio  ^ che  trovasi  nel  testo  di  Fra  Luca,  non  appare  in 
qual  parola  rilevar  si  possa  , la  qual  abbia  relazione  ad  al- 
gebra, od  almucabala  ; ed  io  la  reputo  un  errore  di  stam- 
pa in  luogo  di  comptio , abbreviatura  di  comparano . Ne  deb- 
be  poi  crear  difficoltà,  che,  usato  prima  quest  ordine,  alge- 


2? 

bra  , restauratio  ) almucahala  ^ oppositio  ^ con  contrario  ordi- 
ne disponga  Fra  Luca  i nuovi  significati , vel  comparatio  et 
solidatio  : ha  voluto  con  Voppositio  attaccare  il  sostituito  coin- 
paratio , e quasi , dirò  così  , per  circolo  tornare  con  il  soìi- 
datio  al  più  distante  restauratio  . E per  siinil  tenore  è da 
giudicarsi,  che  Leonardo  congiungesse  la  prima  parte  della 
interpretazione  oppositionis  con  il  nome  almucahale  ultima- 
mente posto , e la  seconda  parte  restaurationis  retrocedendo 
rapportasse  ad  algebrae  collocato  in  prima.  Non  ommetterò 
di  notare,  che  in  vece  di  oppositionis^  che  leggesi  nel  codi- 
ce Magliahecchiano  da  me  visitato , ed  in  uno  imperfetto 
posseduto  dall’erudito  e cospicuo  cavaliere  Nelli  , un  altro 
esistente  nella  Magliabecchiana  biblioteca , ha,  come  scrive- 
mi  il  chiar.  P.  Canovai , proportionis , e quello  della  Riccar- 
diana  mi  fa  sapere  il  dottissimo  bibliotecario  abate  Fontani 
avere  scilicet  ad  proportionem  et  restaurationeni . La  diversità 
di  questo  ultimo  modo  di  dire  non  può  stimarsi  del  copista 
errore  , ma  espressa  di  lui  licenza , se  non  fu  cangiamento 
dell’autore  stesso  in  rifare  il  suo  libro;  ma  questa  diversi- 
tà poco  monta.  Quanto  alla  diversità,  che  appare  tra  il  ter- 
mine oppositionis  ed  il  termine  proportionis  ^ si  ponga  mente 
che  gli  antichi  dietro  Euclide  usavano  il  vocabolo  proporzio- 
ne nel  senso  che  noi  quello  di  ragione.  Con  ciò  si  vede 
come  il  termine  proporzione  si  tocchi  con  il  termine  compa- 
razione , ed  anche  come  avvicinar  si  potrebbe  a quello  di 
opposizione . Io  però,  su  l’autorità  di  Fra  Luca,  dei  due 
termini  stimo  V oppositionis  il  solo  legittimo. 

§.  IL  Montucla  scrive:  Lucas  de  Burgo  qui  ayant  pai- 
sà ses  lumieres  cliez  les  arabes  ^ est  fort  croyablc  à cet  égard  : 


(i)  Parte  il  , lib.  I,  art.  ix,  pag.  $67. 
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nous  donne  la  vraie  origine  da  mot  algebre.  Il  vieni dit-il , des 
inots  Aljabar  v’alinucabala  j ce  qui  en  langue  arabe  signifie 
opposition  et  restitution,  des  deux  racines  Gebera  ^ opposuit } 
et  cabala  ( restituit).  Quanti  errori  qui  addensati,  Dio  buo- 
no! Primieramente  il  rovescio  delle  interpretazioni  opposuit , 
restituii.  In  2.”  luogo  quanto  lontano  dal  vero  il  dire  a Fra 
Luca  apposto  ! E dove  mai  deriva  egli  la  voce  algebra  con- 
fusamente dalle  due  Aljabar  v’almucabala se  aU’incontro 
in  apertissimo  modo  distingue  algebra  da  almucabala , e lo- 
ro diverso  significato  attribuisce,  e non  solo  nel  tratto  ad- 
dotto, ma  e alla  pag.  67,  ed  alla  148,  e dappertutto,  co- 
stantemente scrivendo  algebrae  et  almucahalae  j hoc  est  re- 
staurationis  et  oppositionis Per  S/  si  è veduto,  che  Fra 
Luca,  lungi  dal- decidere , che  algebra  ed  almucabala  sieno 
di  araba  origine,  lascia  in  dubbio,  se  d’araba  piuttosto  sie- 
no, ovver  caldea.  4.°  Falso,  che  Fra  Luca  avesse  presso 
gli  arabi  acquistato!  suoi  lumi,  o,  come  più  espressamente 
Montucla  replica  a pag.  368  , da  essi  apparato  tutto  ciò  che 
in  algebra  sapeva , e perciò  gli  si  debba  fede  singolare  . 
Leonardo  non  aveva  egli  per  avviso  di  Montucla  stesso  tra- 
piantato già  dall’Oriente  in  Italia  l’algebra?  Del  libro  di  lui 
dice  ingenuamente  Fra  Luca,  che  si  era  approfittato.  Rap- 
presenta volgar  divenuta  già  già  in  Italia  la  Regola  della  co- 
sa^ o sia  VArte  maggiore.  Del  suo  viaggio  in  Arabia,  del 
suo  ammaestramento  dagli  arabi  niun  cenno,  neppur  dove 
in  compendio  il  quadro  offre  di  sua  vita,  de’  suoi  viaggi. 

§.  III.  Ma  e che  cosa  è questa  restaurazione  per  il  no- 
me di  algebra  significata?  Chiaro  lo  spiega  Fra  Luca  alla 
pag.  148  e seguenti.  Dopo  esposte  sotto  il  titolo  di  capito- 
li le  sei  esemplari  forme  di  equazioni,  già  da  Leonardo  co- 
stituite, e dietro  ad  esso  prescritte  le  regole  per  iscioglier- 
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le,  sogglugne  quattro  essenziali  notandi  ^ il  primo  de’  quali 
versa  su  Tindustria  del  porre  il  quesito  in  equazione;  nel 
secondo  dichiara  l’operar  su  di  essa  per  algebra,  cioè  restau- 
razione, e per  almucabala,  cioè  opposizione.  Il  comune  og- 
getto dell’operar  loro  è recare  la  equazione  alla  sua  maggior 
unità.  Gli  ulFizj  loro  per  questo  comune  intento  sono  con- 
trai'] : quello  dell’algebra  è di  ristorare  li  extremi  dei  dimi- 
nuti ; e quello  di  almucabala  di  levare  da  li  extremi  i su- 
perflui. Intende  Fra  Luca  per  extremi  i membri  dell’equa- 
zione. Bisogna  risovvenirsi,  che  nelle  forme  esemplari  ogni 
termine  nell’uno  e nell’altro  membro  è positivo.  Sia  pertan- 
to 4x*-|-6a:  — 8 = 2 — Sx-Hia  l’equazion  di  un  proble- 

ma. Tre  sono  in  essa  le  spezie  di  quantità:  numero  noto, 
radice  sconosciuta,  e quadrato  di  essa.  Nella  forma  esem- 
plare jc* -4-/?  X = xV  ciascuna  spezie  è in  unità,  cioè  ad  un 
termine  ristretta . Nella  equazion  del  problema  per  l’oppo- 
sto ciascheduna  spezie  è,  dirò  cosi , espansa  in  due  termini: 
e mestieri  ridurre  ciascheduna  ad  unità,  ciaschedun  dei  due 
membri  a soli  termini  positivi,  Tec^uazion  tutta  alla  sempli- 
cissima esemplar  forma.  Nel  primo  membro  vi  è il  termine 
sottrattivo  — 8,  che  lo  diminuisce;  è uopo  ristorarlo  di  ta- 
le diminuimento  : questo  è ciò , che  prestar  debbe  l’algebra 
conducendo  ad  un  tempo  all’unità  i due  termini  di  nume- 
ro. Similmente  il  secondo  membro  soffrendo  diminuimento 
dal  termine  sottrattivo  — 3 x,  aH’algebra  si  appartiene  ri- 
storamelo, ed  insiememente  all’unità  condurre  i due  termi- 
ni della  ignota  radice  x.  Ambedue  i membri  ridondano  ri- 
spetto al  quadrato  della  ignota  radice;  è necessità  togliere 
questa  ridondanza  opponendo  al  numero  superfluo  de’  qua- 
drati un  numero  uguale  capace  a distruggerlo , ed  a con- 
durre anche  la  terza  spezie  di  quantità , il  quadrato  dell’ 
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ignota  radice  di  due  in  un  membro,  di  due  in  un  termine: 
questo  distruggimento  di  ridondanza  , di  superfluità  è ciò  , 
che  è proprio  dell’almucabala,  e che  essa  adempie.  Passan- 
do Fra  Luca  a mostrare  i fondamenti  dell’algebra  e dell’ 
almucabala,  ne  dice  essere  quelle  verità  di  comune  scienza: 
Si  aequalibus  aequaìia  addas , tota  sunt  aequalia  : Si  ah  ae- 
qualibus  aequalia  auferas  ^ quae  restant  sunt  aequalia.  Questi 
fondamenti  delTalgebra,  e deU’almucabala  siccome  ne  addi- 
tano chiaro  le  operazioni,  cosi  ne  segnano  altrettanto  chia- 
ro i limiti.  Oltra  tutto  ciò  confronta  Fra  Luca  le  regole  di 
ristaurazione  od  algebra,  e di  opposizione  od  almucabala  con 
le  regole  delle  false  posizioni , ed  avverte , che  quella  di 
algebra  corrisponde  a quella  delle  false  posizioni  nel  caso 
degli  errori  contrarj , e quella  di  almucabala  a quella  delle 
false  posizioni  nel  caso  di  errori  simili  ; e che  la  difleren- 
za  consiste  in  versar  le  regole  delle  false  posizioni  su  er- 
rori, per  i quali  indirettamente  si  giugne  alla  verità;  e 
quelle  di  algebra  ed  almucabala  su  equazioni  che  rettamen- 
te vi  conducono.  Da  tal  confronto  si  confermano  i genuini 
antichi  sensi,  le  originali  funzioni  di  algebra  ed  almucaba- 
la. Non  tralascia  Fra  Luca  di  spiegare  negli  altri  suoi  e5- 
senziali  notandi  distintamente  tutte  le  altre  analitiche  ope- 
razioni ; l’arte  di  porre , il  ridurre  due  equazioni  ed  ignote 
quantità  ad  una  equazione  una  ignota  quantità,  il  traspor- 
tar questa  da  denominatore  in  assoluto  stato,  lo  spogliarne 
di.  qualunque  fattore  il  quadrato,  lo  svilupparla  eziandio  se 
involta  in  radicali  o semplici  od  iterati . Pure  ripete , che 
la  pratica  di  cose  e censi,  preferita  a quella  delle  altre, 
tutte  la  considerazione  delle  due  industrie  per  ristaurazion 
ed  opposizione,  detta  era  Arte  di  algebra  ed  almucabala; 
hoc  est  restaurationis  et  oppositicnis  ^ perchè  sempre  in  lei  bi- 
sogna ora  restaurare  » ora  levare  superflui  da  li  extremi . 
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§.  IV.  Montucla  a comprovar  la  giustezza  elei  due  di- 
versissimi significati,  a dir  suo  da  Fra  Luca,  ma  in  verità 
da  lui  per  la  prima  volta  composti  nella  voce  algebra^  sog- 
giugne  : On  oppose , on  compare  en  effet  dans  V algebre  deux 
grandeurs , en  faisant  ce  que  nous  nommons  ime  équation  ; et 
après  cette  analyse,  qui  démembre  en  quelque  sorte  la  ques- 
tion , la  rétablit  en  entier , ce  qui  est  la  preuve  de  la  jus- 
tesse de  la  solution.  Cresce  l’errore,  quanto  più  si  accresce 
il  ministero  di  algebra,  e più  lontan  si  dilata  da’  suoi  li- 
miti, attribuendole  tutto  ciò  che  forma  l’analisi  intera, 
anzi  la  prova  ancora  di  essa;  quando  in  realtà  non  ne  è 
che  una  parte,  una  operazione.  Peggio,  ces  mots  (prosegue 
Montucla)  Gél^era  , Cabala  peuvent  encore  signifier  par  cette 
raison  analyse  et  synthese;  ce  qui  convient  fon  hien  a V alge- 
bre , quoiqu’il  soit  plus  ordinarne  de  V employer  dans  les  reso- 
lutions  analytiques  . Chi  mai  può  ravvisare  nei  due  termini 
restituita  opposuit  l’analisi,  e la  sintesi?  E se  pur  riuscisse 
di  tirar  quei  termini  a tali  idee , quanto  lungi  si  rechereb- 
bero dagli  originali  sensi , ne’  quali  dagli  antichi  analisti 
usati  furono?  Speciosa  poi  è la  conferma  , che  di  ciò  Mon- 
tucla soggiugne  : Le  nom , que  quelques-uns  des  premiers  ana- 
listes  italiens  donnerent  à Valgebre,  confirme  encore  cette  ety- 
mologie . Je  remarque  en  effet  quii  y en  eut  qui  nommerent 
cet  art  Almucabale , et  Fon  voit  cette  dénomination  dans  quel- 
ques  écrits  de  Cardali.  Mais  après  bien  de  vicissitudes  et  de 
changemens  des  noms  celai  d’algebre  est  le  seni  qui  soit  reste 
en  usage.  Io  non  so  vedere  come  le  vicende  dell’uso  dei 
nomi  algebra  ed  almucabala  forniscano  la  ragione  di  ri- 
guardar l’almucabala  come  una  denominazione  dell’algebra, 
e la  conferma  di  comprender  l’algebra  in  se  sola  tutt’insie- 
me  per  virtù  di  sua  etimologia  i due  concetti  di  analisi  e 
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eli  sintesi.  E poiché  Montucla  opportuna  me  ne  porge  oc- 
casione, diro  de’  varj  nomi  dati  all’analisi  delle  equazioni, 
e delle  vicende  loro.  Si  è veduto  che  Leonardo  la  chiamò 
il  modo  di  algebra  ed  almucabala , denominando  il  tutto  da 
due  parti,  siccome  le  più  frequenti,  cosi  precipuamente 
considerate,  come  osservato  venne  da  Fra  Luca.  Similmen- 
te che  da  due  parti , si  credette  di  poter  denomin^^il  tut- 
to da  una  parte  sola.  Più  comunemente  fu  a ciò  scelta 
l’algebra,  e la  denominazione  dell’analisi  per  essa  sola  tro- 
vasi antica;  poiché  il  Canacci  nel  secolo  xiv  intitola  il  suo 
ragionamento  di  algebra , e regola  di  algebra  la  regola  di 
scioglier  le  equazioni,  da  Guglielmo  di  Lunis  tradotta  dall’ 
arabo.  E Fra  Luca,  sebbeii  dica  sempre  congiuntamente  ar- 
te di  algebra  ed  almucabala  esponendo  i nomi  all’arte  dati  , 
o di  essa  parlando , e trattando  di  proposito , pure  si  fa  le- 
cito denominar  algebratici  i gradi  del  numero  ignoto , ed  i 
termini  più  e meno.,  intitolar  di  algebra  le  operazioni  stesse 
dell’analisi,  ed  usar  nella  geometria  la  citazione  per  viani 
algebrae.  Tartaglia  dice,  che  Tarabo  nome  era  di  algebra  ed 
almucabala'.,  ma  tosto  si  permette  egli  di  accorciarlo  ad  al- 
gebra . Se  fuvvi  intanto , cui  piacque  preferir  il  Jiome  di 
almucabala , ed  in  essa  trasferire  il  vanto  di  denominar 
l’arte  intera  , non  ebbe  sorte . Corser  bensì  le  denominazio- 
ni di  arte  della  cosa,  o di  cosa  e censi,  e di  arte  maggiore', 
e Fra  Luca  ci  fa  sapere,  che  queste  erano  a’  suoi  giorni  le 
denominazioni  più  comuni  e volgari;  e ben  a ragione  essen- 
do più  generali,  siccome  quelle,  che  invece  di  esser  tolte 
da  una  o due  partjfTfeirarte , tolte  sono  dal  soggetto  di  es- 
sa, o dalla  superiorità  sua  alle  altre  arti  aritmetiche.  A Car- 
dano, in  aggiungere  alla  primitiva  analisi  di  secondo  gra- 
do le  nuove  di  terzo  e quarto , piacque  di  esprimer  in  uu 
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modo  più  assoluto  la  grandezza , l’eccellenza  dell’arte , dan- 
dole l’epiteto  di  magna  ^ e ci  dice  Ars  quam  nos  magnarn 
vocamus  a nohis  inventa  editaque  aìgehraticam  ahi  dixerunt . 
Sperava  egli,  e a diritto  potea  sperare,  che  il  nome  di 
Arte  magna  guadagnasse  sopra  quello  di  Algehratica  la  pre- 
ferenza. Ciò  nulladimenù  in  succeder  di  tempo  il  nome  di 
algebra  prevalse,  e rapi  a tutti  gli  altri  la  palma,  anzi  ca- 
der li  fece  in  obblivione.  Dall’esposto  s’intenderà  fallaran- 
che il  Clavio  cap.  I De  algehrae  inventione  ac  nomine,  di- 
cendo, che  l’arte  maggiore  fu  da  alcuni  chiamata  algebra, 
da  altri  almiicabala;  ma  che  postremum  factum  est  j ut  ge- 
minatis  nominibus  algehram , et  almucabalam  aliqui  vocaverint, 
qiiod  scilicet  tum  per  restaurationem , tum  per  oppositionem 
qiiaestiones  omnes  expediat . Nè  solo  è falso  essersi  i nomi 
di  algebra  e di  almucabala  usati  prima  congiunti,  poi  dis- 
giunti, ma  è altresì  falso,  che  l’arte  maggiore  per  restaura- 
tionem et  oppositionem,  stando  almeno  agli  originali  sensi, 
quaestiones  omnes  expediat. 

§.  V.  Prese  a discuter  la  quistione  dell’orlginal  signifi- 
cato di  algebra  anche  Alembert  nella  Enciclopedìa',  e rife- 
rendo primieramente  l’etimologia  per  Menagio  assegnata 
dall’arabo  Algiabarat , qui  signifie  le  rètablissement  d’une  elio- 
se  rompue , condanna  quel  Filologo  cosi:  Supposant  fausse- 
ment  que  la  principale  partie  de  V algebre  consiste  dans  la 
considération  des  nombres  rompus',  e segue  a dire,  che  ne 
vaut  guere  mìeux  il  derivar  che  fecer  altri  il  nome  algebra 
dal  congiungimento  della  particella  al,  e dalla  voce  geber, 
purement  arabe,  qui  signifie  proprement  reduction  des  nombres 
rompus  en  nombres  entiers . Anzi,  dico  io,  questa  seconda 
derivazione,  presa  qual  si  dà,  porta  in  algebra  un  senso 
più  espressamente  improprio  che  la  prima.  Mi  spiego:  io 
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pievaluto  mi  sono  cleirautorltà  dei  Lessicisti  per  distinguer 
qual  dei  due  significati,  di  rist aur azione  ^ e di  opposizione^ 
fosse  quello  conveniente  ad  algebra  , e qual  quello  conve- 
niente ad  almucabala;  ma  io  debbo  osservare,  che  nel  ri- 
ferir la  ristaurazione  alle  frazioni,  e nel  dar  questa  per  il 
significato  e Tufficio  di  algebra , si  permisero  un  passo  sen- 
za ben  penetrare  lo  spirito  analitico  di  ristaurazione  e la 
relazion  sua  vera.  Algebra  significa  ristaurazione^  non  però 
delle  frazioni , ma  si  dei  membri  delTequazione  diminuiti 
dai  termini  sottrattivi , che  hanno  . Anche  la  sottrazione  ca- 
giona una  spezie  di  rottura;  e perciò  retimologia  recata  da 
Menagio,  che  in  generale  offre  al  pensiero  il  ristabilimento 
di  una  cosa  rotta , si  può , tanto  quanto  , applicare  conve- 
nientemente all’algebra,  intendendo  per  la  cosa  rotta  il  mem- 
bro deU’equazione  in  certo  modo  rotto  per  sottrazione . Ma 
le  altre  etimologie , che  espressamente  alle  frazioni  rappor- 
tano la  ristaurazione , per  questo  rapporto  appunto  lungi 
ne  vanno  dal  vero  analitico  sig-nificato  di  alg-ebra . Forse 
parrebbe  all’Alembert  troppo  limitato  il  concetto  di  algebra 
in  quanto  ristaurazione  del  diminuimento , che  i membri 
dell’equazione  soffrono  per  i termini  sottrattivi;  non  altri- 
menti che  troppo  limitato  gli  parve  in  quanto  ristaurazio- 
ne delle  frazioni,  o sia  riduzione  di  esse  in  interi.  Io  gli 
accorderei  Tinfinlta  differenza  tra  quel  limitatissimo  origina- 
le concetto , e l’immensa  estension  del  concetto  di  algebra 
in  oggi;  ma  ciò  è avvenuto,  perchè  di  una  parte,  con  no- 
minarne il  tutto,  se  ne  è fatto  il  tutto  medesimo,  il  quale 
dalla  virtù  degl’ingegni  più  grandi  si  è continuamente  ar- 
ricchito, sparso  di  nuova  luce,  ed  a maggior  altezza  solle- 
vato . Ciò  che  osserva  Alembert , que  les  arabes  ne  se  ser- 
vent  jamais  dii  mot  algebre  seni  pour  exprimer  ce  que  nous 
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entendons  aujourdliui  par  ce  mot  ; mais  ih  y ajoutent  toujours 
le  mot  macabelah,  qui  signifie  opposition  et  comparaison  3 
dimostra , che  Leonardo  segui  gli  arabi , ed  il  costume  lor 
tenne,  e conferma  ciò  che  contro  il  Glavio  io  ho  detto. 

§.  VI.  Espone  Alembert  in  secondo  luogo  ropinion  di 
coloro  , che  contro  Herbelot  pensano , che  l’algebra  preso 
abbia  il  suo  nome  da  Geber  (presso  gli  arabi  Giabert)  filo- 
sofo, chimico,  matematico  insigne j,  essolui  credendo  dell’ 
algebraica  scienza  l’inventore . Non  è di  questi  ultimi  seco- 
li tale  opinione:  io  la  trovo  riferita  nel  più  volte  citato  ra- 
gionamento di  Canacci , scritto  nel  secolo  xiv  ; ma  la  veggo 
altresì  in  due  parole  confutata,  osservando  con  l’autorità  di 
Leonardo , che  algebra  è una  regola  di  operare . In  conto 
di  favola  si  ha  molto  più  ad  avere  ciò  , che  Alembert  nar- 
ra essere  stato  da  alcuni  spacciato , che  il  nome  di  algebra 
venga  da  gefr , spezie  di  libro  fatto  di  pelle  di  cammello , 
sul  quale  All , e Giafur  Sadek  scrissero  in  caratteri  mistici 
il  destino  del  maomettismo,  e li  grandi  avvenimenti  sino 
al  finire  del  mondo  . Una  relazione  con  queste  misteriose 
imposture  qual  turpitudin  sarebbe  per  una  scienza  di  schiet- 
ta luce  e verità  ? 

§.  VII.  Non  sa  il  d’Alembert  approvare  la  definizione , 
che  alcuni  autori  danno  dell’algebra,  dicendola  l’arte  di  ri- 
solvere i problemi  matematici:  Cest-là  Videe  de  Vanalyse  ou 
de  Vart  analytique  plutót  que  de  V algebre.  En  effet  V algebre 
a proprement  deux  parties  : 1."  la  méthode  de  calculer  les  gran- 
deurs  en  les  représentant  par  les  lettres  de  V alphabet  : a.'’  la 
maniere  de  se  servir  de  ce  calcai  pour  la  solution  des  proble- 
mes . Rimontando  però  addietro  , quegli  autori  avrebbero  di- 
ritto di  sostener  la  definizion  loro , essendosi  dimostrato  es- 
sere stata  in  origine  l’algebra  una  parte  dell’analisi , poi 
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questa  essersi  da  essa,  come  il  tutto  dalla  parte,  denominata. 
Fra  quegli  autori  è il  Wolfio , il  quale  tutto  a rovescio  di 
Alembert  dona  ad  analisi  la  comprensione,  che  questi  dona 
ad  algebra,  ed  impone  all’algebra  rassoggettamento , che 
Alembert  impone  all’analisi.  Taluno  distribuì  ad  algebra  ed 
analisi  le  due  parti  da  Alembert  distinte  ; ad  algebra  la 
prima,  ad  analisi  la  seconda.  Chi  l’algebra,  e chi  l’analisi 
costituì  a tutto,  senza  far  l’una  membro  dell’altra.  Stabili- 
to il  sistema  di  esprimer  le  quantità  per  lettere , e le  ope- 
razioni per  segni , era  pur  conveniente  il  nome  di  aritmeti- 
ca speciosa,  e più  significante,  più  bello  ancora  quello  di 
aritmetica  universale  usato  dal  Newton!  Gli  antichi,  la  cui 
analisi  era  numerica,  la  facean  parte  della  loro  aritmetica 
numerica.  Se  noi  non  disdegnassimo  di  seguire  il  tenor  lo- 
ro, dovremmo  aritmetica  universale  intitolare  l’arte  del  cal- 
colo letterale,  e di  essa  far  parte  la  Ietterai  nostra  analisi. 

§.  Vili.  E egli  possibile  conservando  ad  algebra  in  qual- 
che modo  l’originai  arabo  suo  significato  conciliar  con  es- 
so il  vasto  odierno  concetto  di  algebra?  Egli  è possibilis- 
simo, sol  che,  quanto  fa  mestieri,  si  estenda  l’idea  di  ristau- 
razione,  o ristabilimento.  Tutto  il  calcolo  algebraico  tende 
all’invenzione  di  una  cosa  , o quantità  alterata  in  sè  stessa 
per  elevazion  a potenza,  per  estrazion  di  radice,  per  iscio- 
glimento  nelle  sue  o finite,  o infinitesime  variazioni,  ed  in- 
volta in  cento  maniere  con  altre  quantità  ; il  ristaurarla  da 
tali  alterazioni,  da  tali  involgimenti,  il  ristabilirla  nella  sua 
semplicità,  libertà,  interezza  e confronto,  in  uguaglianza 
a quantità  note,  è l’oggetto  del  calcolo.  Questa  idea  di  re- 
staurazione o ristabilimento  è si  ampia,  che  ben  si  confà 
con  il  vasto  odierno  concetto  di  algebra. 
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CAPO  III. 

Analisi  speciosa  lineare.  Passi  alla  speciosa  letterale. 

§.  I.  TTargion  Tozzetti  dando  nel  tomo  il  de’  suoi  Viag- 
gi un  succinto  ragguaglio  di  uno  de’  due  Magliabecchiaai 
codici  dell’abbaco  di  Leonardo,  da  lui  veduto,  afferma,  che 
vi  si  trovano  le  quantità  espresse  per  le  piccole  lettere  dell’ 
al^beto  ; e la  cosa  stessa  su  la  fede  del  Tozzetti  fu  ripe- 
tuta dal  Tiraboschi  . Se  fosse  ciò  vero , si  avrebbe  nel 
libro  di  Leonardo  il  principio  della  vera  speciosa  analisi 
letterale  ; ma  a dire  ingenuo  le  lettere  non  son  ivi  solitarie, 
ed  in  quel  senso  astratto , nel  quale  noi  le  adoperiamo  , 
ma  riferite  ed  annesse  alle  linee.  Nei  problemi  massima- 
mente  che  richieggono  un  po’  più  lungo  giro  di  calcolo,  rap- 
presenta Leonardo  la  cosa  cercata,  ut  ad  oculuin  clarius  vi- 
deatur , per  una  linea  segnata  con  una  piccola  lettera , e si- 
milmente per  linee  rappresenta  il  numero  dato,  e gli  effet- 
ti delle  operazioni  su  di  esso  ingiunte  per  le  condizioni  del 
problema , ed  intorno  a tali  rappresentazioni  lineari  ragio- 
nando e calcolando  riduce  al  conveniente  capitolo,  ed  a 
scioglimento  l’equazione.  Se  ne  vede  l’esempio  nel  primo 
problema  a questo  fine  da  me  recato  nel  capo  I . Si  può 
dire,  a mio  avviso,  il  metodo  di  Leonardo  una  sorta  di  ana- 
lisi speciosa  lineare  ; e se  resta  ne’  pregi , e ne’  vantaggi  in- 
feriore alla  speciosa  analisi  letterale  odierna,  riesce  certa- 
mente superiore  di  molto  ad  una  semplice  analisi  numerica  , 
prestando  ajuto  alia  fantasia,  spargendo  lume  sul  computo, 
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e dandogli  una  certa  generalità . Le  rappresentazioni  delle 
note  ed  ignote  quantità  per  linee  sono  simboli  indetermi- 
nati , il  calcolo  su  di  essi  guidato  partecipa  della  indeter- 
minata estension  loro  ; ancorché  di  mano  in  mano  applican- 
do si  vada  ai  numeri  proposti,  ai  quali  le  linee  sostituite 
furono,  comprendesi  tuttavia,  che  ugualmente  ad  altri  dati 
numeri  qualunque  applicherebbesi  che  anzi  senza  numeri- 
ca applicazione  veruna  su  le  liixee  assolutamente  continuar 
si  potrebbe;  e così,  se  non  è generale  il  processo,  ne  è ge- 
nerale lo  spirito;  se  si  particolarizza  Tatto,  non  lascia  d’es- 
seme  assoluta  la  virtù. 

§.  II.  Non  mancano  però  avanti  Vieta  espressioni  di 
quantità  per  lettere  solitarie , semi , ed  esempj  veri  di  spe- 
ciosa Ietterai  aritmetica . E coglierò , giacche  sì  opportuna  e 
spontanea  mi  si  presenta , l’occasione  di  esporre  i gradi , per 
i quali  ad  essa  si  giunse.  Ma  prima  ascoltisi  Montucla , che 
se  è inesatto  , anzi  difettoso  in  tale  storia , è assai  eloquen- 
te in  esaltare  i pregi  della  speciosa  Ietterai  analisi,  per  mo- 
do di  far  conoscere  quant’ella  meriti  una  esposizion  più  ac- 
curata di  ciò,  che  la  preparò,  del  suo  nascere,  e del  crescer 
suo . Così  pertanto  egli  nella  parte  ni , libro  ni , art.  vi  : 
On  doit  à Viete  d’avoir  étahli  V usage  des  lettres  pour  desi- 
gner non  seulement  les  quantités  inconnues  3 mais  meni  e celles 
qui  soni  connues . A Végard  de  la  coutume  de  se  servir  de 
lettres  pour  les  premieres  au  lieu  des  signes  usités  par  les 
italiens  3 les  allemands  3 et  les  hollandois , je^  remarque  que 
Bateon  en  est  le  premier  auteiir . Viete  y ajouta  Vinvention  de 
se  servir  des  lettres  pour  les  quantités  connues , ce  qui  fit  don- 
ner  à son  algebre  le  nom  de  specieuse , nom  qu’elle  garde 
long-tems  d cause  que  tout  y est  représenté  par  des  symbo- 
les . Ce  changement  que  Viete  fit  à la  méthode  ordinaire , pa- 


39 

Toìtra  peiit-étre  assez  indifférent  à ceux  qui  connoissent  peu 
V al  gel)  re  j mais  ceux  qui  sont  versés  dans  Vanalyse  en  porte- 
ront  un  autre  jugement . En  effet , cette  méthode  est  d’ahord, 
utile  en  ce  qu  elle  fournit  dans  tous  les  cas  des  Solutions  gé- 
nérales  , oà  V ancienne  n’ en  donnoit  que  des  particulieres . Lorsqu- 
on  n employoit  que  des  nomhres  pour  désigner  les  quantites 
connues  , ces  nomhres  se  confondant  ensemble  j il  ne  restoit  plus 
aneline  trace  des  progrès  de  Vopération.  Dans  la  nouvelìe  mé- 
thode de  Viete  au  contraire  la  ([uantité  inconnue  étant  déga- 
gée  et  egalée  aux  quantités  connues^  on  a , cornine  dans  un 
tableau , toutes  les  opérations  qu’il  faut  faire  sur  les  donnés 
de  la  question  pour  parvenir  à sa  solution  . Un  autre  avanta- 
ge  , plus  estimahle  encore  3 est  la  facilité  qidelle  procure  de  pé- 
nétrer  dans  la  nature  et  la  composition  des  équatìons  : c’ est  ^ 
nous  Vosons  dire , à ce  changement  que  V algebre  est  redevahle 
d'une  grande  panie  de  ses  progrès.  Bell’elogio  giustissimo 
deU’aritmetica  letterale!  E non  potea  non  essere  animata 
l’eloquenza , dove  con  la  verità  dei  pregi  più  eccelsi  della 
scienza  concorreva  l’ardor  più  grande  per  la  gloria  della 
nazione,  su  la  quale,  giusta  le  premesse  storiche  di  Montu- 
cla , Tencomio  si  riverberava . Quale  però  stato  sia  il  vero 
preciso  merito  di  Bateone  e di  Vieta  apparirà  dalla  storia 
che  vo  a tessere.  E non  dispiacerà,  che  a renderla  più 
compiuta  la  prenda  da  lontano. 

§.  III.  Davide  Gregori  nella  prefazione  alla  studiatissi- 
ma e magnifica  edizion  sua  delle  opere  tutte,  ch’egli  giu- 
dicò restarci  di  Euclide,  venuto  a parlare  del  libro  quinto, 
e dei  libri  settimo , ottavo , e nono  degli  Elementi , dice  : 
In  libro  quinto  quantitates  literis  designatae  non  magis  dehent 
esse  lineae , ciuain  aliae  quaevis  magnitudines . Consuetudini 
tamen  gerentes  morem  rectas  in  schemate  descripsimus , utpote 
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ì/naginationì  maxime  accommodatas . In  libro  septìmo , octavo , 
nono  nulla  debent  esse  schemata  ; litterae  enim  non  determi- 
natos  numeros  designant , sed  quosvis  in  certis  conditionibus . 
Risolvendo  nel  suo  ultimo  senso  questo  dire  di  Gregori , 
Euclide  nel  quinto  libro  ha  dettato  una  generica  dottrina 
delle  proporzioni  tra  quantità  di  qualunque  sorta  in  astrat- 
te spezie  letterali,  le  quali  per  solo  comodo  della  immagi- 
nazione dichiara  l’inglese  geometra  di  aver  convertite  in  li- 
neari, aggiunte  le  linee;  e nei  libri  settimo,  ottavo,  nono 
ha  Euclide  in  astratte  letterali  spezie  esposto  una  dottrina 
aritmetica.  Convengono  con  Gregori,  rispetto  al  generale  og- 
getto del  libro  quinto  il  greco  Teone , Commandino , che 
dello  scolio  di  lui  fa  la  via  ad  esso  libro  quinto,  e Fra  Lu- 
ca sul  principe  della  sua  distinzione  sesta  . Ma  fu  di  op- 
posto avviso  Tartaglia,  accusando  il  Campano,  che  traducen- 
do dalle  versioni  arabe  adoperò  ad  ogni  proposizione  del 
quinto  libro  il  Dome  quantitas  : nome  generale^  dice  Tarta- 
glia , per  il  qual  se  intende  ogni  spezie  di  quantità  , o sia  con-' 
tinua  y ovver  discreta'^  e lodando  Bartolommeo  Zamberti , che 
voltando  daH’original  greco  di  Euclide  usò  costantemente  il 
nome  magnitudo:  nome  speciale ^ il  quale  se  aspetta  solamente 
alla  quantità  continua  : persuaso  essendo  Tartaglia  , che  tut- 
to quello  y che  Euclide  propone  nel  quinto  libro  y lo  propone 
semplicemente  per  le  quantità  continue  ; perchè  se  ciò  non  f as- 
se y superflue  serieno  state  molte  proposizioni y che  ha  proposte^ 
ovver  replicate  nel  settimo . Nel  greco  testo  di  Euclide  tro- 
vasi diffatto  gisyedoq  ^ al  qual  corrisponde  in  latino  magni- 
tudo. Cosi  non  solo  voltò  Zamberti,  ma  voltaron  del  pari 
Commandino,  e Gregori,  quantunque  con  Teone  intendes- 
sero contemplarsi  da  Euclide  in  genere  qualunque  sorta  di 
quantità.  Dalla  distinzione  per  Tartaglia  assegnata  tra  i no- 
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mi  quantitas  ^ e magnitudo  od  in  italiano,  come  egli  scrive  , 
(juantità,  e grandezza  possiamo  solo  imparare  qual  fosse  il 
concepire  di  lui , od  il  concepire  dei  geometri  di  quel  tem- 
po . Ma  non  vi  era  ragione  di  trasferir  lo  stesso  limitato 
concetto  di  grandezza  in  Euclide.  Il  riflesso  di  Tartaglia, 
che  altrimenti  avrebbe  Euclide  nel  settimo  libro  superflua- 
mente ripetute  di  molte  proposizioni , non  ha  valore . Non 
potè  il  greco  geometra  ed  aritmetico  tutt’insieme  discende- 
re, ed  applicar  in  particolare  ai  numeri  nel  settimo  libro 
ciò,  che  in  genere  insegnato  avea  nel  quinto?  Che  se  pur 
si  concedesse  limitarsi  il  quinto  libro  alla  considerazione  del- 
le quantità  continue , siccome  però  abbraccierebbe  ugual- 
mente , al  notar  dello  stesso  Clavio  seguente  il  Tartaglia  , 
le  linee,  le  superlicie,  i solidi;  cosi  null’altro  ne  proverreb- 
be, fuorché  aver  in  esso  Euclide  spiegato  una  dottrina  di 
ogni  sorta  di  quantità  continua  in  astratte  spezie  letterali  ; 
ed  aggiunte  le  linee  , queste  stesse  sarebbero  spezie  astrat- 
te , non  avendo  rapporto  alle  superficie  od  ai  solidi  una  rap- 
presentazion  propria , ma  solo  di  arbitraria  istituzione , di 
convenuta  immagine,  non  dell’assoluto  e vero  essere  delle 
due  quantità  paragonate , ma  del  relativo  loro  valore  . Dif- 
ferisce Tartaglia  dal  Grcgori , dal  Commandino,  da  Teone 
anche  in  questo,  che  nei  libri  settimo,  ottavo,  e nono  fa 
universalmente  uso  di  schemi  disegnando  aU’occhio  con  ret- 
te  i numeri , nientemeno  che  nel  quinto  le  quantità  con- 
tinue . Un  timido  ossequio  in  me  creano  le  autorità  di  Teo- 
ne, di  Commandin,  di  Gregori  ; ciononostante  non  voglio 
om mettere  di  esporre  con  libertà  ed  ingenuità  due  osserva- 
zioni, almeno  al  fine,  che  non  servano  d’inciampo,  e preve- 
nuto resti  un  obbietto  di  chi  le  facesse,  com’io  le  ho  fatte. 
Osservo  i.°  che  sebbene  per  lo  più  a dinotar  nel  libro  quin- 
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to  una  grandezza,  e nei  libri  settimo,  ottavo,  e nono  un 
numero  usi  Euclide  una  semplice  lettera,  talvolta  però  ne 
usa  due;  osservo  per  2.°,  che  ciò  fa  qualora  o la  grandezza, 
o il  numero  per  condizion  del  teorema  debbe  nel  corso  del- 
la dimostrazione  soffrir  qualche  partimento  . Pare,  che  con 
le  due  lettere  abbia  voluto  segnare  gli  estremi  di  una  ret- 
ta; onde  sembra  che  alcune  proposizioni  e del  libro  quin- 
to, e dei  libri  settimo,  ottavo  e nono  non  possano  stare 
senza  lineari  schemi  , e giusta  la  mente  dello  stesso  Eucli- 
de sieno  verità  intorno  a grandezze  , o numeri  sotto  astratte 
spezie  lineari.  Ma  anche  ciò  ammesso  riman  soddisfatto  il 
mio  intento.  Insomma  per  quanto  si  usi  di  ristringimento 
non  si  può  negare  , che  il  libro  quinto  degli  Elementi  sia 
per  la  massima  sua  parte  un  modello  da  Euclide  dato  di 
generica,  o geometrica,  se  si  vuole,  dottrina  in  astratte  spe- 
zie letterali,  e che  i libri  settimo,  ottavo  e nono  sieno  un 
simile  modello  <li  astratte  letterali  spezie  di  dottrina  arit- 
metica. Euclide  adoperò  le  lettere  greche  maggiori,  ed  a 
buon  senno;  perchè  non  essendo,  tranne  sei,  note  di  nu- 
meri determinati,  come  lo  erano  tutte  le  piccole,  erano 
idonee  alla  representazione  indeterminata . Campano  in  tra- 
durre dall’arabo  si  servì  delle  piccole  lettere  latine.  Dal 
greco  originale  voltando  Commandino  e Gregori , l’uno  so- 
stituì alle  lettere  greche  maggiori  le  maggiori  latine  , l’altro 
quelle  serbò  . 

§.  IV.  E di  analisi  speciosa  si  ha  egli  esempio  o seme 
nella  greca  antichità?  Sì,  che  si  ha  in  Diofanto.  Nella  de- 
finizion  sua  iT  dopo  aver  esposta  la  scala  e la  genesi  dei 
gradi  analitici:  quadrato,  cui  ama  egli  chiamar  Dynamis  , 
cubo,  quadrato-quadrato,  quadrato-cubo  ....  ed  avere  a 
note  loro  assegnate  le  abbreviature  . S , Sx  . . . . 
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prosegue,  al  tradur  di  Baclieto , Cujus  vero  nulla  Jiarum  pro- 
prietatam  obtigit,  sed  constat  multitudine  unitatum  rationis 
experte  numerus  vocatur  : nota  ejus  5\  Est  et  aliud  signum 
definitorum , unitas , cujus  nota  gi  super  scriptum  hahens  ò sic 
fji°  . Su  la  qual  definizione  il  profondo  comentator  di  Dio- 
fanto,  Bacheto  medesimo,  entrando  ad  interpretare,  Haec 
(dice)  ad  verhum  exprimenda  esse  arbitratus  suin  potius  quam 
ciim  Xilandro  nescio  quid  aliud  comminisci  ....  Porro  qua- 
dratum  dynamin  vocat , quae  vox  potestatem  sonata  quia  vi- 
delicet  quadratus  est  velati  potestas  cujuslibet  lineae , et  pas- 
sim ab  Euclide  per  id , quod  potest  linea,  quadratus  designa- 
tur . Itali  hispaniqiie  eadem  fere  de  causa  censum  vocant , 
quasi  ....  Numerum^  autem  indeterminatum  et  ignotum , qui 
et  aliarum  omnium  potestatum  latus  esse  intelligitur  numerum 
simpliciter  Diophantus  appellai  ....  quemque  statim  opponit 
copiafiLO)  seu  unitatibus  certis  et  determinatis . Scorrendo  in- 
fatti i Diofantei  problemi  si  vede , che  ai  numeri  dati  ag- 
giugne  sempre  Diofanto  il  titolo  fiovaSeg,  o Tabbreviatura 
fx  , e rispetto  al  numero  ignoto  e cercato,  o lo  denomina 
conformemente  alla  distinzione  nella  definizion  assegnatagli 
aptOfxov,  numero^  o lo  indica  conia  nota  stabilitagli  5\  Di 
questa  però  varia  egli  con  varj  accidenti  la  forma  : la  usa 
egli  semplice,  se  il  numero  sconosciuto  non  sia  per  noto 
numero  moltiplicato,  e la  raddoppia  legando  i due  sigma 
con  un  accento  circonflesso  ad  essi  sovrapposto  se  il  nume- 
ro incognito  venga  da  un  dato  numero  moltiplicato;  decli- 
na egli  inoltre  e la  semplice  e raddoppiata  nota  come  un 
nome  , e le  affigge  alla  superior  parte  del  destro  lato  la  de- 
sinenza del  caso,  che  l’orazion  porta  di  dare  al  numero 
ignoto,  quando  sia  caso  obbliquo.  Questa  varietà  sarebbe 
stata  senza  bisogno,  se  fosse  vero  ciò,  che  insegnano  Enri- 
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co  Stefano  ne\V App.  libell,  ad  Thes.  lingiiae  Graecae  pertìnen- 
tium  , illustrando  il  pezzo  di  Erodiano  su  le  note  numeriche 
dei  greci , ed  i dotti  di  Porto-Reale  nella  greca  lor  gram- 
matica , e gli  altri  greci  grammatici  comunemente  : cioè , 
che  i greci  usando  le  piccole  lettere  delTalfabeto  loro  a no- 
te de’  numeri  5 le  distinguevano  di  un  acuto  accento,  il 
quale  alla  superior  parte  del  destro  lato  ponevano  volendo 
significar  unità,  decine,  centinaja , ed  abbassavano  all’infe- 
rior  parte  del  sinistro  lato  significar  volendo  migliaja.  Posto 
ciò  la  nota  5'  assegnata  da  Diofanto  all’ignoto  numero  sareb- 
be stata  bastantemente  differente  dall’ordinaria  nota  5'^  del 
numero  6 per  la  qualità  dell’accento,  grave  in  quella,  acu- 
to in  questa , senza  pericolo  di  confonder  i significati  dell’ 
una  e dell’altra,  quand’anche  si  trovassero  insieme  congiun- 
te . Ma  un  aggiunto,  qualunque  si  fosse,  alla  nota  5'  per 
significar  l’ignoto  numero  era  ben  necessario  nel  greco  testo 
di  Diofanto,  dove  il  numero  6 è dinotato  per  5',  con  ac- 
cento grave,  non  con  acuto.  E generalmente  in  esso  testo, 
che  la  latina  versione , ed  il  cemento  di  Bacheto  precede , 
sia  nell’edizion  di  Parigi  l’anno  i6ai,  sia  in  quella  arric- 
chita delle  osservazioni  di  Fermat  in  Tolosa  l’anno  1670, 
si  osserva  che  le  letterali  note  delle  unità,  delle  decine, 
delle  centinaja  portano  al  destro  lato  sovrapposto  non  già 
l’acuto , ma  il  grave  accento , e sottoposto  il  tengono  al  si- 
nistro quelle  delle  migliaja . L’uso  adunque  dell’accento  acu- 
to da’  grammatici  additato,  per  lo  meno,  non  era  una  pra- 
tica costante , una  legge  : ciò  serva  per  gli  amanti  di  eru- 
dizione. Quello,  che  allo  scopo  mio  più  importa  si  è,  che 
la  nota  5'  da  Diofanto  destinata  a significar  sotto  varie  ac- 
cidentali forme  il  numero  sconosciuto,  era  una  nota  indeter- 
minata ed  astratta  5 alla  quale  Xilandro  , e Bacheto  sosti- 
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tuirono  la  lettera  JV . Dunque  Diofanto  diede  un  vero  esem- 
pio di  speciosa  Ietterai  analisi  dinotando  con  indeterminata 
Ietterai  nota  lo  sconosciuto  numero  del  problema . Ma  vi 
ha  in  Diofanto  di  più . Nella  definizion  ix  io  leggo  : defe- 
ctus  nota  est  litera  ^ decurtata  et  deorsum  vergens  sic  . 
Ecco  dunque  in  Diofanto  anche  il  segno  del  meno  da  lui 
chiamato  difetto , siccome  il  più  abbondanza  . Del  più  però 
non  trovasi  in  esso  segno  : Diophantus  quidem  , cosi  Bache- 
rò, ut  significet  plus  nulla  utitur  nota  ^ sed  conjunctione  tan-' 
tum  copulativa  . Parve  a Diofanto  , che  la  congiuntiva  par- 
ticella bastasse,  ed  il  crear  un  nuovo  segno  fosse  superfluo. 
Non  si  può  pertanto  dubitare,  che  Vieta  trovato  non  ab- 
bia in  Diofanto  dei  semi  di  speciosa  Ietterai  analisi  . Ma 
ascoltiamo  da  Vieta  medesimo  l’opinione  di  lui  sul  genere 
deiranalisi  di  Diofanto . Zeteticen  autem  b)  suhtilissime  om- 
nium exercuit  Diophantus  in  iis  lihris , qui  de  re  arithmetica 
conscripti  sunt . Eam  vero  tanquam  per  numeros , non  eliam 
per  species  (^quibus  tamen  usus  est^  institutam  exhihuit ^ quo 
sua  esset  magis  admirationi  subtilitas  et  solertia . Quando 
qiiae  logistae  numeroso  subtiliora  apparent  et  ahstrusiora  3 ea 
utique  specioso  familiaria  sunt  3 et  statini  obvia.  Non  avendo 
potuto  Vieta  non  vedere  in  Diofanto  le  due  spezie  da  lui 
adoperate  per  significazione  del  numero  ignoto,  e del  meno, 
ciò  che  egli  pensa  di  spezie  da  Diofanto  medesimo  usate  , 
ma  a fine  di  crear  di  se  maraviglia  nascoste,  intender  non 
sì  può  che  di  altre  spezie  oltre  le  due  accennate.  L’ambb 
zion  però  di  maraviglioso  non  è un  onor  per  Diofanto,  e 
per  apporgli  tal  debolezza  'converrebbe  esser  fornito  di  dati 
positivi.  Ma  dove  tali  dati,  se  di  Diofanto  tanto  poco  sap- 


(i)  vieta  in  art.  Analit.  Isag.  cap.  v. 
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piamo,  tanto  poco  di  lui  abbiamo,  se  quel  poco  stesso  che 
abbiamo,  piuttosto  che  il  lavoro  originale  di  lui  è a giu- 
dizio di  Bacheto  una  compilazion  maltessuta  a scialo  quo^ 
dam , qui  e tredecim  libris  Diophanti  nonnullas  in  unum  col- 
ligens  quaestiones  ^ eos  quos  habemus  prae  manibus  arithme- 
ticorum  libros  consarcinavit  ? Che  che  però  sia  di  ciò , a 
me  basta,  che  Vieta  abbia  riconosciuto  essersi  Diofanto 
neU’analisi  sua  di  spezie  servito. 

§.  V.  Da  Diofanto  veniamo  al  tempo,  in  cui  l’analisi  fu 
dalle  coste  d’Africa  portata  in  Italia.  Leonardo  pisano,  che 
qui  la  trapiantò,  altra  speziosa  analisi  dir  non  si  può  che 
usasse  che  la  lineare,  come  ho  già  osservato.  E la  differen- 
za tra  lui  ed  Euclide  , ammessa  la  conseguenza  delle  osser- 
vazioni esposte  al  fine  del  §.  Ili,  sarà,  che  laddove,  adope- 
rando Euclide  le  linee  a’  generali  teoremi  di  grandezze  , e 
de’  numeri , la  generale  rappresentativa  di  quelle  conve- 
nientemente seguiva  la  generai  verità  di  questi  ; applicando 
Leonardo  le  linee  alle  condizioni , ai  dati  numerici  di  un 
particolar  problema , questo  veniva  a ricever  da  quelle  un’ 
ampiezza,  che  da  se  non  aveva,  e su  la  risoluzion  di  esso 
spargevasi  un  lume  di  generai  risoluzione  di  tutti  i proble- 
mi simili.  Il  primo  passo  da  questa  speciosa  analisi  lineare 
verso  la  speciosa  letterale  dovea  esser  quello  di  valersi  del- 
le lettere  iniziali  delle  parole  . Io  trovo  infarti  nel  volume 
di  Fra  Luca  le  voci  di  più  e meno  accorciate  alle  iniziali 
loro , e prendendo  a scioglier  problemi  di  due  incognite , di- 
ce, che  più  anticamente  chiamato  il  numero  primo  cercato  co- 
sa, chiamavasi  il  secondo  cosa  seconda,  ma  da’  moderni  que- 
sta  chiamasi  semplicemente  quantità,  e dinotasi  q^ . Ma  qui 


(i^  In  quaest.  xviil  et  xix  lib.  il. 
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non  si  arresta  Fra  Luca.  Eccolo  trattar  dei  rapporti  tra  le 
potenze  moventi,  i mobili,  e le  velocità  impresse,  ed  ecco- 
lo con  lettere , non  mica  a linee  congiunte , ma  astratte  , 
esprimere  le  potenze,  i mobili,  le  velocità  (pagina  83,  84). 
Procedasi  a Cardano  ed  a Tartaglia  . Questi  nella  Parte  il 
del  suo  Gen.  Trai,  di  Num.  e Mis.  libro  vii,  pag.  109,  in- 
segnar volendo  a trovar  quanti  numeri  semplici  si  voglia  in 
continua  proporzionalità  in  qualsivoglia  data  proporzione  rap- 
presenta per  a,  è li  due  numeri  della  data  proporzione,  e 
successivamente  per  c,d^e,f^g...ì  numeri  della  con- 
tinua progressione,  senza  aggiugner  a queste  lettere  veruna 
linea,  ma  ad  esse  medesime  Timmediato,  ed  intero  ufficio 
assegnando  di  rappresentare  in  modo  astratto  i numeri  . 
Traccie  di  letterale  analisi  più  chiare  imprime  Cardano.  Si 
veggano  nel  cap.  xxxT  delT^/fe  quattro  quistioni , nel- 

le quali  le  due  quantità  incognite  sono  astrattamente  segna- 
te per  a,  è,  ed  i loro  quadrati  o cubi  per  altre  lettere.  Nel 
capo  XL  del  suo  libro  De  regala  Aliza  egli  riduce  una  in- 
dagin  sua  sul  caso  irreducibile  a questo  termine;  Constituetur 
igitur  problema  sic.  Sunt  quatuor  quantitates  ordinatim  abcd 
quorum  proportio  a.  ad  d est  duplicata  ei  ^ quae  est  b ad  c; 
et  quod  fit  ex  a c (intendi  la  somma  di  a,  e di  c)  in  c est 
acquale  ei  quod  eac  d b (somma  di  c?,  b')  in  b.  Ecco  c|uattro 
quantità  incognite  espresse  per  quattro  lettere.  Ivi  stesso 
esprime  Cardano  il  numero,  ultimo  termine  dell’equazione  di 
terzo  grado  per  la  lettera  n ; e nel  capo  xliI  lo  esprime  per 
la  lettera  k.  Che  mancava  ormai  più  fuorché  passare  dal 
particolare  al  generai  uso,  piantar  un  sistema  di  regolato 
ed  universale  calcolo  per  letterali  espressioni  ed  astratti  se- 
gni i più  semplici?  Festa  dunque  ad  esaminare  come,  quan- 
do ciò  fatto  si  sia,  e qual  parte  Vieta  vi  abbia  avuta. 
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§.  VI.  Prendendo  in  mano  il  volume  delle  opere  di  Vie- 
ta, nella  prima  operetta  IsagA^'i  sotto  il  precetto  I risguar- 
dante  l’addizione  si  legge  : Solent  analystae  symbolo  -+-  adfe- 
ctionem  adjunctionis  indicare . E sotto  il  precetto  iT , in  cui 
tratta  della  sottrazione,  cosi:  Solent  analystae  symbolo  — ad- 
fectionem  mulctae  indicare  , et  haec  Tiet^iQ  est  Diophanto , ut 
adfectio  adjunctionis  VTiap^ig . Apparisce  da  questi  avverti- 
menti di  Vieta,  che  i segni  — erano  già  di  consuetudi- 
ne allorché  ei  scriveva , e che  per  conseguenza  erano  stati 
qualche  tempo  innanzi  inventati,  e neH’analisi  introdotti.  In- 
torno all’epoca  cleU’invenzione , ed  introduzione  non  ho  potu- 
to raccoglierne  notizia  precisa . Osserverò  bensì  che  essi  non 
trovatisi  nell’algebra  del  bolognese  Bombelli,  uscita  in  luce 
l’anno  mdlxxiT,  come  vedesi  in  fronte  delTopera  ed  al  piè 
della  lettera  dedicatoria,  non  già  l’anno  1589  come  dice  Mon- 
tucla  ma  che  usati  si  veggono  dall'augustano  Xilandro 
ne’  suoi  comenti  sopra  Diofanto,  pubblicati  in  Basilea  l’an- 
no MDLXxv.  Vieta  nacque  l’anno  1540,  e mori  nel  i6o3: 
è probabile  , che  egli  non  componesse  la  sua  Isag.  che  in 
età  assai  matura,  e potea  l’uso  di  quei  segni  esser  divenu- 
to universale  presso  gli  analisti,  ovvero  l’essere  comune  in 
Francia  , e praticato  da  analisti  di  altre  nazioni  fece  a Vie- 
ta credere  generale  la  costumanza  . Ma  lasciando  di  più  cer- 
car su  l’epoca  , esporrò  un  pensiero  sortomi  in  mente  su  la 
origin  loro,  cioè  donde  e come  sien  nati.  Si  richiami  alla 
memoria , che  Diofanto  dinotò  il  meno  con  la  figura  ^ , cui 
egli  stesso  disse  essere  la  greca  lettera  rovesciata  e scor- 
tata. Non  potrebbe  pertanto  essere,  che  ciò  vedendo  in 
Diofanto,  stimato  siasi  di  segnare  per  la  lettera  intera. 


(i)  Isa^.  in  art.  Anal.  cap.  iv. 


(a)  Tomo  I,  pag.  485. 
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e fliritta  il  più;  poi  sia  piaciuto  meglio  cangiare  in  retta  la 
linea  curva  orizzontale,  e così  trasformare  in  -i- ? Simil- 
mente cangiando  in  retta  orizzontale  il  cappello,  dirò  così, 
curvo  del  diofanteo  segno  del  meno  ne  sarà  da  ^ venuto 
T ; ma  per  la  troppa  prossimità  di  -t-  a T si  sarà  abban- 
donato il  tronco  verticale,  e ritenuta  la  sola,  retta  orizzon- 

\ 

tale  — per  segno  del  meno.  E questo  un  pensamento,  al 
quale  io  non  pretendo  di  attribuire  maggior  solidità  di  quel- 
la meriti;  e se  a taliin  paresse  ghiribizzoso,  mi  perdoni  il 
ghiribizzo.  Veggo  anche  potermisi  opporre  una  difficoltà; 
Xilandro,  il  primo  traduttor  di  Diofanto,  usò  i segni  -q-, — : 
fu  egli  il  primo  ad  usarli,  a trarli  da  quel  segno  del  meno 
di  Diofanto  ? E se  ciò  non  fu , non  è una  incongruenza  sup- 
por  dall’opera  di  Diofanto,  prima  che  tradotta,  derivati 
quei  segni?  Xilandro  non  dice  parola,  onde  poterlo  argo- 
mentare autor  dei  segni  che  usa . Ma  non  è incongruenza 
suppor,  avanti  che  egli  traducesse  l’opera  di  Diofanto,  deri- 
vati da  essa  i medesimi  segni.  Racconta  Xilandro  stesso 
nella  lettera  dedicatoria , che  Regiomontano  un  secolo  pii  - 
ma  avea  fatta  menzione  dell’opera  di  Diofanto  da  se  vedu- 
ta in  bibìiothecis  italicis  . Bombelli  narra,  che  eran  già  an- 
ni, che  nella  Vaticana  scoperto  si  era,  ed  a’  forestieri  mo- 
stravasi  un  codice  dell’aritmetica  di  Diofanto,  allorché  egli 
recossi  a Roma , e che  data  unitamente  a certo  Antonio 
Pazzi  di  Reggio,  pubblico  lettore  di  matematiche,  una  scor- 
sa al  trattato,  e rilevatone  il  merito,  ardor  li  presedi  tra- 
durlo, e cinque  libri  dei  sette  ne  tradussero;  ma  poi  da’ 
travaglj  all’uno  ed  all’altro  avvenuti  distolti  furono  dal  com- 
piere il  bel  lavoro.  Bombelli  però,  al  dir  anche  di  Bacheto, 
trasferì  nella  sua  algebra,  e con  le  quistioni  sue  mescolò 
tutte  quelle  dei  quattro  primi  libri  di  Diofanto,  ed  alcune 
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del  libro  quinto  . Ben  considerando  la  successione  di  queste 
cose  comprendesi  qual  numero  d’anni  dovea  già  esser  corso 
dallo  scoprimento  del  codice  Vaticano.  E quanti  dotti  fo- 
restieri veduto  l’avranno?  Quante  copie  ne  saranno  state 
tratte?  Fu  all’Accademia  di  Wittemberg  dS've,  essendosi  Xi- 
landro  l’anno  1671  recato,  gli  fu  olferta  a leggere  l’opera  di 
Diofanto,  della  quale  andava  ricco  Andrea  Dudicio  Sbardel- 
lato  nobile  polacco  presso  l’imperiai  corte  oratore , il  quale 
applaudendo  al  desio  natogli  in  petto  di  tradurla,  ed  illu- 
strarla, di  buon  grado  gli  concesse  il  codice.  Si  sarà  tenuto 
a credere,  che  Bombelli,  Pazzi,  Xilandro  sieno  stati  i tre 
soli  matematici  nella  greca  lingua  dotti , sotto  i cui  occhi 
sia  Diofanto  capitato  in  una  stagione,  nella  quale  Vieta  af- 
fettò talmente  il  grecismo , che  dall’appassionato  elogista  suo 
stesso  Montucla  ne  ha  biasimo:  ilf/  Viete  étoit  profondement 
verse  dans  le  grec , et  Von  ne  s’en  appercoit  que  trop . Ses 
écrits  sont  tellement  parsemés  de  phrases  en  cette  langue,  oii 
de  inots  qui  en  tirent  leur  origine  ....  que  leur  lecture  est 
extrémement  laboneuse . Mais  tei  étoit  le  goùt  da  terns  oìi 
il  vivoit  : il  falloit  étaler  de  Vérudition  grecque  avec  profusion 
pour  nieriter  un  noni  parmi  les  savans.  In  un  tempo  di  tal 
gusto  può  egli  essere  riputato  sconveniente  il  pensare  , che 
più  matematici  leggessero  nel  greco  originale  , avanti  la  tra- 
duzione di  Xilandro,  l’opera  di  Diofanto,  e che  per  effetto 
di  quella  gloria,  a cui  i dotti  recavansi  l’imitare  le  greche 
cose,  taluno  di  que’  matematici  dal  diofanteo  segno  del  me- 
no traesse  nel  modo  da  me  divisato  gli  odierni  segni  del 
più  e del  meno?  Pure,  torno  a dire,  tal  mio  divisamento 
prendasi  per  ciò  che  si  vuole.  Un’osservazione,  che  aggiu- 
gner  debbo  rispetto  al  più,  si  è,  che  un  segno  astratto  a 
rappresentarlo  usò  il  Tartaglia,  il  quale  stampò  il  suo  gran 
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trattato  Tanno  i555,  e nel  capo  I del  libro  iv  della  par- 
te il  stabilisce  così:  Questo  termine  più,  per  abbreviar  scrit^ 
tura,  si  rappresenterà  in  questo  modo  (p  . Ritornando  al  filo 
dei  precetti  di  Vieta  nella  sua  Isag. , dal  segno  — del  me- 
no determinato  distingue  egli  un  altro  segno  del  meno  inde- 
terminato ; Cum  autem  non  proponitur  utra  magnitudo  sit  ma- 
jor vel  minor,  et  tamen  subductio  est  facienda  , nota  differen- 
tiae  est  idest  minus  incertum  . Siccome  una  linea  orizzon- 
tale era  stata  costituita  segno  di  sottrazione  unica  e certa 
di  una  quantità  definitamente  minore  da  altra  definitamen- 
te mago;iore;  così  parve  acconcio  segnare  con  due  rette  oriz- 
zontali parallele  la  doppia  incerta  sottrazione,  quando  si  trat- 
ta di  due  quantità,  tra  le  quali  la  maggioranza  di  una  so- 
pra l’altra  è incerta,  e la  maggiore  può  cangiarsi  in  mino- 
re variandosi  le  due  quantità  con  gradi  indipendenti,  cen- 
trar] , non  proporzionali  . Oggidì  = significa  uguaglian- 
za , per  la  quale  Vieta  non  destina  segno,  ma  continua, 
siccome  Leonardo,  Fra  Luca,  Cardano,  Tartaglia  ad  enun- 
ziarla  a disteso  con  il  vocabolo  latino  aequatio . Non  pren- 
derò con  precisione  a definire  quando  siasi  il  ==  trasferi- 
to dalla  doppia  contraria  sottrazione  a dinotar  Tuguaglian- 
za,  privando  la  speziosa  aritmetica  di  una  nota  per  essa  in- 
determinata sottrazione.  Nella  parte  iil  delle  epistole  del 
Descartes  ( epistola  67  ) io  osservo  il  segno  = prefisso  al  ra- 
dicale quadrato,  e trasferito  a significare  il  doppio  contra- 
rio senso,  positivo  e negativo  di  esso,  come  noi  facciamo 
con  il  doppio  segno  E nello  stesso  luogo  osservo  signi- 
ficata l’uguaglianza  con  questa  nota  ||  . Ma  nella  sua  Geo- 
metria avvisa  il  medesimo  Descartes  di  voler  segnar  l’ugua- 
glianza con  quest’altro  simbolo  00  . Il  Wallis  poi  ad  indice 
dell’uguaglianza  oltre  la  oo  assegna  anche  la  nota  = . Ri- 
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masta  l’anaiisi  priva  del  segno  di  indeterminata  sottrazione, 
era  bene  ristorarla  di  questo  privamento,  occorrendo  non 
rade  volte  di  dover  maneggiare  la  differenza  positiva  di  due 
quantità,  delle  quali  e questa  e quella  può  esser  dell’altra 
maggiore,  e giovando  abbracciare  in  un  sol  calcolo  entram- 
bi i casi,  e tenerne  sotto  l’occhio  viva  la  rappresentazione. 

II  celebre  signor  Gagnoli  nella  sua  bella  Trigonometria  si 
serve  a tal  oggetto  del  segno  . Nel  precetto  iil  spiega 
Vieta  la  moltiplica  giusta  la  genesi  della  superfìcie,  e del 
solido  esposta  nella  geometria  di  Euclide;  onde  concependo 
la  moltiplice  di  A con  B quale  conducimento  di  A lungo  B 
dice , che  designabitur  commode  vocahulo  in  vel  sub  : velati  A 

B . . . vel,  ut  ala,  factum  sub  A cr  B . Non  qui  alcun 
dei  due  segni  x , ovvero  * da  noi  usati  per  indicar  la  molti- 
plica; e non  quell’accozzamento,  per  cui  noi  rappresentiamo 
il  prodotto  formato.  Di  fatto  Harriot  fu  il  primo  ad  accozzar 
le  lettere  per  esprimere  il  prodotto  bello  e fatto;  ed  Ougthred, 
al  dire  del  Wallis  il  primo  ad  indicare  la  moltiplica  da  farsi 
con  il  segno  x.  Descartes,  sebben  posteriore,  nella  sua  dot- 
trina su  le  operazioni  algebraiche  alla  testa  della  il  parte 
della  sua  Geometria  prescrive  d’interporre  alle  due  quantità 
complesse  da  moltiplicarsi  insieme  la  lettera  M tirando  so- 
pra ciascuna  una  linea  tanto  estesa  quanto  essa  per  signifi- 
care ai  termini  tutti  estesa  la  moltiplica.  Nella  parte  però 

III  delle  sue  epistole  (epistola  53)  trattandosi  di  moltipliche 
di  sole  quantità  incomplesse  trovo  il  semplice  puntino  * in- 
terposto. Le  potenze  quadrato,  cubo  ec.  vengono  da  Vieta 
significate  con  le  iniziali  loro  o semplici,  o replicate,  o ac- 
cozzate le  diverse  insieme  secondo  la  composizion  delle  po- 
tenze. Prendendo  Vieta  nel  precetto  iv  a trattar  della  di- 
visione propone  il  problema  così  : magnitiidinem  magnitudini 
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adpUcare , che  è parimenti  il  concetto  geometrico  della  di- 
visione. Non  dispiacerà  vedere  come  di  qua  vien  tratto  il 
inotlo  da  noi  pure  adoperato  per  dinotar  la  divisione,  di  B 
esempigrazia  per  scrivendo  . Quoniam  magnitudo  ma- 
gnitudini adplicanda  est  . . . altiores  autem  depressioribus  ad- 
plicantur  commode  interccdet  virgula  inter  JB  altiorem  , et  A de- 
pressiorem  , cui  fit  adplicatio . Noi  Concepiamo  , e segniamo 
la  divisione  di  una  grandezza  per  un’altra  eziandio  di  ugual 
<:rado,  ed  eziandio  d’inferiore.  Esso  modo  di  notar  la  divi- 
sione  è in  origine  la  forma  delle  frazioni,  che  non  si  do- 
vette tardar  ad  applicare  alle  ragioni  di  minore  disuguaglian- 
za , e poi  si  passò  ad  applicare  alla  divisione,  attesa  la  gran- 
dissima affinità  tra  frazione,  ragione,  divisione.  Su  di  che 
non  saranno  neppur  discare  poche  parole  di  Tartaglia  nel  suo 
Euclide  rassettato  alla  definizione  xiil  del  libro  vii , la  qua- 
Je  spetta  le  ragioni . E perchè  la  metade  se  dipinge  da  pra- 
tici in  questo  modo  E ^ Bovetio  Severino  chiama  tal  specie  di 
proporzione  ( in  odierno  linguaggio  ragione  ) subdupla  per  es- 
ser il  numero  sotto  la  virgula  duplo  a quello  di  sopra . Ma 
abbastanza,  e forse  anche  troppo,  dei  segni  della  speziosa 
analisi.  Il  mio  intento  però  volea , che  mi  vi  occupassi;  e 
a chi  non  istimasse  la  materia  degna  d’intertenervisi  rispon- 
derei con  il  chiarissimo  Andres,  nelle  scienze  ^ come  in  tutte 
le  cose  grandi , le  più  piccole  antichità  interessare  la  curiosi- 
tà de’  saggi  e veri  filosofi  ò) . Chiaro  pertanto  dal  sin  qui  , 
riguardo  ai  segni  delle  analitiche  operazioni , esposto  con 
le  parole  stesse  di  Vieta  risulta  nulla  lui  avervi  del  suo. 
Passiamo  della  medesima  sua  Isag.  al  cap.  v intitolato  De 
legibus  Zeteticis  , e vuol  dire  delle  leggi  dell’arte  di  formare. 


(i)  Tomo  IV,  cap,  iil,  nota  alla  pag.  7<). 
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ed  ordinare  l’equazion  del  problema . Ecco  la  legge  quinta , 
che  è quella,  la  quale  importa:  Quocl  Zeteseos  opus , ut  arte 
aliqua  juvetur , symbolo  constanti  et  perpetuo  ac  bene  conspi- 
cuo  datae  magnitudines  ab  incertis  quaesititiis  distinguantur , 
utpote  magnitudines  quaesititias  elemento  A,  aliave  litera  vo- 
cali  E,  I,  O,  U,  Y;  datas  elementis  B,  C,  D aliisve  con- 
sonis  designando . Qui  veramente  è dove  Vieta  parla  in  tuo- 
no d’istitutore . Ma  a vedere  nel  suo  conveniente  prospetto 
il  merito  dell’istituzione  raccogliamo  sotto  l’occhio  in  un  qua- 
dro tutto  le  istituzioni  e tutti  gli  esempj  varj  che  precedet- 
tero. Di  due  parti  è composta  l’analisi  speziosa;  di  segni 
arbitrar]  e convenzionali  delle  operazioni,  e della  espressio- 
ne delle  quantità  astrattamente  per  lettere . Al  meno  arbi- 
trario segno  attribuì  Diofanto,  al  più  Tartaglia.  I due  se- 
gni stessi  oggidì  usati  per  il  più  e per  il  meno  erano  già 
in  consuetudine  avanti,  che  Vieta  scrivesse.  Il  modo  d’in- 
dicar la  divisione  con  la  orizzontai  virgola  tra  il  dividendo 
ed  il  divisore  godeva  antichità.  Mancavano  i due  segni  del- 
la moltiplica,  e quello  di  due  punta  per  la  divisione,  nè 
Vieta  gli  aggiunse.  Espresse  astrattamente  per  simbolo  let- 
terale costante,  perpetuo,  e ben  cospicuo  la  quantità  scono- 
sciuta e cercata  del  problema  Diofanto  ; espresse  per  lette- 
re astratte  quantità  indefinite  relative  al  moto  Fra  Luca. 
Espresse  conosciute,  e sconosciute  quantità  per  lettere,  a 
formar  una  soluzion  generale.  Tartaglia;  e più  di  tutti  del- 
le lettere  ad  esprimer  le  quantità  cercate , e le  note  si  val- 
se Cardano.  Vieta  riparti  tra  le  quantità  cercate  e le  date 
l’alfabeto  5 assegnando  alle  prime  le  vocali,  e le  consonanti 
alle  seconde;  e fu  il  primo  a servirsi  per  sistema  in  tutte 
le  sue  dottrine  su  le  equazioni,  ed  in  tutti  i suoi  problemi 
di  Ietterai  espressione.  Eranvi  insonuna  della  speziosa  ana- 
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lisi  i materiali,  Vieta  gli  unì,  ed  alzò  l’edifizio : eranvi  del* 
le  generiche  istituzioni , dei  particolari  esempj  ; egli  tutto 
recò  al  generale,  vi  diede  regola,  formò  il  metodo;  piantò 
il  costume.  Montucla  rimproccia  a Wallis  tra  le  altre  esa- 
gerazioni a favor  del  suo  Harriot  di  non  vedersi  heaucoup  de 
ménte  à avoir  introduit  Vusage  des  petites  lettres  au  lieu  des 
grandes , usate  da  Vieta.  Il  leggitor  di  questa  mia  storia 
avrà  riflettuto,  che  le  piccole  lettere  furon  le  prime  ad  esse- 
re tratte  all’espressione  delle  quantità  analitiche  e dal  gre- 
co Diofanto,  e dagl’italiani  Fra  Luca,  Tartaglia,  Cardano, 
tornando  l’uso  loro  più  comodo. 

§.  VII.  Ma  che  si  dirà  se  io  mi  avanzi,  ed  asserisca, 
die  non  solo  sparsi  si  erano  della  speziosa  analisi  i mate- 
riali elementi,  ma  prevenuto  ben  anche  lo  spirito?  Si  so- 
spenda per  poco  il  giudizio,  sinché  esposta  io  abbia  qui  la 
regola  da  Cardano  nel  capo  xxix  della  sua  Arte  magnai 
chiamata  la  Regola  del  modo\  ed  eccone  il  più  essenziale 
della  descrizione  : Solve  quamvis  quaestionem  . . . serva  ope- 
rationes  . ...  et  hahebis  regulam  de  modo  prò  ornili  consimili 
qaaestione . Esempio  : 7 passi  di  drappo  verde  più  3 di 
drappo  nero  costano  denari  73  ; e passi  2 di  verde  più  4 
di  nero  costano  denari  52,  qual  è il  prezzo  per  un  passo 
dell’uno,  e dell’altro?  Salvate  le  operazioni,  o a meglio  di- 
re corso  il  giro  di  esse  con  accennarle  solo  senza  eseguirle 
per  salvar  i numeri  dati , trova  il  prezzo  di  un  passo  del 

drappo  verde  = . Onde  osservando  il  modo , nel 

7.3—  2 

quale  in  questa  finale  espressione  combinansi  i dati  numeri, 
forma  la  regola  generale  per  tutte  le  quistioni  simili.  Esal- 
ta tal  regola  qual  madre  di  tutte  le  regole  : Merito  haec  mo- 
di regala  mater  regularum  dici  potest . Dice  di  aver  col  be- 
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nefizio  di  essa  discoperte  la  massima  parte  delle  dottrine 
componenti  il  sesto  suo  libro,  il  più  profondo  di  tutti,  inti- 
tolato De  regula  Aliza  , che  utilissima  fu  magistris  arithme- 
ticae  ut  faciliorihus  quihusdam  inventis  artem  docerent.  E chi 
pertanto  non  ravvisa  in  essa  lo  spirito  della  speziosa  anali- 
si? Mancavi  la  espression  generale  dei  dati  numeri;  ma  vi 
è l’artifizio  di  tenerli  distinti , e vedere  da  principio  a line 
le  combinazioni  che  prendono,  vi  è la  mira,  e l’intento  di 
una  soluzion  generale  e simultanea  di  tutti  i problemi  si- 
mili . Le  quali  cose  tutte  così,  essendo  si  comprende  quan- 
to prossimamente  fosse  la  speziosa  analisi  preparata, 

CAPO  IV. 

Di  Diofanto , e delV analisi  di  lai . 

§.  I.  Si  corona  la  Grecia  , siccome  in  ogni  amena  let- 
teratura e scienza,  così  nell’analisi  di  bella  gloria,  vantan- 
do Diofanto.  E noto  essendo,  che  gli  arabi,  allorché  dal 
saggio  zelo,  e generoso  favore  animati  degli  eruditi  loro 
califi  Almansor,  ed  Almamon  dello  studio  si  accesero  di  ri- 
sorgere dalla  tenebrosa  barbarie,  in  cui  caduti  erano,  ad 
un  giorno  di  coltura  e sapere  del  prisco  eziandio  migliore , 
con  avidità  cercarono  di  adornarsi  delle  greche  dottrine,  a 
tutta  industria,  e sollecitudine  le  opere  de’  greci  maestri 
raccogliendo,  e nella  lingua  lor  trasportando;  ragionevol 
dubbio  ne  nasce,  se  in  luogo  d’inventar  essi  l’analisi,  che 
Leonardo  dalle  contrade  loro  ci  recò , dall’opera  piuttosto 
di  Diofanto , come  da  fonte , la  traessero . Or  come  portar 
su  di  tal  dubbio  fondato , e sicuro  giudizio , se  non  per  un 


esatto  confronto  dell’una  e dell’altra  analisi,  dell’araba,  e 
delU  diofantea?  E come  senza  una  piena  cognizione  di  en- 
trambe istituire  un  si  fatto  confronto?  Egli  è perciò,  che 
io  a Diofanto  consacro  questo  capo,  nel  quale  precipua- 
mente, com’è  di  mio  proposito,  mi  adoprerò  di  porre  in 
buon  lume  l’analisi  di  lui;  ma  insieme,  colta  occasione, 
delle  cose  tutte , che  lo  spettano , terrò  discorso , a fine  di 
purgarne  la  storia  da  tutto  ciò  che  contro  verità,  o senza 
appoggio  veruno  ho  scoperto,  leggendo  i varj  scrittori , esse- 
re stato,  anche  da  quelli  di  alto  grido  e celebrata  autorità 
asserito;  e non  dubito,  che  mi  saprà  l’amator  della  storia 
analitica  grado  non  poco  del  comodo,  che  gli  offro  di  avere 
([ui  in  breve  spazio  raccolto  tutto  quello,  che  a Diofanto  ap- 
partiene. Che  se  intorno  a moltissimi  punti  non  mi  riuscirà 
di  stenebrare  il  vero,  troppo  densa  essendo  la  caligine,  in 
cui  è sepolto , ed  ogni  face  mancando  che  lo  rischiari , 
ogni  guida  che  scorga  con  sicurezza  gli  sforzi , non  sarà  ope- 
ra perduta  il  distrugger  la  falsità,  l’abbattere  l’arbitraria 
asserzione , il  ridurre  al  giusto  valore  la  conghiettura . E 
avrò  accresciuto  su  la  fronte  di  Diofanto  lo  splendore , se 
distinguendo  ne’  raggi  suoi  la  composta  luce  dell’analisi  di 
lui,  farò  brillar  qualche  raggio  non  osservato,  o non  esibi- 
to nella  conveniente  chiarezza  dai  comentatori  suoi  stessi . 

§.  IL  Le  storie,  sempre  abbondanti  nella  descrizione  del- 
le guerre  e delle  stragi , e larghe  d’immortalità  ai  fieri  eroi , 
che  anelarono  a conquistar  desolando  provinole  e regni , 
furono  negli  andati  tempi  comunemente  assai  scarse  nella 
delineazione  dei  sorgimenti , e dei  progressi  delle  scienze , 
e della  meritata  eterna  riconoscenza  avare  ai  placidi  eroi, 
che  per  bene  della  umanità  sacrificarono  alle  utili  invenzio* 
ni,  aH’accrescimento  degl’intellettuali  lumi  i piaceri,  gli 

8 


58 

agi  della  vita,  la  salute.  Di  Diofiinto,  sottil  aritmetico  ed 
analista  5 sì  certo,  e chiaro  onor  della  Grecia,  trovasi  poco 
men  che  silenziosa  la  greca  storia.  Credesi  con  tutta  veri- 
simiglianza  ctai  dotti , che  di  lui  parli  Suida  nel  suo  Lessico 
storico-geografico , ma  indirettamente,  al  nome  Ipazia,  dicen- 
do che  questa  preclara  matematica  donzella  scrisse  sopra 
Diofanto  un  cemento;  nè  Bacheto,  sebbene  dichiari  di  ade- 
rir senza  difficoltà  al  sentimento  dei  sommi  uomini , che  an- 
tecedentemente a lui  in  ciò  versarono , sa  però  avere  qual 
cosa  del  tutto  certa  , che  ’l  Diofanto  aritmetico  , del  qual 
si  tratta,  riguardasse  il  cemento  d’Ipazia,  e di  Suida  riguardi 

10  storico  racconto:  non  omnino  certum  est.  Opinion  poi  di 
Bacheto  medesimo  si  è , che  ad  esso  Diofanto  aritmetico  mi- 
ri in  un  giocoso  epigramma  il  poeta  Lucilio;  della  qualco- 
sa vedremo  a suo  luogo.  Nulla  di  più,  che  al  Diofanto, 
di  cui  è discorso,  riferir  si  possa  nella  greca  storia.  Abul- 
faragio  arabo,  compositor  coraggioso  di  una  universale  storia 
da  Adamo  sino  al  secolo  xiil  , in  cui  egli  vivea,  fa  in  due 
delle  sue  dinastie  greche  di  Diofanto  menzione.  Non  si  può 
determinare  quando  si  cominciasse  in  Italia  a conoscere  il 
nome  di  Diofanto,  e quando  recata  vi  fosse  l’opera  di  lui. 
La  più  antica  notizia  tramandataci  della  esistenza  di  essa 
nelle  contrade  nostre , Tabbiamo  da  un  estero , dal  celebre 
Regiomontano  , il  quale  recatosi  intorno  agli  anni  1460  in 
Italia,  dove  fiorivano  le  greche  lettere,  per  istruirsi  nelle 
medesime  , racconta  di  aver  in  italiane  biblioteche  veduto 

11  codice  di  Diofanto:  così  ne  fa  fede  Xilandro:  Inveni  tan- 
quam  exstantis  in  bihliothecis  italicis  ^ sihique  visi,  Diophanti 
operis  mentionem  a Regioniontano  factam  Gassendo  nella 


(i)  Xiland-  in  epist.  nunc. 
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vita  di  esso  Regiomontano,  parlando  di  sua  dimora  in  Italia 
dice,  che  per  ejusmodi  tempora  graecos  aliquot  codices , tum 
comparavit j tum,  qiios  rariores  non  potuit , commendato  acce- 
pit , illosque  aut  ipse  marni  sua  exscripsit , aut  aliena  manu 
sibi  exscribi  curavit  . Nulla  qui,  a dir  vero,  Gassendo  del 
codice  di  Diofanto  ; ma  nulla  del  pari  in  singolare  di  alcun 
altro  dei  codici  da  Regiomontano  visti,  acquistati,  trascrit- 
ti , o fatti  trascrivere , in  Germania  seco  recati , tradotti 
poi,  ed  illustrati.  Dovrem  dunque  credere,  che  con  tanto 
zelo  di  arricchirsi  degli  scritti  de’  greci  autori  avrà  ommes- 
so  di  provvedersi  dell’aritmetica  di  Diofanto,  e di  portarla 
nell’Alemagna,  qual  gemma  quanto  più  sconosciuta,  tanto 
più  preziosa?  Cosa  però,  eh e_  reca  la  somma  maraviglia  si 
è,  che  largo  in  Italia  non  si  spandesse  la  cognizione  del 
codice  di  Diofanto^  che  in  fiore  essendovi  lo  studio  della 
greca  lingua,  non  venisse  da  qualche  dotto  a comun  vantag- 
gio tradotta;  che  per  l’opposto  niuna  menzione  ne  faccia 
Fra  Luca  verso  il  fine  del  secolo  xv,  e niuna  Cardano,  e 
Tartaglia  intorno  la  metà  del  secolo  xvl;  che  nelle  biblio- 
teche rimanesse  sepolto  , ed  andasse  dimenticato  per  modo  , 
che  poco  prima  degli  anni  70  del  secolo  xvl  si  Riguardasse 
per  una  scoperta  l’averlo  rinvenuto  nella  Vaticana  bibliote- 
ca. Pure,  meditando  su  la  ragione  di  ciò,  una  all’animo  mio 
se  n’è  offerta  , che  mi  è sembrata  a convenienza  buona , e 
sufficiente  ad  appagar  ogni  spirito  discreto . Considerar  si 
debbono  insieme  la  sottigliezza  dell’analisi  di  Diofanto,  la 
imperfezione  de’  codici,  la  difficoltà,  che  si  combinino  in  uno 
possesso  di  greca  lingua,  e possesso  di  analitica  scienza.  Pre- 
scindendo anche  da  tal  difficile  combinazione,  non  erano  cer- 
tamente "l’italiani  analisti  nel  secolo  xiv  inoltrati  nell’anali- 

O 

tica  finezza  a grado  di  penetrare  in  testo  corrotto  la  mente 
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di  Diofanto.  Per  la  incapacità  di  rUevarne  i mister]  fu  po- 
sto in  abbandono,  e vi  stette,  anche  allor  quando  salita  in 
Italia  l’analisi  a maggior  altezza,  e più  sottil  industria  in 
Scipione  Ferreo,  in  Tartaglia,  in  Cardano,  in  Lodovico 
Ferrari  , Diofanto  non  sarebbe  più  stato  , almen  per  buona 
parte  , inaccessibile  ai  loro  ingegni , come  poco  dopo  noi  fu 
a quel  di  Bombelli . Questi  è quegli,  che  nella  prefazione 
alla  sua  Algebra^  data  in  luce  l’anno  1572,  ci  dice  della  sco- 
perta pochi  anni  innanzi  fatta  dell’opera  di  Diofanto  nella 
Vaticana  biblioteca.  Si  ascolti  il  racconto  di  lui,  sul  quale 
dovrò  in  seguito  tornar  più  volte  . Questi  anni  passati  essen- 
dosi ritrovato  un’opera  greca  di  questa  disciplina  nella  libre- 
ria di  Nostro  Signore  in  Vaticano , composta  da  un  certo  Dio- 
fante  alessandrino  autor  greco , il  quale  fu  a tempo  di  Antonia 
Pio , ed  avendomela  fatta  vedere  Messer  Antonio  Maria  Paz- 
zi reggiano  f pubblico  lettore  delle  matematiche  in  Roma  3 e 
giudicatolo  con  lui  autore  assai  intelligente  de’  numeri  {^ancor- 
ché non  tratti  de’  numeri  irrationali , ma  solo  in  lui  si  vede 
un  perfetto  ordine  d’operare)  egli  3 ed  io  per  arricchire  il  mon- 
do di  così  fatta  opera  ci  dessimo  a tradurlo  , e cinque  libri 
{ delli  sette  che  sono)  tradutti  ne  abbiamo  j lo  restante  non 
avendo  potuto  finire  per  gli  travagli  avvenuti  all’uno  ed  all’ 
cdtro  ; ed  in  detta  opera  abbiamo  ritrovato  3 elicgli  assai  vol- 
te cita  gli  autori  indiani;  col  che  mi  ha  fatto  conoscere 3 che 
questa  disciplina  appo  gl’indiani  prima  fu  che  agli  arabi.  Os- 
servando venir  da  Bacheto  contraddette,  e rigettate  alcune 
delle  cose  da  Bombelli  in  codesto  suo  tratto  asserite,  ho 
creduto  necessario  procurarmi  su  del  codice  Vaticano  un’ 
esatta  notizia,  e l’ho  conseguita  per  mezzo  dell’erudito  pa- 
dre abate  Andrea  Mazza,  ornamento  insigne  della  Congrega- 
zione di  Monte-Cassino , il  quale  raccomandato  al  eh.  aba- 


te  Gaetano  Marini  suo  amico  il  mio  desiderio,  valse,  che 
della  cura  s’incaricasse  di  un  diligente  esame.  Non  uno, 
ma  più  sono  nella  Vaticana  biblioteca  i codici  di  Diofan- 
to  : uno  sotto  il  nurn.  19 1 in  carta  bombicina  del  secolo 
xiil,  un  altro  sotto  il  num.  200  in  carta  pergamena  del 
secolo  XIV,  un  terzo  sotto  il  num.  804  in  carta  del  seco- 
lo XV.  Ciò  basta  per  ora:  in  appresso  verrò  opportunamen- 
te sponendo  le  osservazioni  a norma  di  mie  domande  for- 
nitemi su  questi  codici . 

§.  III.  Ciò,  che  si  ha  intorno  a Diofanto  di  certo  si  è, 
Alessandria  avergli  dati  i natali,  alexandrini  leggendosi  all’ 
opera  di  lui  in  fronte . Su  la  desinenza  del  nome  comincia 
la  diversità  tra  gli  scrittori.  Nel  Lessico  di  Suida  stampato 
si  trova  avere  Ipazia  scritto  un  comento  in  AtO(f)dvTVjv,  in 
Diofante.  Di  questa  guisa  nel  tratto  sopra  trascritto  reca 
il  nome  italianamente  Bombelli . Pocok  nella  latina  tradu- 
zione della  storia  di  Abulfaragio  dice  Diophantes , ed  istes- 
samente  il  Wover  nel  capo  xxil  della  Polymathia . Ma  Ba- 
cheto  nota  , che  in  due  purgatissimi  e stimatissimi  codici  del- 
la Pubblica  biblioteca  di  Parigi  leggesi  AiócpavTOT,  Diofan- 
to. I codici  Vaticani  portano  in  fronte  di  Diofan- 

to.  Aggiugne  Bacheto  due  riflessi;  il  primo  de’ quali  è,  che 
Suida  al  luogo  nel  corso  del  Lessico  proprio  ha  bensì  Alo- 
fj)avTo;  , Diofanto 5 con  la  spiegazione,  nome  proprio,  ma  non 
ALOcpdvTrii; . La  seconda  è,  non  trovarsi  presso  gli  scritto- 
ri greci  persona  alcuna  col  nome  di  Diofante,  e molte  all’ 
incontro  trovarsene  col  nomedi  Diofanto:  come  il  Diofanto 
pretore  di  Atene  mentovato  da  Diodoro  di  Sicilia,  Zenobio , 
e Suida  stesso  al  proverbio  Apa^ptv]  xaka^ÒGa  ^ dramma^ 
o meglio  strenna  grandinosa  teatrale;  il  Diofanto  scrivano 
del  re  Erode,  del  quale,  al  raccontar  di  Tetzes , ardito 
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avendo  imitare,  eccellente  che  in  ciò  era,  il  carattere , per- 
cepì in  dura  morte  un  tristo  frutto  di  sua  abilità;  ed  il 
Diofanto  maestro  in  eloquenza  di  Libanio  , delTorator,  che 
^fu  in  tanta  grazia  presso  Giuliano  apostata,  come  narra 
Snida  medesimo  al  nome  Libanio  . Si  avanza  Bacheto  a dire 
essere  dalle  recate  osservazioni  sì  penetrato , che  non  irame- 
ritamente  pargli  di  sospettare  non  esser  tampoco  la  voce 
Diofante  di  greca  indole  : ut  non  iinmerito  vocem  AtOipdyTTjt; 
ne  quidem  graecam  esse  suspicer . Su  di  che  interrogato  aven- 
do il  giudizio  deirinclito  mio  collega  ed  amico  Angelo  Maz- 
za, per  la  sublime  sua  poesia  sì  distinto,  e nella  greca  lin- 
gua sì  dotto,  ecco  le  sue  riflessioni;  Hiòc^ayTOQ^  non  AiO- 
cpdvTYji;  y pare  a chi  considera  in  radice  le  voci , che  lo  com- 
pongono, l’uscita  gramaticale  di  questo  nome.  Nè  muover  ci 
debbe , che  nelle  stampe  di  Snida  siasi  alla  prima  sostituita 
la  seconda  terminazione.  Per  ugual  modo  singolarizzasi  Sto- 
heo  leggendo  FiXcpdvTyjg  filosofo  pitagorico  da  Plutarco  pro^ 
piamente  appellato  PjX(^avTog . Con  tutto  ciò  io  non  oserei 
escludere  dalla  greca  nomenclazione  la  voce  ^LO(^dvTY^g , come 
fece  Bacheto,  il  quale  non  avendola  neppure  di  greco  conio, 
mostrò  di  non  si  ricordare  di  ^vxo(^dvTiqg , e di  lepotpdv- 
TY/Q  , che  sono  certamente  voci  grecissime  . Chi  sa  poi,  che  ^ at- 
tesa la  sublimità  dei  problemi  dell’aritmetico  di  Alessandria , 
non  si  abbia  voluto  denom.inarlo  Diofante  , il  divino  ( cioè 
eccellente  ) dimostratore  ? 

§.  IV.  Versa  la  seconda  disputa  sul  tempo  , in  cui  Dio- 
fanto fiorì.  Nel  suo  libro  de’  numeri  moltangoli  cita  egli 
Ipsicle;  ed  un  sol  matematico  di  questo  nome  ricordasi  tra’ 
greci,  alessandrino  pur  esso,  al  quale  i due  libri  attribui- 
sconsi  aggiunti  agli  Elementi  di  Euclide,  il  quartodecimo , 
ed  il  quintodecimo  . E nella  prefazione  al  quartodecimo  seri- 
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ve  l’autore,  che  venuto  eragli  alle  mani  il  lavoro  eli  Apol- 
lonio, prima  imperfetto,  poi  a maggiore  ampiezza  condotto; 
il  che  fornisce  argomento  di  riguardare  Ipsicle  qual  coeta- 
neo, o di  poco  posteriore  ad  Apollonio,  che  per  fede  di 
Eutocie  di  sua  geometrica  scienza  si  distinse , e splendette 
ai  tempi  di  Toloinmeo  Evergete , cioè  anni  dugento  e più 
avanti  l’era  cristiana  . É questo  dunque  un  verisimil  limite, 
alla  ricerca  del  tempo,  in  cui  visse  Diofanto.  Un  altro  non 
meno  verisimil  ne  segna  Snida  là  dove  dice , che  la  tanto 
famosa  ed  ammirata  Ipazia  ai  tempi  di  Arcadio , ed  Ono- 
rio, cioè  intorno  agli  anni  400  dalla  nascita  di  Cristo,  scris- 
se oltre  il  canone  astronomico,  e il  comento  nei  conici  di 
Apollonio,  un  comento  del  pari  in  Diofanto.  Snida  in  ve- 
rità non  dice , che  questo  Diofanto  fosse  aritmetico  ; che 
l’opera  da  Ipazia  comentata  aritmetica  spettasse  ; molto  me- 
no che  il  Diofanto  fosse  da  noi  conosciuto  , e su  l’opera  di 
lui  il  comento.  Ma  qual  altro  Diofanto  matematico,  di  cui 
resti  ricordanza  nella  storia  greca,  e quanto  insieme  degno 
di  una  tanta  donna,  come  Ipazia,  quegli,  del  qual  parlia- 
mo ? Qual  più  conveniente  scelta  a spicco  d’ingegno , e pro- 
va di  varia  scienza  che  il  lavoro  dell’astronomico  canone , 
il  dilucidamento  della  geometria  di  Apollonio , l’illustràzione 
deU’aritmetica  di  Diofanto?  Abbiamo  dunque  due  limiti, 
che  comprendono  lo  spazio  di  anni  600,  dai  200  avanti  ai 
400  dopo  la  cristiana  epoca,  entro  dei  quali  con  tutta  ve- 
risimiglianza  si  chiude  il  tempo,  in  cui  Diofanto  sparse  di 
suo  aritmetico  genio  il  lume.  Ma  lo  spazio  è assai  largo;  e 
in  qual  parte  di  esso  ebbe  Alessandria  la  sorte  di  produr- 
re Diofanto  ? Bombelli  nel  tratto  sopra  recato  francamente 
asserisce,  che  egli  visse  sotto  Antonino  Pio;  ma  non  citan- 
do di  si  franca  asserzion  fondamento , Bacheto  credesi  in  di- 
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ritto  di  rigettarla.  Ho  voluto  sapere,^ se  ve  ne  fosse  ne’ co- 
dici Vaticani  alcun  cenno;  ma  realmente  non  ve  ne  ha  al- 
cuno. Bacheto  pensa  piuttosto,  che  il  nostro  Diofanto  arit- 
metico sia  uno  stesso  con  quel  Diofanto  astrologo,  che  con- 
giuntamente al  medico  Ermogene  fece  Lucillio  soggetto  di 
suo  poetico  sale  in  un  epigramma,  che  Bacheto  medesimo 
traduce  in  latino  cosi  : 

Hermogenem  mediciim  monet  astrologus  Diophantus 
Vix  illuni  menses  vivere  posse  novem . 

Qui  ridens  y vide  j ait , quid  nobis  astra  minentur ; 
Iniminet  at  moneo  mors  in  opina  libi. 

Dixit , et  extendens  dextram  admovet  3 et  Diophantus 
Desperare  alium  dum  jubet  3 ipse  perit . 

Laonde  essendo  Lucilio  , per  quanto  congetturando  inferir 
si  può,  vissuto  circa  ai  tempi  di  Nerone,  reputa  quinci 
Bacheto  assai  probabile , che  in  quel  torno  stesso  di  tempi 
fiorito  sia  Diofanto  . Io  non  veggo  per  ogni  parte  del  discor- 
so che  congetture,  non  fornite  di  quella  solidità,  che  sa- 
rebbe a desiderarsi , e lascio  ad  altri  il  giudicare  , se  onor 
sia  per  Diofanto,  l’aritmetico  sì  prestante,  sì  assennato,  sì 
rispettabile,  l’essere  uno  stesso  con  quel  Diofanto  astrologo, 
impostore  indovino,  ludibrio  di  un  poeta.  Montucla  , det- 
to che  il  tempo,  in  cui  Diofanto  visse,  n'est  pas  connu  bien 
précisement  ^ prosegue,  suivant  Abulpharage  3 auqiiel  nous  re- 
courons  au  défaut  d’ autorités  grecques  ou  latines  3 il  fleurit  sous 
Vempéreur  Julien  3 ou  vers  Vannée  365  de  notre  ère.  Ce  té- 
moignage  3 à la  vérité , n’est  pas  entiérement  décisif  j mais  il 
est  du  moins  certain  que  Diophante  ne  fut  guere  postérieur  à 
ce  tenis;  car  la  savante  Hyj)atia  avoit  conimeli  té  son  ouvrage  3 
et  Von  sait  que  cette  fille  cèlebre  mourut  vers  le  commence- 
ment  da  cinquieme  siede  . Non  reca  Montucla  ragione  , per 
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cui  la  testimonianza  di  Abulfaragio  non  sia  decisiva.  Ma  in 
realtà,  lungi  dal  dover,  o potere  averla  in  conto  di  decisi- 
va, si  hanno  motivi  di  dubitare  del  suo  valore,  o piuttosto 
di  negarne  ad  essa  un  qualunque.  É giudizio  degli  eruditi, 
che  Abulfaragio  non  sia  buono  storico  ed  autorevole  che  in 
quella  parte,  che  risguarda  i saraceni,  i mogoli , e le  con- 
quiste di  Gengis-Kan.  Pocock  istesso,  il  traduttore  di  lui, 
per  riflesso  al  troppo  suo  discordare  nelle  greche  cose  e 
nelle  romane  dagli  scrittori  di  queste  nazioni  degni  di  tutta 
fede,  non  sapea  lasciarsi  indurre  alla  traduzione,  nè  la  in- 
traprese che  vinto  dagl’iterati  stimoli  del  Langhainio , il 
quale  però  confessava,  che  Abulfaragio  linguas  graecam  et 
latiiiam  non  callebat\  e questa  la  sorgente  era  stata  de’  suoi 
errori.  Il  perchè  non  è temerità,  ed  ingiusto  torto  ad 
Abulfaragio  il  credere,  che  confuso  egli  abbia  in.  uno  due 
Diofaiiti,  l’aritmetico,  e l’altro  maestro  di  eloquenza  a Liba- 
nio  favorito  oratore  di  Giuliano  apostata.  E non  è poi  stra- 
no, dopo  aver  posto  tra’  filosofi  sotto  questo  empio  impera- 
tore vissuti  Diofante,  l’udirlo  soggiugnere  cujus  liher  (cosi 
traduce  Pocock  ) quem  algehram  vocat  Celebris  est  ? Si  può 
mai  Diofanto  essere  sognato  di  chiamar*  arabicamente  alge- 
bra il  libro  suo?  Per  fine,  se  giusta  Bacheto  non  abbiasi  a 
conceder  peso  alla  franca  asserzione  di  Bombelli,  che  sotto 
l’impero  di  Antonino  Pio  collocò  Diofanto  , sol  perchè  non 
cita  egli  testimonio  veruno,  come  si  avrà  a prestar  creden- 
za ad  Abulfaragio,  che  niun  parimenti  ne  reca,  e altronde 
si  sa  essere  in  greca  storia  molto  imperfetto,  e dalla  veri- 
tà errar  sovente  lungi  ? Convien  però  dire  , che  siccome  Mon- 
tucla , COSI  prestata  gliel’abbia  Bernardino  Baldi , anzi  più 
piena  questi  ed  assoluta,  poiché  nella  sua  cronaca  de’  ma- 
tematici all’anno  365  ritarda  a parlar  di  Diofanto  senza  un 
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cenno , che  controverso  sia  il  tempo , in  cui  fiori . Ma  le  ri- 
flessioni esposte  mi  sembrano  bastanti  a provare  di  quanto 
poco  momento  stimar  debbasi  l’autorità  di  Abulfaragio  , an- 
zi che  esser  idonea  a far  base  ad  assoluta  definizione  . Io 
mi  appiglierei  all’asserzion  di  Bombelli,  persuadendomi,  che 
avesse  di  tanto  franca  asseveranza  fondamento  , quantunque 
non  lo  esprima  , se  in  altro  punto  non  trovassi  il  suo  rac- 
conto di  verità  mancante,  od  ai  Vaticani  codici  non  corri- 
spondente , siccome  con  imparzial  ingenuità  sarà  per  me  no- 
tato in  appresso.  Ben  pesate  adunque  le  cose  tutte,  nulla  io 
ardirei  pronunziare  sul  secolo,  in  cui  Diofanto  visse;  e penso, 
che  il  filosofico  riserbo  esigga  di  contenerci  a dire , che  ve- 
risimilmente  fiori  nel  corso  dei  sei  secoli  da  aoo  anni  pri- 
ma a 400  dopo  l’epoca  cristiana. 

§.  V.  Di  libri  tredici  composta  era  l’opera  di  Diofanto: 
il  dice  egli  stesso  al  fine  dell’undecima  ed  ultima  definizio- 
ne. Xilandro  scrive,  che  fama  era  al  suo  tempo  trovarsi  i 
tredici  libri  nella  Vaticana  biblioteca;  e narrando  Regio- 
montano di  aver  in  italiane  biblioteche  veduto  l’opera  di 
Diofanto,  conghiettura  Xilandro,  che  tutti  quei  tredici  li- 
bri appunto,  che  nella  Vaticana  dicevansi  esistere,  abbia 
veduti  : Sane  tredecim  libri  arithmeticae  Diophanti  ah  aliis 
perhibentur  exstare  in  bibliotheca  Vaticana:  quos  Regiomonta- 
nus  viderit . Questo  viderit  è un  modo  meramente  conghiet- 
turale,  non  mai  un  modo  affermativo,  come  l’usato  di  poi 
da  Bacheto:  Regiomontanus  tredecim  Diophanti  libros  se  ali- 
cubi vidisse  asseverai.  Moreri , e Sabathier,  da  lui  copiando 
l’articolo  Diophante.,  dicono  raccontarsi  da  Bombelli  parimen- 
ti, che  tredici  libri  di  Diofanto  gli  erano  stati  mostrati  nel- 
la Vaticana  biblioteca:  ciò  che  è falsissimo,  notando  espres- 
samente Bombelli,  che  sette  erano  soltanto:  leggi  il  tratto 
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nel  §.  il  da  me  trascritto . Il  Cardinal  Perronio  nativo  di  Ber- 
na, vescovo  di  Eureux,  nelle  matematiche  erudito  asserì 
più  d’una  volta  a Bacheto,  come  questi  riferisce,  che  dei 
tredici  interi  libri  era  ricco  il  codice  da  lui  posseduto,  e 
dato  ad  im prestito  al  suo  compatriotta  Guglielmo  Gosseli- 
no , che  proposto  crasi  di  comentarlo  ; ma  dalla  peste  assa- 
lito peri  , seco  traendo  nella  sciagura  il  codice  indarno  ri- 
cercato appresso  degli  eredi  di  lui.  Veniamo  al  fatto  dei 
codici  Vaticani.  Niuno  ve  n’ha,  che  contenga  l’opera  di 
Diofanto  perfetta , ma  solo  tanto  , quanto  è in  luce  ; con  la 
sola  differenza,  che  nel  codice  sotto  il  num.  200  i sei  libri  . 
delle  quistioni  aritmetiche  stanno  divisi  in  sette,  ai  quali 
succede  il  libro  sopra  i numeri  moltangoli , non  altrimenti 
che  nelle  stampe  ai  sei.  Nulla  più  per  testimonianza  del 
Salmazio  citata  da  Bacheto  trovasi  nel  codice  Palatino.  La- 
onde raccogliendo,  e questo  e il  codice  del  polacco  starosta 
Sbardellato,  sul  quale  Xilandro  lavorò  il  suo  cemento,  e il 
codice  pubblico  di  Parigi,  di  cui  Bacheto  si  valse  per  il  suo, 
e i codici  Vaticani  concordano  in  essere  ugualmente  tutti  man- 
canti e scemi.  Nè  ciò  solo,  ma  avendosi  Bacheto  medesimo 
per  mezzo  del  Sirmondo  procurata  del  Vaticano  codice,  non 
so  di  quale , in  parte  copia  , e fatto  avendo  di  tutti  con- 
fronto, assicura  di  avervi  scorto  una  concordia  in  tutti  sven- 
turatamente SI  grande  nella  replica  di  alcune  quistioni,  nel 
traslocamento  di  altre,  nella  corruzione  de’  sentimenti,  che 
non  dubitò  essere  tutti  dallo  stesso  viziato  fonte,  cioè  esem- 
plare, scaturiti.  Da  tal  fonte  non  poteva  essere  uscito,  nè 
per  conseguenza  della  sua  impurezza  partecipe  il  codice  del 
cardinale  Perronio,  se  era  qual  egli  lo  vantava:  doveva 
esso  dunque  essere  ben  singolare  . Quanto  alle  ripetizioni  , 
al  disordinato  situamento  delle  quistioni  neiraritmetica  di 
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DiofanCo , ho  già  nel  §.  IV  del  capo  superiore  il  pensier 
recato  di  Bacheto,  che  Taritmetica  stessa  qual  noi  rabbia- 
ino  , anziché  il  genuino  lavoro  di  Diofanto , altro  non  sia 
che  la  fatica  di  uno  sciolo  compilator  perverso  . Se  ciò  sia 
vero , la  compilazion  perversa  debbe  essere  antica  , ed  aver 
preceduti  gli  scolj  , che  ai  due  primi  libri  veggonsi  inseri- 
ti . Non  si  scorge  nè  in  fronte  , nè  in  alcuna  parte  di  que- 
sti scolj  il  nome  del  loro  autore.  Xilandro  tuttavia  dice, 
che  sin  d’allora  credevansi  di  Massimo  Pianude  , e soggiu- 
gne , che  ciò  rendevasi  a lui  vie  più  probabile,  perchè  il 
codice  5 che  avea  per  le  mani  , teneva  una  giunta  di  cose 
logistiche  sotto  il  nome  espresso  di  quel  greco  monaco . Ma 
qual  era  il  fondamento  di  quella  credenza  sin  dal-  primo 
tempo,  che  volta  si  era  a Diofanto  la  considerazione,  ed 
innanzi  pure,  che  Xilandro  lo  cementasse?  Io  non  preten- 
derò che  fosse  assolutamente  quello,  che  son  per  esporre, 
ma  dirò,  che  il  potè  essere.  Nella  Vaticana  biblioteca  tro- 
vasi sotto  il  num.  ii6  un  codice  in  carta  bombicina  del  se- 
colo XIV,  il  quale  contiene  separatamente  dall’opera  di  Dio- 
fanto gli  scolj  col  nome  in  fronte  di  Pianude.  Poiché  co- 
stui fu  greco , e visse  intorno  la  metà  del  secolo  xiil , e 
poiché  gli  scolj  suoi  ai  due  primi  libri  tali  li  suppongono, 
quali  noi  gli  abbiamo , giusta  conseguenza  pare , che , se 
fu  Diofanto  non  solo  da  ignoranti  e negligenti  copisti  vizia- 
to nel  dire,  ma  da  temerario  compilatore  travolto,  e sostan- 
zialmente corrotto,  nella  Grecia  sua  stessa,  prima  che  all’ 
Italia  nostra  tragittasse,  soffrì  l’ingiuria. 

§.  VI.  Ad  onta  delle  sofferte  ingiurie  tal  è la  luce  , che 
per  l’opera  di  Diofanto  balena  , che  a sè  trasse  , e fissò  lo 
sguardo  de’  migliori  aritmetici  , e fu  stimata  meritar  le  cu- 
re della  più  penosa  interpretazione  . Ho  già  sparsamente  no- 
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minate  in  massima  parte  le  persone  , che  alFutil  fatica  si 
accinsero , nè  altro  debbo  or  fare  che  schierarle  con  ordi- 
ne de’  tempi,  interponendovi,  od  aggiungendovi  di  seguito 
quelle,  che  sin  qui  il  discorso  non  portò  di  nominare.  La 
celebre  Ipazia  contasi  per  la  prima  in  tessere  a Diofanto 
coineuto,  e la  più  fortunata^  che  intero  avendo  e sano  il 
lavoro  dell’autore,  più  agevole  le  riusciva  ciò,  a che  unica- 
mente doveva  intender  lo  ingegno , cioè  a raggiugnere  le 
elevate  idee  di  lui,  a svolgere  i sottili  suoi  artifizj  , a sup- 
plire quei  passi  intermedj , che  sogliono  i sublimi  autori 
scrivendo  trasvolare,  mal  misurando  dalla  perspicacia  e ra- 
pidità dell’intelletto  loro  la  chiarezza  dell’esposizione  dei  con- 
cetti di  esso,  e la  facilità  di  comprenderli.  Abulfaragio  se- 
gna all’anno  348  dell’egira,  che  corrisponde  all’anno  nostro 
969  , una  interpretazion  araba  di  Diofanto  fatta  per  Moa- 
mad  Al-Buziani  e regione  Nisahuri.  Il  greco  Pianude  fu  il 
terzo  all’impresa  ; ma  non  la  condusse  che  al  line  del  libro 
secondo , e cosi  infelicemente , che  Bacheto  non  dubitò  di 
chiamare  gli  scolj  di  lui  miras  graeculi  ineptias , nella  lettu- 
ra delle  quali  sarebbe  perdere  l’olio  e l’opera . Succedet- 
tero Bombelli  bolognese , e Pazzi  reggiano  ; e ben  a doler 
bassi  l’Italia , che  le  avversità  ad  essi  sopravvenute  tolto  le 
abbia  la  gloria  di  essere  in  queste  europee  regioni  la  pri- 
ma a produrre  una  versione,  ed  illustrazion  di  Diofanto. 
Ma  Bombelli  trasfuse  tutte  le  quistioni  dei  quattro  primi 
libri,  e non  poche  del  quinto  nell’opera  sua,  e si  fece  lu- 
me, e guida  per  intender  Diofanto;  e Bacheto  medesimo 
confessa  di  essersene  molto  giovato  ad  emendar  la  traduzion 
di  Xilandro.  Oltre  che  però  ommette  Bacheto  di  far  memo- 
ria della  versione,  che  Bombelli  in  un  col  Pazzi  intrapresa 
avea  , e su  cinque  libri  già  eseguita,  falla  egli  in  dire,  che 
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non  lungo  intervallo  di  tempo  dopo  Xilandro,  Bombelli 
avuta  la  sorte  di  vedere  nella  Vaticana  biblioteca  il  codi- 
ce di  Diofanto , delle  quistioni  di  questo , ingemmò  l’opera 
sua.  Bombelli  diede  in  luce  la  sua  Algebra  nell’anno  1572, 
e la  prima  di  lui  intenzione  e cura  non  era  già  stata  d’in- 
nestare ad  essa  alcune  delle  cose  di  Diofanto,  ma  si  di  por- 
gere al  mondo  tradotto  l’intero  codice . Per  altra  parte  Xi- 
landro ci  racconta  egli  stesso,  che  nell’ottobre  del  1571  gli 
fu  mostrato  in  Wittemberga  il  codice  posseduto  dallo  Sbar- 
dellato,  e l’anno  1675  nè  pubblicò  la  traduzione.  Vieta,  co- 
me Bombelli,  arricchì  delle  finezze  di  Diofanto  la  sua  Lo- 
gistica speciosa^  scegliendo  le  più  belle  quistioni  , e dei  ca- 
noni da  esse  tratti  componendo  i sottili  suoi  libri  de’  Zete- 
tici ; ma  non  si  arrischiò  all’impresa  di  restituir  interamen- 
te i sette  libri  , che  ci  rimangono,  di  Diofanto  alla  purità 
loro;  e Bacheto,  sebben  lo  esalti  per  uomo  sommo,  princi- 
pe de’  matematici  di  que’  tempi,  e vanto  della  Francia  pre- 
cipuo , quo  se  praecipue  mea  Gallia  jactat  alumno , pensa 
tuttavia,  che  noi  facesse  disperando  di  riuscirvi.  Fu  di  mag- 
gior coraggio  Bacheto  medesimo:  si  pose  all’arduo  cimento, 
e non  lasciò  studio,  meditazione,  conato  di  suo  ingegno  per 
castigar  la  traduzion  di  Xilandro,  per  correggere  le  torte 
interpretazioni  ed  i falsi  calcoli  , per  determinare  le  ambi- 
gue frasi,  e dilucidar  le  oscure,  per  riempiere  le  lacune 
del  testo,  e sanarne  i tratti  corrotti,  per  penetrar  nelle  più 
nascoste  cause,  e spiegar  i sintomi  varj  delle  operazioni  di 
Diofanto,  scorgere  i supposti  porismi , comprendere  gli  arti- 
fizj  . A sentir  ebbe  talvolta  minore  all’uopo  e al  desio  il 
suo  acume,  non  potendo  giugnere  nè  a rimetter  qualche 
passo  troppo  depravato,  nè  a dimostrare  in  generale  qual- 
che verità  da  Diofanto  usata;  onde  lasciò  campo  ad  eser- 
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citarsi  al  gran  Fermat,  il  quale  poi  nello  scorrerlo  altri  ne 
aprì  più  vasti  ed  ardui  ai  sublimi  ingegni  del  Beguelin , 
deU’Eulero,  e del  La  Grange.  Stevino,  considerando  la  mo- 
struosa sconcezza  di  una  versione  di  parola  in  parola  del 
testo  viziato  di  Diofanto , stimando  per  altra  parte  cosa  più 
bella  l’aggiugnere  al  suo  trattato  di  aritmetica  ed  algebra  le 
quistioni  diofantee  della  stessa  forma  vestite  che  le  antece- 
denti 5 fece  in  suo  linguaggio  fiammingo  una  libera  versio- 
ne dei  quattro  primi  libri,  che  pubblicò  Tanno  i6o5,  e che 
l’olandese  Alberto  Girard  tradusse  in  cattivo  francese,  e 
compì  con  una  simil  versione  dei  libri  quinto  e sesto , e 
nel  corso  intero  delle  opere  di  lui  diede  in  luce  Tanno  1634. 
Quantunque  Stevino,  e Girard  dicano  di  tradur  liberamen- 
te, si  può  dir  piuttosto,  che,  colto  il  senso,  non  facciano 
che  presentar  compendiosamente  lo  spirito  delle  quistioni  di 
Diofanto.  Scrive  il  Leibnizio  nella  seconda  sua  lettera  alT 
Oldemburgo , che  TOzanam  mostrato  gli  avea  il  suo  Dio- 
fanto recato  ai  simboli  algebraici , che  dovea  esser  ben  pre- 
sto commesso  al  torchio , con  l’arricchimento  di  molte  qui- 
stioni ommesse  da  Diofanto  e da  Bacheto,  e con  l’addizio- 
ne di  un  settimo  libro  di  quistioni  paralipomene,  cioè  lascia- 
te. E soggiugne  Leibnizio  ad  Oldemburgo  scrivergli  tal  co- 
sa per  aver  inteso  essere  anche  là  ov’egli  dimorava , in  Lon- 
dra, per  uscire,  od  esser  uscito  un  Diofanto  simbolico;  lo 
che  crede  il  Dutens  editore  delle  opere  di  Leibniz,  che  al 
Kersei  vada  riferito.  Singoiar  talento  venne  al  Billy  di 
trasformare  in  geometra  l’aritmetico  Diofanto  , costruendo  in 
geometriche  figure,  e con  geometrici  principi  dimostrando  le 
quistioni  tutte  di  lui,  che  ne  sono  capaci,  ed  altre  simili 
di  sua  invenzion  aggiugnendone  : onde  le  due  operette  Dio- 
phantus  geometra  — Diophantus  geometra  promotus . Ecco  la 
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induce  in  inganno  il  suo  leggitore  scrivendo:  Il  ne  noiis  reste 
des  treize  livres  des  questions  arithmétiques  de  Diophante  que 
les  six  premiers  avec  des  notes  du  moine  Pianude  ^ senza  di- 
stinguer che  sono  i due  soli  primi  i corredati  di  queste  no- 
te. Proseguendo  a dire:  Ils  sont  ordinairement  suivi  d’un 
septieme , qui  prohablement  étoit  autrefois  le  treizieme  : Dio- 
phante y traite  des  nombres  polygones  d’une  maniere  très-sa- 
vante:  reca  con  cpieW ordinairement  una  qualche  eccezione  su 
ciò  che  è universale  ne’  codici . Nel  soggiugnere  : Lorsque 
Diophante  fut  troiivé  dans  la  bibliothéque  Vaticane  vers  le  mi- 
lieu du  seizieine  siede,  Xilander  le  traduisit , et  le  commen- 
ta^ fa  credere  sino  allora  sempre  sconosciuto  in  Italia,  ed 
in  qualunque  di  queste  occidentali  parti  di  Europa  l’opera 
di  Diofanto,  e sul  Vaticano  codice  lavorata  la  versione,  ed 
il  cemento  di  Xilandro  ; cose  che  non  son  vere.  Non  una 
parola  appresso  Montucla  della  traduzion  intrapresa  dal  Bom- 
helli  in  un  col  Pazzi , e del  benefizio  agli  analisti  da  Bora- 
belli prestato  con  trasportare  almeno  nella  sua  algebra  il 
tesoro  di  massima  parte  delle  diofantee  quistioni,  rendendo- 
sene COSI  il  primo  maestro;  ninna  della  libera  compendiosa 
versione  dello  Stevino  e del  Girard;  ninna  della  forma  sim- 
bolica, sotto  la  quale  apparecchiato  avea  di  produrle  l’Oza- 
nam  ; ninna  della  forma  geometrica  data  lor  dal  Billy.  E se 
gli  sfu2;giron  queste  notizie,  non  è maraviglia  che  gli  sfug- 
gisse quella  del  comento  di  Moamad  Al-Buziani  . 

§.  VII.  Ma  questi  sbaglj  o difetti  di  Montucla,  che  non 
riguardano  l’opera  di  Diofanto  che  estrinsecamente , dir  si 
possono  leggieri  a confronto  di  quello,  che,  toccando  intrin- 
secamente l’analisi  di  lui,  è essenziale,  e quanto  più  grave, 
tanto  più  inescusabile.  Ecco  intero  il  passo  di  Montucla: 
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Vouvrage.  en  question  ( di  Diofanto  ) nous  apprend  qiie  Val- 
gebre  ancienne  s’éleva  du  moins  jusqu’aux  équations  du  second 
degré.  Car  quoique  Varithméticien  grec  n’en  resolve  aiicune  de 
celie  espece  i il  promet  (defìn.  xT  ) d’enseigner  àie  faire  dans 
un  autre  écrit  ; et  d’ailleurs  les  limitations  qu’il  met  quelque- 
fois  à certaines  problérnes , montrent  clairement  qu’il  connois- 
soit  la  formule  de  ces  équations . Io  non  posso  giugnere  a 
comprendere  come  abbia  potuto  Montucla  ciò  scrivere,  mas- 
simamente citando  la  definizione  xl  di  Diofanto,  nel  cemen- 
to alla  quale  Baclieto  previene  cosi  : Equidem  regulis  simpli- 
cibus  (^cum  scilicet  una  species  uni  speciei  aequatur^  in  tri- 
bus  prioribus  libris  Diophantus  utitur ; in  sequentibus  vero  ad 
compositas  etiam  non  nunquam  devolvitur . E che  son  queste 
regole  composte,  se  non  le  regole  spettanti  lo  scioglimento 
delle  equazioni  di  secondo  grado  di  tre  spezie  composte , del- 
la quantità  ignota,  del  suo  quadrato,  del  numero  dato?  Nel 
cemento  alla  quistione  xxxiiT  del  libro  I ecco  distender 
Bacheto  le  composte  regole  dalle  quistioni  di  Diofanto  mede- 
sime raccolte,  ed  eccolo  nel  cemento  alla  quistione  xxxiil 
del  libro  iv  avvertire  Hic  Diophantus  ad  regulas  compositas 
devolvitur'^  e replicar  l’avviso  nel  cemento  alla  quistion  vi 
del  libro  vi.  Nè  le  due  già  accennate  sono  le  sole  quistio- 
ni, nelle  quali  Diofanto  sciolga  equazioni  di  secondo  grado. 
Seguilo  un  po’  attentamente,  e lo  vedrai  far  lo  stesso  nelle 
quistioni  xxiil  e XLV  del  libro  iv,  nelle  xiil  e xxxiil  del 
V,  nelle  vi,  vii,  vili,  ix,  x , xl  e xxiv  del  vi;  e non 
dar  no  sempre  i soli  proventi  dello  scioglimento;  ma  talvol- 
ta tutti  segnarne  i tratti,  come  nella  xlv  del  libro  iv , e 
nella  xiil  del  v.  E come,  Dio  buono,  potè  tutto  ciò  ru- 
barsi all’occhio  di  Montucla!  E come  potè  all’incontro  nella 
definizione  xl  vedere  ciò  che  non  vi  ha , la  promessa  vale 
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dir  di  un  altro  scritto , in  cui  Diofanto  lo  scioglimento  del- 
le equazioni  di  secondo  grado  insegnato  avrebbe?  Diofanto 
non  dice  di  ciò  fare  in  altro  scritto,  ma  posterius , e lo  fa , 
non  con  distinto  trattato,  ma  all’occorrenza  succintamente. 
Che  se  Bacheto  medesimo  nel  suo  comento  ad  essa  defini- 
zione scrisse  : Curri  Diophantus  hic  polliceatur  se  daturum  re- 
gni as  ^ quomodo  explicetur  quaestio  3 cum  duae  species  uni  ae- 
quales  reperiuntur  3 in  ejus  lihris  3 qui  extant 3 hu]u smodi  re gu- 
lae  non  continentur  3 ita  ut  videatur  regulas  omnes  algebrae 
quas  vocant  3 supposuisse  ut  potè  notas  (^nam  iis  passim  iititur 
in  iis  libris'j  vel  alio  opere  edito 3 qui  ad  nos  minime  pervenit , 
eas  tradidisse  : se  Bacheto  cosi  scrisse , non  altra  può  essere 
stata  sua  mente , fuorché  non  trovarsi  nei  libri  , che  ci  re- 
stano, di  Diofanto  una  dottrina  di  proposito,  estesa,  piena 
delle  regole  dell’algebra  , e spezialmente  delle  regole  com- 
poste riguardanti  le  equazioni  di  secondo  grado;  altrimenti 
Bacheto,  oltre  contraddire  al  fatto,  sarebbe  poi  caduto  in 
contraddizion  seco  stesso  in  confrontare  nel  suo  comento  al- 
la quistion  xxxiil  del  libro  I con  le  regole  composte  del 
Nugnez,  e con  quelle  a’  suoi  giorni  comuni  le  regole  com- 
poste ex  Diophanto . Sebbene  poi  Montucla  nell’asserir,  che 
D iofanto  ninna  equazione  di  secondo  grado  non  risolve,  in- 
teso non  abbia  di  ciò  dire  delle  equazioni  pure , aperta- 
mente a ciò  opponendosi  la  definizione  xl,  ma  solo  delle 
equazioni  affette;  ciononostante  fu  senza  dubbio  il  parlar 
di  lui  preso  in  assoluto  senso,  ed  in  tutta  ampiezza,  che 
trasse  un  altro  celebre  storico  ad  espressamente  scrivere , 
la  dottrina  di  Diofanto  versar  soltanto  su  le  equazioni  di 
primo  grado.  L’analisi  di  Diofanto  arrestata  sarebbesi  in 
troppo  umil  luogo,  se  ciò  fosse  vero.  Si  potrebbe  piuttosto 
dire  esser  Diofanto  salito  a toccare  le  equazioni  complete 
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di  terzo  grado  ; poiché  nella  quistione  xix  del  libro  vi  tro- 
vasi l’equazione  -f-ac  = 4x*-H4;  e Bacheto  nota:  Hoc  sa' 
ne  loco  dei>olvimur  in  aequationem  complexem  j in  qua  dune 
species  duabus  speciehus  aequales  sunt . Nec  vero  sciri  potest 
qua  catione  hujusmodi  aequationem  resolvat  Diophantus  3 cum 
in  libris  ejus  qui  extant  nusqiiam  id  docuerit . Certe  regala  ge~ 
neralis  et  perfecta  hactenus  ignoratur.  P articularis  aiitem  quae 
in  hoc  casa  locum  liabet  traditur  a multis.  La  deriva  Bache- 
to dalla  proporzione  x’ : x’ : : x : i , dalla  quale,  sommando  gli 
antecedenti  ed  i conseguenti,  si  ha  x*  -t- x ; x’  1 : : x : i , ed 
X*  -f-  X • 4 x’  -f-  4 : : X : 4 : onde  essendo  per  supposto  x’  -1-  x = 
4xH-4,  ne  segue  essere  x = 4.  Ma  senza  questo  indiretto 
giro  vedesi  a colpo  d’occhio,  che  dividendo  per  x" -h  i am- 
bi i membri  dell’equazione  x*  H- x = 4 x’ -t- 4,  rimane  x=:4; 
e tale  non  dubito  io  essere  stata  la  spedita  via  tenuta  da 
Diofanto  , e della  quale,  appunto  perchè  naturalissima,  e 
tosto  da  sé  stessa  offerentesi , credette  egli  essere  superfluo  far 
parola  : cosicché  reca  stupore , che  Bacheto  , il  quale  seppe 
spignere  perspicace  l’occhio  in  tanti  cupi  di  Diofanto  , non 
abbia  veduto  in  si  aprico  , giugnendo  a scrivere  non  po- 
tersi indovinare  di  qual  modo  sia  stata  da  lui  sciolta  quell’ 
equazione.  Ritornerò  in  altro  luogo  opportunamente  su  que- 
sto passo  di  Bacheto.  Proseguendo  a dire  del  grado,  a cui 
Diofanto  nell’analisi  sollevossi  , non  tralascierò  di  notare 
l’opinione,  di  cui  fu  tentato  Bombelli , che  nelli  sei  libri  cioè 
dal  tempo,  di  tutto  distruggitore,  rapitici,  si  avanzasse  egli 
a sciogliere  l’equazione  x^-{-px=:q,  parendogli,  che  nei 
libri  rimastici,  con  proporsi  di  trovar  via  via  numeri  qua- 
drati , ai  quali  aggiunto  un  qualche  numero  restino  quadra- 
ti, cammini  una  strada  a quell’intento.  Egli  è di  fatto  pro- 
cedendo su  queste  tracce  di  Diofanto,  che  Vieta  deprime 
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Fesposta  equazione  di  grado  quarto  ad  una  di  secondo.  Sic- 
come però  ciò  non  si  effettua  che  mediante  una  cubica 
mancante  di  secondo  termine;  cosi  il  pensiero  sorto  in  ani- 
mo a Bombelli  importerebbe,  che  Diofanto  nei  libri  perdu- 
ti costituito  avesse  la  regola  di  sciogliere  questa  sorta  di 
equazioni  cubiche  prima  d’innoltrarsi  allo  scioglimento  di 
quella  equazione  di  quarto  grado.  Guardiamoci  ugualmente 
e dal  troppo  umiliare,  sino  aH’infimo  grado  abbassandola  , e 
dall’innalzar  troppo  l’analisi  di  Diofanto . Ciò  che  è certo 
si  è,  che  egli  sciolse  le  equazioni  complete  di  secondo  gra- 
do, che  toccò  con  un  semplicissimo  caso  alle  complete  di 
terzo,  e che  a questo  grado  non  limitossi  rispetto  alle  equa- 
zioni pare  . S’incontra  qualche  equazione  pura  di  grado  quar- 
to sciolta  nei  libri  che  abbiamo,  e la  via,  che  si  apre  nel- 
le definizioni  iv , vii,  vili  e xT , tende  più  alto.  Nelle  iv, 
vii  , vili  descrive  la  genesi  delle  podestà  di  quel  che  con 
singolarità  egli  chiama  numero  , cioè  l’incognito  , e ne  segna 
la  scala  sino  alla  6.®,  primamente  considerando  esso  nume- 
ro in  assoluto  stato,  poi  in  quello  di  denominator  a frazio- 
ne di  dato  numeratore;  e nella  definizione  xl  parla  senza 
ristringimento  delle  equazioni  a due  spezie.  A proposito  di 
essa  scala  io  debbo  per  il  confronto  , che  in  seguito  occor- 
rerà di  fare,  avvertire  il  tenore  di  Diofanto  nei  denominar- 
ne i gradi . La  sua  regola  è di  considerare  ogni  grado  su- 
periore siccome  il  prodotto  di  due  inferiori,  scegliendo  i due 
più  prossimi  fra  loro,  qualora  varj  binari  posson  produrlo; 
e dai  nomi  loro  il  nome  di  quello  compone.  Quinci  chiama 
egli  quadrato-cubo  il  quinto  grado,  e cubo-cubo  il  sesto. 
Non  disse  pertanto  esatto  Montucla  in  dire  , che  per  Dio- 
fanto chaque  puissance  est  dénommée  par  les  deux  inférieu- 
res , doni  elle  est  le  produit  ; poiché  Diofanto  stesso  nella 
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definizion  iv  avverte,  che  anche  la  moltiplica  del  quadra- 
to nel  quadrato-quadrato  genera  il  sesto  grado  , niente  me- 
no che  la  moltiplica  del  cubo  con  il  cubo;  e cionullaostau- 
te  a questa  genesi  si  appiglia,  e di  qui  la  denominazione 
ne  trae  . 

§.  Vili.  Ciò  tuttavia  che  di  gloria  cigue  Diofanto  , non 
è il  grado  delle  equazioni  che  sioglie,  ma  la  sottilità  sua 
analitica  in  quel  genere  di  quistioni  semideterminate,  che 
ad  onore  immortale  di  lui  si  cXnniWSkno  diofantee . Qual  linez- 
za  di  principj  , qual  industria  di  artifizj  , qual  avvedutezza 
nelle  posizioni  , qual  destrezza  di  ripieghi  alle  difficoltà 
che  gli  si  affacciano  , quale  maestria  nella  condotta  di  tut- 
to il  calcolo  per  giugner  là  ove  vuole  a risoluzioni  in  nu- 
meri razionali  insieme  e positivi!  Sì,  Diofanto  non  era  giun- 
to a formarsi  concetto  dei  numeri  negativi,  e delle  risolu- 
zioni per  essi  ; non  riguardava  sciolto  un  problema  , se  non 
per  Tinvenzione  di  numeri  positivi . Per  ciò  le  quistioni  di 
Diofanto,  oltre  alla  condizione  esplicita^  che  non  potea  non 
colpir  gli  occhi  di  ogni  leggitore  , della  fuga  dei  valori  ir- 
razionali , ad  un’altra  astretti  sono  implicita , non  avvertita 
da  Montucla  nella  sua  Storia^  nè  dall’Alembert  nella  Enci- 
clopedia articolo  Diophante  ^ della  fuga  dei  valori  negativi. 
Laonde  esse  quistioni  presentate  non  furono  nell’intero  loro 
aspetto,  nell’arduità  lor  tutta,  nel  pieno  lor  merito;  poi- 
cliè  non  -vi  avrà  chi  or  non  intenda,  che  la  fuga  dei  valo- 
ri negativi  unitamente  alla  fuga  degl’irrazionali  valori  era 
un  vincolo,  che  ad  un  altro  annodavasi,  ed  obbligava  Dio- 
funto  a delle  antivedenze  , e industrie  particolari.  Ma  è ap- 
punto raccorgimento  nel  primo  divisare , ed  esprimere  su 
le  quantità  cercate  , ed  in  ogni  nuovo  assumere  nel  giro  del 
calcolo,  si,  che  termini  a numeri  congiuntamente  positivi, 
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e razionali,  e tra  via  il  meno  possibile  si  componga,  s’in- 
volga, s’innalzi;  si,  che  in  una  parola  risplendavi  per  ogni 
lato  la  più  elegante  semplicità:  è tale  accorgimento,  io  di- 
co, ciò  che  in  ispezial  modo  la  perspicacia  di  Diofanto  ma- 
nifesta, e la  lode  forma  di  lui  più  grande;  ma  ciò  insieme, 
che  nei  libri  di  lui  stessi  è mestieri  contemplare , essendo 
Si  varie  ai  varj  bisogni  le  sottili  maniere , che  impossibil 
sarebbe  senza  un  numero  troppo  moltiplicato  di  esempj  dar- 
ne un’idea  un  po’  sufficiente.  Che  se  tal  sia  la  quistione , 
che  al  suo  ingegno  contrasti  il  portarsi  direttamente  al  suo 
scopo,  bello  è il  vederlo  andarvi  indirettamente  con  posi- 
zioni arbitrarie,  prevalendosi  dello  stesso  falso  lor  provento 
per  giugnere  al  provento  desiderato,  con  un’arte,  che  parte- 
cipa insieme  dell’arte  della  falsa  posizione^  e della  regola 
del  modo  insegnata  da  Cardano  nel  capo  xxix  della  sua 
Arte  magna , e da  me  in  succinto  esposta  al  §.  vii  del  ca- 
po superiore.  Ecco  in  un  esempio  la  dichiarazione  di  tal 
arte  di  Diofanto.  Trovare  tre  quadrati,  che  quadrati  di 
nuovo  compongano  insieme  un  cjuadrato  : è la  quistion  xxxil 
del  libro  v.  Suppongasi  il  primo  de’  quadrati  x’,  il  secon- 
do 4,  il  terzo  9:  sarà  la  somma  dei  nuovi  quadrati  loro 
= -h  16-4-81  = x'*  -H  97,  che  facciasi  = ^ x’  — i o )’  = x'^ — 

3 

20x‘-hioo;  onde  07  = — 2oa*-hioo,  20x'*=3,  x’  = — . 
E sarebbe  x razionale , se  fosse  8:20  in  ragion  di  quadrato 
a quadrato.  Ma  donde  vien  3,  donde  20?  Il  20  è il  doppio 
del  IO  detratto  arbitrariamente  da  x‘  nell’assunto  quadrato 
(x’ — lo),  ed  il  3 è l’eccesso  del  quadrato  io*  sopra  l’aggrega- 
to 97  dei  due  quadrati  16,  81  degli  arbitrar]  numerici  qua- 
drati 4,  9 da  principio  assunti.  Ad  ottener  dunque  l’inten- 
to, che  X esca  razionale,  trattasi  di  trovare  in  luogo  degli 
assunti  quadrati  4,  9,  e dellassunto  numero  io  due  qua- 
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drati  y'  ■)  z*?  ed  un  numero  n,  cosicché  sia  n — 
in  ragion  di  quadrato  a quadrato . Conservando  l’assunto 
(juadrato  4 , ossia  ponendo  ?/*  = 4 , si  pigli  « = z”  -f-  4 : sa- 
rà n — ( -h  ) = 2“^  H-  8 -h-  ! 6 — 16  — z'^  = 8 z*  ; 2 « == 

2 z’  -H  8 ; n — ( z^)  : 2 : ; 8 z*  ; 2 z’  -h  8 : 4 z“  : z“  -i-  4 ; la 

qual  ultima  ragione  , e per  conseguenza  la  prima , sarà  di 
quadrato  a quadrato,  se  come  è quadrato  4 cosi  lo  sia 
2.* -4-4.  Si  renda  dunque  quadrato  ^*-+--4,  ponendo  z'H-4  = 
^z-f-i)*=z*-h2Z-Hi;  donde  z=-^;  si  avrà  quinci  z’= 

^ n-=.—  oltre  ad  7/*  = 4-  Con  questi  numeri  ritornando  da 

4 ’ 4 

capo  si  scioglierà  il  problema  determinando  x . Ma  ugual- 
mente si  risolverà  prendendo  i quadrupli  loro  9,  16,  26; 
e così  ama  di  fare  Diofanto . Preso  dunque  per  primo  dei 
desiderati  quadrati  jc*  , per  secondo  16,  per  terzo  9,  sarà 
quadrando  essi  medesimi,  e sommando,  da  ren- 

dersi quadrata  con  porla  =^x*  — aSj’;  e ne  verrà  da  que- 
sta equazione  337  = — 5ox‘-4-  625  , x*=^z=,  che  è ra- 
gione di  quadrato  a quadrato  riducendosi  a ^ ; onde  x = ^ , 
Frequente  è appresso  Diofanto  nelle  sue  semideterminate 
quistioni  l’uso  di  tal  arte  . La  semideterminata  analisi , quan- 
tunque oggetto , anzi  di  curiosa  specolazione  che  di  util 
pratica , fu  coltivata  da  molti , segnalatamente , oltre  ai  tra- 
duttori ed  interpreti  di  Diofanto  nel  §.  VI  di  già  nominati, 
dal  Frenicle,  dal  Prestet  dal  Peli.  Ma  quelli  che  propia- 
mente Tacerebbero , e l’arricchirono  furono  Bacheto , Fer- 
mat,  Eulero,  la  Grange.  Bacheto  dir  si  può,  che  al  ra- 
mo diofanteo,  consistente  nella  condizione  dei  numeri  razio- 
nali , un  nuovo  ne  aggiugnesse  , quello  per  la  condizion  li- 
mitato dei  numeri  interi . Fermat  aggrandì , estese  il  ramo 
diofanteo.  Eulero,  e la  Grange  ornarono  di  belle  sottili 
invenzioni , ed  a sistema  ben  ordinato  composero  i due  rami. 
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§.  IX.  Sebbene  poi  nelle  seraideterminate  quistioni  sia  , 
ove  più  si  occupò , e maggiormente  spicca  l’ingegno  di  Dio- 
fanto,  non  son  però  le  sole  da  lui  trattate,  come  asserisce 
Vincenzo  Riccati  nella  storica  prefazione  ai  tre  volumi  del- 
le sue  analitiche  istituzioni:  De  probi ematihiis  determinatisi 
quae  resolutis  aequationibas  dignoscuntur , nihil  omnino  Dio- 
phantus  agit  duntaxat  de  eo  problematum  semideterminatorum 
genere)  quae  respiciunt  quadrata,  aut  ciibos  numerorum , quae 
probi emata , ut  resolvantur , quantitates  radicales  de  industria 
sunt  vitandae  . Arreca  maraviglia  come  un  Vincenzo  Rìcca- 
ti , per  maturità  nello  scrivere  ugualmente  che  per  profon- 
dità di  saper  sì  lodato,  abbia  potuto  ciò  affermare,  massi- 
me dopo  aver  poco  innanzi  detto  di  avere  non  tenue  studio 
in  leggere  gli  antichi  greci  impiegato . Poiché  basta  aprire 
il  volume  di  Diofanto  per  vedere  nel  primo  libro  una  lun- 
ga serie  di  quistioni  determinate,  e taluna  ve  ne  ha  spar- 
sa negli  altri  libri.  Stevino  tutto  all’incontro  nella  prefazion 
sua  dice,  che  il  primo  libro  est  des  questions , n’ayans  qu’une 
solution.  Ma  neppur  ciò  è esattamente  vero,  dovendosi  ec- 
cettuare la  quistion  ultima  sotto  il  num.  xliiI,  della  quale 
Diofanto  stesso  effettua,  e presenta  tre  soluzioni;  e molto 
più  la  XIV,  di  trovar  due  numeri,  il  prodotto  de’  quali  al- 
la somma  loro  sia  in  una  data  ragione  ; la  qual  quistione 
si  riconosce  tosto  indeterminata,  e comecché  Diofanto  ne  dia 
ivi  una  sola  soluzione,  nel  libro  però  iv,  riproponendola 
sotto  il  num.  xlI,  la  scioglie  indefinitamente.  Alcune  altre 
quistioni  indefinite  indefinitamente  sciolte  trovansi  presso 
D iofaiito,  come  dello  stesso  libro  iv  ai  numeri  xxxvil  e 
xxxix.  Trattò  dunque  Diofanto  principalmente  quistioni 
semideterminate,  ma  non  ommise  del  tutto  le  indetermina- 
te, e molto  meno  le  determinate,  sciogliendone,  a vantag- 
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gio  del  precipuo  suo  scopo  medesimo,  di  quelle  parecchie, 
e di  queste  ben  molte  : onde  doppiamente , ed  in  modo  stra- 
no errò  Vincenzo  Riccati. 

§.  X.  Era  conveniente  cosa,  anzi  doverosa,  porre  in  giu- 
sto prospetto  l’analisi  maneggiata  nei  libri  di  Diofanto , il 
grado  segnare  di  quella,  distinguerne  le  spezie,  della  prin- 
cipale  scoprire  tutte  le  condizioni,  definir  appieno  la  natu- 
ra, adombrar  le  arti,  avanti  di  discutere  se  Diofanto  stato 
ne  sia  propriamente  l’inventore,  ragion  volendo,  che  ogni 
(jualità  di  essa  analisi  sia  presa  in  considerazione  nel  giu- 
dizio. Xilandro  non  ha  parola,  che  risguardi  tal  disputa. 
Bacheto  , senza  prendersi  l’incarico  di  agitarla  , nella  lette- 
ra dedicatoria  denomina  Diofanto  optimum  praeclarissìmumque 
Logisticae  parentem  : ma  potrebbe  aver  ciò  inteso  soltanto  in 
largo  senso,  in  quello  cioè,  che  di  poi  nella  prefazione, 
rigettando  l’opinion  di  coloro , che  predicaron  per  autor 
della  Logistica  l’arabo  Moaniad  figlio  di  Moisè , esprime  con 
tali  accenti  : Evidens  est  iiulLum  j qui  de  Logistica  scripserit 
authore  nostro  {^Diophanto^  antiquiorem  hactenus  innotuisse. 
Che  anzi  essendo  questo  il  luogo , dove , tenendo  egli  Dio- 
fanto per  vero  padre  della  Logistica , avrebbe  dovuto  espres- 
samente asserirlo,  e produrne  le  prove;  e non  facendolo, 
regola  di  buona  critica  vuole  , che  s’inferisca  non  in  altro 
che  nel  lato  significato  del  più  antico  maestro  a noi  rima- 
sto e noto  aver  Bacheto  attribuito  a Diofanto  il  titolo  pa- 
rentem. Tanto  poi  più,  che  nel  cemento  alla  definizion  xl 
parlando  delle  regole  dell’analisi,  e massimamente  di  quel- 
le per  lo  scioglimento  delle  equazioni  di  secondo  grado,  la- 
scia in  dubbio,  se  supponendole  Diofanto,  le  supponga  co- 
me già  di  comune  scienza,  ed  adulta  consuetudine,  o co- 
me da  lui  in  altra  anteriore  opera  insegnate.  Il  Montucla 
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pronunzia  : Il  n’ est  pas  possihle  de  déterminer  si  Diophante 
fut  Vinventeur  de  V algebre . Il  contrario  però  è parso  al  ce- 
lebratissimo abate  Andres;  Diofanto  stesso  (a  giudizio  di  lui) 
parla  in  guisa , che  sembra  mostrare  assai  chiaramente  d'esse- 
re stata  sua  invenzione  la  dottrina  da  lui  proposta  ^ e spiega- 
ta nella  sua  opera.  Egli  chiama  tentativo , prova,  conato  suo 
la  formazione  di  quel  metodo  per  la  risoluzione  de'  problemi 
numerici:  egli  dice,  che  questo  suo  metodo  riuscirà  più  diffi- 
cile, e laborioso  per  essere  ancora  affatto  disconosciuto  . Il 
luogo  di  Diofanto  5 a cui  in  ciò  dire  si  riferisce  dall’abate 
Andres,  altro  non  può  essere  che  la  lettera  preliminare  di 
Diofanto  a Dionisio,  che  è del  tenor  seguente:  Cum  ani- 
madverterem  te  observandissime  mihi  Dionysi')  studio  discen- 
di explicationem  quaestionum  earum , quae  in  numeris  propo- 
nuntur  teneri;  aggressus  sum  ejus  rei  viam  rationemque  fabri- 
cari , ex  ipsisque  fundamentis , quibus  tota  res  nititur  initio 
petito  naturam  ac  vim  numerorum  constituere  . Quod  negotium 

ut  videatur  fonasse  difficilius  {^quippe  ignotum  adirne'^ 

tamen  cum  tua  alacritus , tum  mea  demonstratio  efficiet , ut 
facile  id  comprehendas  . Celeriter  enim  addiscunt , quorum  ad 
discendi  cupiditatem  doctrina  accedit . La  parola  fabricari , 
l’asserzion  ignotum  adirne  dimostrano  a tanta  luce,  che  Dio- 
fanto va  a fare  qualche  cosa  di  nuovo,  che  bisognerebbe 
non  aver  occhi  per  non  vederlo.  Tali  frasi  colpirono  su 
le  prime  anche  Montucla;  Quelques  mots  (egli  dice)  qu'on 
Ut  dans  son  épitre  préliminaire , semblent  le  dire  : esser  cioè 
Diofanto  dell’algebra  inventore  ; mais  examinés  avec  attention, 
ils  paroissent  se  rapporter  également  à la  méthode  particulie- 
re  qu'on  voit  regner  dans  son  ouvrage  ; de  sorte  qu'il  n’ en  ré- 


(i)  Tomo  IV,  cap.  iil . 
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suine  aucane  lumiere  pour  fixer  notre  incertitude  sur  ce  point . 
A me  par  troppo  il  dire,  che  da  quelle  espressioni  non  ne 
esca  alcun  lume;  mi  par  troppo  il  restrignere  la  novità, 
che  annunziano,  al  metodo,  che  nell’opera  di  Diofanto  re- 
gnar si  mira  ; ma  panni  anche  troppo  il  dedurne  essere 
stato  Diofanto  in  assoluto  senso  inventor  dell’analisi.  Inco- 
mincio dall’osservare , che  si  proponevano  quistioni  su  i nu- 
meri ; che  Dionisio  era  preso  da  desiderio  di  appararne  la 
spiegazione;  che  Diofanto  su  la  dottrina  di  lui  alla  viva 
brama  unita  fondava  la  speranza,  che  con  celerità  fosse  per 
apprendere  ciò,  che  egli  era  per  dimostrargli.  Passo  a ri- 
flettere su  le  definizioni , che  Diofanto  alle  quistioni  premet- 
te. Nella  cura  di  premetterle  trova  l’abate  Andres  una  con- 
ferma per  credere  Diofanto  dell’algebra  inventore  ; Egli  en- 
tra (prosegue  il  eh.  Storico)  a sporre  le  parole  , di  cui  ha 
da  usare } a formare  definizioni  delle  cose,  che  ha  da  tratta- 
re, ed  a spiegare  minutamente  le  dottrine  preliminari , come 
colui,  che  va  a parlare  di  una  scienza  nuova,  che  non  è an- 
cor conosciuta  da  altri.  Io  nel  modo,  che  Diofanto  tiene  in 
esse  definizioni  scorgo  un  argomento  contrario.  Lungi  ap- 
punto dallo  spiegare  minutamente  le  dottrine  preliminari,  vi 
scorre  sopra  velocemente,  e,  come  osserva  Bacheto , mira 
brevitate  perstringit , ut  non  tam  ea  explicare  voluissse  videa- 
tur  quam  indicare,  tyronesque  adnionere  , ut  non  nisi  horum 
cognitione  jam  probe  instructi  ad  hosce  libros  evolvendos  acce- 
dant . Lungi  dall’usare  il  linguaggio  di  uno  che  crea  , quel- 
lo usa  di  uno  che  raccoglie  sott’occhio  cose  note  , e con- 
suete. Distinguendo  il  numero  indefinito  dal  definito,  lo 
sconosciuto  cioè  dal  conosciuto  o dato,  dice,  che  il  primo 
con  singolarità  numerus  vocatur ; nota  ejus  il  secondo  wo- 
nas , cujus  nota  pi . Vocatur,  est,  sono  impersonali  modi , che 
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significano  cose  di  già  stabilite,  ed  in  costume.  Lo  stesso 
stile  adopera  nella  definizion  ix  ponendo  la  nota  del  meno. 
E ciò  che  merita  considerazione  anche  maggiore,  espone  ivi 
la  regola,  che  meno  moltiplicato  per  meno  produce  più,  e 
moltiplicato  per  più  produce  meno;  ma  non  va  oltre  l’espo- 
sizione senza  un  menomo  tocco  di  dimostrazione  . Divisando 
pure  i gradi  dell’ignoto  numero,  che  sono  quelli,  che  co- 
stituiscono la  diversa  altezza  delle  equazioni  pure  , o i di- 
versi termini  delle  equazioni  affette , impersonalmente  ne 
ennunzia  di  ciascuno  il  nome  appeìlatur ^ e ne  segna  la  nota, 
est  nota.  Nella  definizion  x avverte,  che  chi  intraprende 
a scioglier  quistioni  debb’esser  in  tutte  le  operazioni  su  le 
spezie,  cioè  su  gli  accennati  gradi,  già  ben  esercitato  e nell’ 
apparecchio,  e maneggio  degli  uguagliamenti  ben  destro, 
senza  recarsi  a carico  di  darne  i precetti  , e contentandosi 
di  fuggitivamente  additar  tali  cose.  E nella  definizione  xl 
toccando  l’ultima  riduzione  delle  equazioni,  la  tocca  cosi  di 
volo,  come  conviene  non  a chi  inventa  ed  istruisce,  ma  a 
chi  compila,  e rammemora  sol  per  regola  di  metodo.  Pro- 
mette nella  stessa  definizion  xl  di  mostrar  poi  come  dispie- 
ghisi la  quistione,  anche  allor  quando  duae  species  uni  ae- 
quales  reìinquuntur  ; ciò  che  riferisce  alle  equazioni  comple- 
te di  secondo  grado.  Ma  stendendo  io  l’occhio  su  quelle 
quistioni,  nelle  quali  o per  incidenza  tra  via,  o nel  fine  per 
intrinseca,  condizion  loro  equazioni  di  secondo  grado  presen- 
tansi , scorgo  che  alla  prima  , che  gli  si  affaccia  nella  qui- 
stione xxiil  del  libro  iv,  la  qual  è — 4,  dice  sec- 

co secco,  senza  nulla  aver  premesso  su  l’arte  di  scioglierla, 
che  fit  X aequalis  4;  e nella  quistion  xxxiil  del  libro  me- 
desimo incorrendo  nell’equazione  5 x*  = 3 ac -p- 1 8 , avverte, 
senza  operazion  veruna  di  scioglimento , non  poter  x essere 
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razionale,  non  essendo  numero  quadrato . Al- 

trove in  seguito,  e massimamente  nelle  quistioni  xlv  del 
libro  IV,  e nella  xiil  del  v segna,  è vero,  i tratti  della  ri- 
soluzione delle  due  equazioni,  nelle  quali  si  abbatte;  ma 
non  è mai  che  egli  parli  in  persona  singolare , e come  di 
cosa  sua  ; non  mai , che  prenda  a dottrinalmente  spiegare  , 
e dettar  da  creatore  e maestro  primo  la  regola  di  svolgere 
da  una  equazione  di  secondo  grado  il  valor  del  numero 
sconosciuto  ; non  è che  uno , il  quale  con  operazioni  par- 
ticolari applica  una  dottrina  supposta  , E questo  è tutto 
radeinpimento  della  promessa  fatta  nella  definizion  xl  ; poi- 
ché nelle  quistioni  stesse  vi  . . . xl,  dove  per  natura  di  esse 
vien  condotto  a finali  equazioni  di  secondo  grado,  torna  a 
dare  nudo  ' nudo  il  valor  del  cercato  numero,  cioè  Teifetto 
dello  scioglimento,  soppresso  ogni  atto  del  medesimo.  Dal 
complesso  di  tutte  queste  osservazioni  , che  si  fortificano 
scambievolmente  le  une  le  altre , mi  par  di  dover  inferire , 
che  eravi  innanzi  Diofanto  tra’  greci  un’analisi , che  sape- 
vasi  lo  scioglimento  delle  equazioni  di  secondo  grado  . Ma 
d’altra  parte , se  recar  non  vogliasi  a Diofanto  un  grave 
gravissimo  torto,  riconoscer  si  debbe  per  le  parole  di  lui  nell’ 
epistola  preliminare,  che  egli  insegni  nell’opera  sua  qualche 
cosa  di  nuovo  , e sino  allora  ignota . Dunque  per  comporre 
i riflessi  io  mi  veggo  guidato  a distinguere,  e pensare,  che 
conosciuta  già  fosse  per  anterior  invenzione  in  Grecia  l’ana- 
lisi e di  primo  e di  secondo  grado , e che  opera  di  Diofan- 
to sino  allora  sconosciuta,  od  almeno  priva  di  regole,  di 
artifizj  certi,  di  forma  sia  stata  l’analisi  semideterminata,  su 
la  quale  principalmente  Diofanto  ne’  libri  suoi  esercita , e 
intende,  e fa  brillare  l’acume  del  suo  ingegno.  Questa  di- 
stinzione mi  agevola  la  risposta  al  primo  de’  due  negativi 
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argomenti , che  l’abate  Aiidres  sogglugne  a rinforzo  di  sua 
opinione  in  questi  termini  : Osservo  in  oltre j che  nè  Diofanto 
nei  moltissimi  problemi  3 che  si  propone  3 e scioglie  non  cita 
mai  verun  altro  matematico 3 che  n’abbia  cercata  lajoluzione; 
nè  vedesi  da’  greci  posteriori  citato  altro  scrittore  di  tale  scien- 
za anteriore  a Diofanto;  nè  gli  arabi  3 che  in  questa  parte 
possono  aver  tanto  peso  di  autorità  , quanto  gli  stessi  greci  3 
che  ci  sono  rimasti  3 parlano  di  altro  greco  algebrista  che  di 
Diofanto.  Non  era  mestieri,  che  Diofanto,  ponendo  per  te- 
ner di  ordine  alla  testa  de’  suoi  libri  un  compendio  delle 
generazioni,  e delle  significazioni,  un  cenno  delle  operazio- 
ni e delle  regole  analitiche,  o nelle  sue  quistioni  venendo 
a farne  uso,  citasse  alcun  autore,  se  erano  comuni  e con- 
suete: piuttosto  pare,  che  se  in  altro  anterior  libro  egli 
stesso  ne  fosse  stato  autore,  ommesso  non  avrebbe  di  quel- 
lo citare,  tanto  essendo  dei  proprj  parti  d’ingegno  l’amore. 
E non  potea  Diofanto  citar  autore  degli  artifizj  nelle  semi- 
determinate quistioni,  essendo  l’autor,  l’inventore  egli  stes- 
so. Quanto  all’altro  negativo  argomento,  dov’è  nei  greci 
storici  avanti  Snida,  che  si  parli  di  Diofanto  medesimo? 
Dov’è,  che  Suida  stesso  ne  parli  con  chiarezza,  la  quale  a lui 
accerti  inteso  il  suo  parlare?  Dove  per  fine,  che  ne  parli 
egli  direttamente?  Al  nome  soltanto  d’Ipazia  , soltanto  indi- 
rettamente è verisimil  soltanto  che  ne  faccia  menzione,  sic- 
come da  me  nel  §.  il  fu  spiegato  . Dopo  ciò,  qual  maravi- 
glia , che  di  altro  analista  non  trovisi  nelle  greche  storie  a 
noi  pervenuteli  nome?  Questo  silenzio,  non  d’altra  forza  in 
se  assolutamente  fornito  che  di  quella  di  un  negativo  ar- 
gomento, sembrami  non  ne  ritener  menoma  nel  confronto. 
Nè  debbe  tampoco  parer  cosa  strana  , che  del  solo  Diofan- 
to , non  di  altro  greco  analista  a lui  anteriore  giugnesse  do- 
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po  un  numero  dì  secoli  alle  mani  degli  arabi  l’opera,  ed  a 
notizia  il  nome.  L’arabo  storico  Abulfaragio  comprendesi 
evidentemente  aver  tratto  da  Snida  ciò  che  di  Diofanto 
scrive , mal  accozzando  due  luoghi  del  greco  storico  lessi- 
cista , quello  al  nome  Ipazia,  e quello  al  nome  Libanio  . 
Certamente  che  non  potea  Abulfaragio  dal  Lessico  stesso 
trar  cognizione  di  altri  greci  analisti.  Gli  argomenti  adun- 
que estrinseci  e negativi,  e per  la  generai  lor  condizione, 
e molto  più  per  i particolari  rispetti , non  vagliono , a mio 
parere,  a prova,  che  stato  sia  realmente  Diofanto  il  creatore 
dell’algebra,  come  opina  l’illustre  abate  Andres , e l’argo- 
mento intrinseco  formato  su  l’esame  dell’opera  stessa  di  Dio- 
fanto vi  si  oppone.  Contuttociò,  credendo  io,  che  quanto 
sconviene  a Diofanto  la  lode  di  assoluto  creatore  dell’anali- 
si, altrettanto  la  gloria  dovuta  gli  sia  d’inventor  dell’anali- 
si semideterminata , quinci  con  tal  distinzione  volenteroso 
all’abate  Andres  mi  unisco  in  pronunziare,  che  debba  coro- 
narsi di  onore  il  nome  di  lui  con  quello  de’  più  illustri 
greci , de’  più  famosi  inventori  , de’  più  benemeriti  delle 
scienze  . 

§.  XI.  Il  Betti  ni  ne’  suoi  Apiarj  deW universa  filosofia 
matematica  scrive  rispetto  all’origine  dell’algebra  così  : 
Scito  interim  algehram  nihil  aliud  revera  esse , quam  scientiam 
quadraturae  in  numeris  . Cujus  fundanienta  Euclides  noster  jam 
olim  posuit  Uh.  2.  Eleni.,  et  Uh.  g, , prop.  8.  unica  omnes  ra- 
dicum  progressiones  aperit . Quare  algehram  non  ab  arahibus 
ìnventam  , sed  propagatam  occasione  mercimoniorum  recte  di- 
xeris . Dall’inferir  che  fa  questo  scrittore  aver  gli  arabi  non 
inventata , ma  sol  propagata  l’algebra  ,*  perchè  Euclide  già 


(i)  Apiar,  xl , progyni.  I,  cap.  il. 
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molti  secoli  prima  ne  pose  I fondamenti,  parebbe,  che  Eu- 
clide ne’  suoi  Elementi  in  tutta  forma  espressa  espressissima 
posti  avesse  all’algebra  i fondamenti,  anzi  intero  eretto 
l’edifizio.  Onde  ne  seguirebbe,  che  Diofanto  in  suppor  l’ana- 
lisi delle  equazioni  di  secondo  grado  avrebbe  potuto  riguar- 
dare all’opera  degli  Elementi  di  Euclide,  che  da  secoli  già 
godeva  la  luce,  e la  stima  de’  greci.  Ma  se  gli  è vero, 
che  Euclide  nel  libro  il  de’  suoi  Elementi  presta  , o a me- 
glio dir  apparecchia  nelle  proposizioni  4.“  e 5/  in  gene- 
rai modo,  e rimoto  i fondamenti  all’analisi  delle  equazioni 
di  secondo  grado,  egli  è altrettanto  fuori  del  vero,  che  ivi 
ne  ponga  i fondamenti  immediati , proprj , formali , espressi  . 
Piuttosto  è da  por  mente  ad  alcuni  dei  Dati  di  Euclide.  Nel 
Dato  LviiI  dimostra  egli,  che  se  alla  retta  data  AD  4) 
sia  applicato  lo  spazio  dato  A Q ma  con  il  difetto  della 
figura  GD  di  data  spezie,  dei  lati  cioè  della  quale  BD, 
DP  sia  data  la  ragione,  Insieme  con  l’angolo  da  essi  com- 
preso B D P \ saranno  dati  i lati  medesimi.  Poiché  tagliata 
per  mezzo  in  E la  data  retta  AD^  e su  la  metà  ED,  in- 
torno alla  diagonale  DG  del  parallelogrammo  di  spezie  da- 
to GD  prolungata  costrutto  il  parallelogrammo  simile  EZ: 
essendo  questo  conseguentemente  di  spezie  dato,  e su  retta 
data  ED^  sarà  per  ciò  dato  in  grandezza.  Ma  EZ-=.KT-\- 
EG-\-GZ-\-GD=zKT-\-2EP  — BP  = KT-^AG:  onde 
KTz=.EZ  — AG.  Dunque,  essendo  dati  di  grandezza  que- 
sti due  parallelogrammi , sarà  ancor  dato  di  grandezza  il 
parallelogrammo  KT.  Ed  essendo  esso  dato  eziandio  di  spe- 
zie per  essere  simile  al  C D siccome  intorno  alla  medesima 
retta  D H\  cioè  data  essendo  la  ragion  de’  suoi  lati  KG: 
GT  — BD:DP,  e dato  l’angolo  compreso  KG  T-=z.  B D P: 
saranno  dati  ciascun  a parte  i lati  medesimi  K G G T . 
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Dunque  sarà  data  la  retta  EB=.KC^  e quinci  B D=. 
ED  — E B , e finalmente  anche  D P in  ragion  data  con 
BD.  Rechiamo  ad  algebraiche  spezie  la  proposizione.  Sìa 
il  dato  valor  dello  spazio  AG  = S,  la  retta  data  AD  = a, 
la  ragione  dei  lati  BD^  DP  della  figura  di  spezie  data 
BP  sia  quella  di  i im,  il  lato  BD  dicasi  x,  onde  DP=. 
mx.  Essendo  in  oltre  dato  l’angolo  D,  e perciò  sen.  D j sarà 
l’altezza  del  parallelogrammo  BP^  ed  istessamente  del  pa- 
rallelogrammo A Q ■=  m X sen.  D . Sarà  dunque  il  parallelo- 
grammo  A Q =z  A B X m X sen.  D =.  (^a  — x)  x mx  sen.  D = 
(a  X — X*  ) m sen.  D =zS . E questa  equazione , che  segnerò  (^) 
l’espressione  dei  dati  supposti  . La  proposizione  di  Euclide 
è , che  in  conseguenza  saran  dati  i valori  x , m x . E la  di-' 
mostrazion  in  sostanza  è,  che  in  virtù  di  quei  dati  suppo- 
sti viene  ad  esser  dato  di  spezie,  e di  grandezza,  conse- 
guentemente ne’  due  suoi  lati  il  parallelogrammo  K T =: 
EZ — AG;  cioè,  in  algebraiche  spezie  voltando,  {^~o, — x^  x 
m sen.  D ^ a\  m sen.  D — S\  la  cjual  ceduazione  altro  non 
è che  l’equazione  accresciuta  nell’uno  e nell’altro  dei 
membri  della  cjuantità  A.  jyi  sen.  D . Tutta  dunque  la  pro- 
posizione di  Euclide  si  riduce  in  fondo  a ciò  ; che  data  l’e- 
([uazione  («x — x‘ ')  m sen.D -=.8  sarà  dato  x per  l’equa- 
zione  a — x ^ m sen.  D ■=  a . ni  sen.  D — S , la  stessa  che 
la  data  con  l’aggiunta  del  termine  ^ a . m sen.  D nell’  uno 
e nell’altro  membro . E se  per  avere  il  caso  più  semplice  si 
ponga  l’angolo  D retto , onde  sen.  D = i , ed  insieme  pon- 
gasi la  ragione  m = i : il  senso  della  proposizione  di  Eucli- 
de va  ad  essere,  che  data  l’equazione  ax — x“=i»S’,  sarà 
dato  X per  l’equazione  ® stessa 

con  la  data  fuori  dell’aggiunta  di  a cioè  del  quadrato 
della  metà  del  coefficiente  a di  x a ciascun  dei  due  mem- 
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bri.  Il  valor  di  x,  che,  seguendo  i raziocinj  di  Euclide  si 
trae  dall’equazione  ( — — S,  e il  solo  x = 
— a-^f/f  — a — Sy  In  simil  modo  nel  Dato  lix  insegna 
Euclide,  che  se  su  la  retta  data  AD  insista  lo  spa- 

zio dato  A G eccedente  della  figura  D G di  data  spezie , 
saranno  di  questa  dati  i lati  DB,  DP:  dimostrando,  che 
divisa  per  metà  nel  punto  E la  retta  data  AD,  e delinea- 
to l’intero  schema,  sarà  dato  di  grandezza  il  parallelogram- 
mo KT,  dato  di  spezie,  perchè  simile  al  DG,  ed  insisten- 
te sopra  la  data  KP-=.^AD',  e quinci  sarà  pur  dato 
di  grandezza  , siccome  di  spezie  , il  parallelogrammo  E Z = 


K T-^-EP-^PZ-^DG=KT-\-q.E  P-i-D  G = KT-^AG\ 
onde  si  rende  dato  EB,  conseguentemente  DBz=.EB  — 
ED,  e quindi  D P \n  ragion  data  con  DB.  Trasportando 
a sp^ie  algebraiche  con  le  dinotazioni  stesse  di  sopra  ado- 
perate , sarà  l’equazion  ( a x -h  x*  ) m seri.  D l’espression 

dei  dati  supposti,  e la  proposizione  di  Euclide  penetrata 
aH’intimo  significato  vorrà  dire  in  generale:  data  codesta 
equazione  darsi  x per  l’equazione  msen.D-=::z 

a.  m sen.  D -\rS",  e nel  caso  più  semplice  di  sen.  = i , di 
m=.\:  data  l’equazione  ax-t-x*=.*.9  darsi  x per  l’equazione 
a -H  X y «* -+- 5 , onde  x — — ® • 

Premesse  queste  due  proposizioni  passa  Euclide  nei  Dati 
Lxxxiv , Lxxxv  a dimostrare,  che  se  due  rette  {Fig.  6. 
e '/.)  AB,  BG  comprendano  in  angolo  dato  B un  dato 
spazio  AG,  e data  sia  la  differenza,  o la  somma  di  esse 
rette,  sarà  eziandio  data  ciascuna  di  loro  in  singolare.  Poi- 
ché immaginando  presa  su  la  maggiore  delle  ignote  rette , 
qual  sia  BA  (Fig.  6)  una  porzione  BD  uguale  alla  mino- 
re BG,  e compito  il  parallelogrammo  equilatero  BP,  sarà 
DA  la  differenza  data  della  due  rette  AB,  ^ G , su  la 


91 

quale  starà  applicato  lo  spazio  dato  A Q con  l’eccesso  della 
figura  B P dì  spezie  data . E nella  figura  7.  concependo  A B 
prolungata  da  -5  in  -D  sinché  sia  BDzzzBG^  sarà  A D \a. 
data  somma  A B B G ^ su  la  quale  applicato  starà  il  da- 
to spazio  A G con  il  difetto  della  figura  B P di  data  spe- 
zie, siccome  parallelogramma,  equilatera,  con  dato  angolo 
DBG=ziSo  — ABG.  Dunque  nell’una  e nell’altra  figura 
per  i Dati  lvhI  , lix  verrà  data  BG,  e indi  B Az=z  A Dzài 
BG . In  algebraiche  spezie,  posta  la  retta  AB=.x^  la  BG=:y  ^ 
la  differenza,  o somma  data  x z:^y  =:a  ^ il  dato  spazio 
compreso  da  x , y sotto  l’angolo  dato  B , espresso  per 
xy  sen.B,  posto  =*9;  con  trasferire  dall’equazione  x-i-y=-a 
il  valore  di  y nella  equazione  xysen.B  = S,  si  avrà  Tequa- 
zione  X ^ l±  X a ) 5 = *9  ; che  con  i segni  inferiori  cor- 

risponde a quella,  alla  quale  si  è per  me  ridotto  reucli- 
deo  Dato  lviiI,  anzi  con  esso  coincide  fatto  ivi  w=i,  es- 
sendo già  l’angolo  B =.  all’angolo  Z)  ; e con  i segni  supe- 
riori corrisponde  e coincide  a quella  , nella  quale  ho  ristret- 
to il  Dato  LIX.  Io  mi  do  a credere,  che  non  possa  alcuno 
nei  Dati  lviiI  , lix  non  iscorgere  sotto  geometrica  forma 
tutta  l’arte  della  risoluzione  delle  equazioni  di  secondo  gra- 
do, e non  ravvisare  nei  Dati  Lxxxiv,  lxxxv  due  delle 
applicazioni  di  essa  anche  appresso  di  noi  ordinarie.  Nello 
spazio  pertanto  dei  secoli , che  passarono  da  Euclide  a Dio- 
fanto  qual  cosa  più  facile , che  alcuno  trasportasse  dal  geo- 
metrico all’aritmetico  i Dati  lviiI  , lix  di  Euclide , e cosi 
la  soluzione  stabilisse  delle  equazioni  di  secondo  grado? 

§.  XII.  L’origine,  che  io  vengo  dall’additare  dell’analisi 
delle  equazioni  di  secondo  grado  tra  i greci,  piacerà,  mi  lu- 
singo, più  che  quella  assegnata  da  Bachetó  cementando  le 
quistioni  xxx , xxxl,  xxxiil  del  libro  I di  Diofanto  . La 
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qnistione  xxx  è:  Invenire  duos  nurneros , ut  suinma  ipsorum , 
et  productus  ex  eoruni  multiplicatione  datos  efficiant  numeros. 
Ed  avverte  Diofanto  : Oportet  autem  inveniendorum  numero- 
rum  summae  semissis  quadratum  quadrato  superare  productum 
maltiplicationis . Indi  nota;  Est  autem  hoc  Plasmaticum . Nel- 
la xxxl  propone  Diofanto:  Invenire  duos  numeros  ^ ut  et  sum- 
ma  ipsorum , et  stimma  quadratorum  ab  ipsis  ortorum  datos 
conficiant  numeros  \ ed  avverte;  Oportet  autem  dupliim  sum- 
mae quadratorum  quadrato  superare  quadratum  summae  nume- 
rorum'^  e nota;  Et  hoc  quoque  Plasmaticum  est.  Nella  xxxiil 
propone;  Invenire  duos  numeros,  ut  intervallum  ipsorum,  et 
productum  multiplicatione  faciant  datos  numeros.  Avverte;  Opor- 
tet autem  quadruplum  produrti  maltiplicationis  cum  quadrato 
intervalli  junctum  facere  quadratum’.,  e ripete;  Et  hoc  quoque 
Plasmaticum  est.  Su  la  voce  Plasmaticum  versa  l’interpreta- 
zione di  Bacheto,  e fabbrica  egli  il  suo  parere  intorno  le 
fonti  delle  regole  per  lo  scioglimento  delle  equazioni  di  se- 
condo grado.  Ecco  il  suo  dire;  Xilander  male  Plasmaticum 
interpretatus  est  effictum  aliunde  ; cum  potius  significet  id  a 
quo  aliud  quippiam  effingi  et  plasmari  potest . Ego  itaque  nil 
aliud  voluisse  Diophantum  ajo , quam  indicare  ex  hujusmodi 
quaestionum  solutione , seu  ex  conditionibus  adjectis , vel  ex 
canonibiis  inde  deductis  f orinari  et  plasmari  quodammodo  regu- 
las  illas , quas  vocant  compositas , cum  scilicet  ex  tribus  infi- 
mis  speciebus  duae  uni  aequales  reperiuntur . Etenim  prima  et 
secunda  illarum  regularum  ( intende  quelle  che  spettano  le 
equazioni  x' n x =. p x -H/>  ) ab  hac  ipsa  quaestio- 
ne  trigesima  tertia  facile  deducuntur.  Tenia  vero  (quella  spet- 
tante l’equazione  — /?x)  pendet  omnino  a trigesima  . 

Quamobrem  cum  a trigesima  prima  nulla  formetur  hujusmodi 
regala , non  dubito  eadem  verba  et  hoc  quoque  Plasmaticum 
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est)  ibi  temere  inculcata  esse,  ah  ipso  scilicet  scholiasta , vel 
imperito  amanuensi  ex  aliis  quaestionibus  eo  translata.  Bacheto 
non  ha  osato  di  assolutamente  negare  alla  voce  Plasniaticum 
il  senso  passivo  da  Xilandro  attribuitole,  ed  ha  riconosciu- 
to di  doversi  alnien  contenere  a dire,  che  piuttosto  le  com- 
pete il  senso  attivo.  Il  fatto  sta,  che  essa  l’uno  e l’altro 
ammette  del  pari;  ed  in  quale  Diofanto  l’abbia  adoperata, 
dal  complesso  di  tutti  i rapporti,  che  la  voce  medesima  ri- 
ceve nelle  citate  quistioni  di  Diofanto,  raccoglier  si  debbe  . 
Al  primo  volger  la  considerazione  su  le  condizioni  ad  esse 
quistioni  da  Diofanto  apposte , tosto  scorgo  un  rapporto 
espresso  tra  la  condizione  della  quistion  xxx  con  il  teore- 
ma 5.”  del  libro  il  di  Euclide , e tra  la  condizion  delia 
xxxl  con  il  teorema  9.“’  dello  stesso  libro  euclideo;  nè  bo 
che  a quadruplicare  le  quantità  uguagliate  nel  teorema  5.” 
per  vedere  in  esso  la  condizione  della  quistion  xxxiil:  poi- 
ché essendo  per  quel  teorema  ^ — A ^ a -h  A 
-Ett*,  ne  segue  4 a — A ^ ^ -+-4  dove  4A‘* 

e il  quadrato  dell’intervallo  2 A dei  due  inuguali  numeri 
— a — A,  —a-\-h.  Innoltro  l’attenzione  al  modo,  che  Dio- 
fanto  tiene  in  sciogliere  le  medesime  equazioni , ed  osservo 
che  nella  xxx  in  luogo  di  porre,  come  noi  faremmo,  uno 
dei  numeri  =: x , l’altro  =20  — a: , pone  il  minore  = io— -x, 
il  maggiore  =io-|-x,  appunto  come  richiede  la  corrispon- 
denza con  il  teorema  5.%  onde  ne  segue  l’equazione  96-1- 
x’=ioo,  che  non  è che  lo  stesso  teorema  nel  caso  parti- 
colare. Similmente  nella  quistione  xxxl,  posto  il  numero 
minore  =10  — x,  il  maggiore  = 1 o -h  x conformemente  al 
soggetto  del  teorema  9.°,  riesce  all’equazione  (10 — x)*  -|- 
( 1 o -t- X = 2 X I o' H- 2 X*  in  chiaro  esempio  rappresentante 
esso  teorema  medesimo.  Nè  altrimenti  nella  xxxiil  con 
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porre  il  minor  numero  =aj — a,  il  maggiore  =zx~\-2  ri- 
duce con  tal  artifizio  esattamente  la  quistione  al  teorema  5.", 
e trova  l’equazione  96-t-4  = x’  in  esso  contenuta.  O le 
condizioni  dunque  si  considerino  da  Diofanto  apposte  alle 
sue  quistioni,  o il  modo  di  scioglierle,  appariscono  da’  teo- 
remi 5.°  e 9.°  del  libro  il  di  Euclide  formate , cosicché  per 
ogni  verso,  ed  a tutte  tre  ugualmente  quadra  bene  in  pas- 
sivo senso  il  titolo  di  Piasmatiche . All’incontro  il  dirle  Pia- 
smatiche in  attivo  senso , in  quanto  che  da  esse  si  formino 
le  regole  per  lo  scioglimento  delle  equazioni  complete  di 
secondo  grado , incontra  varj  obbietti  ; il  primo  de’  quali  si 
è l’inventare,  che  la  voce  Plasmaticum  sia  intrusa  nella  qui- 
stione  xxxl.  Secondariamente  sembra  difficile,  che  se  Dio- 
fanto inteso  avesse  di  chiamar  Piasmatiche  le  quistioni  xxx, 
xxxiil,  siccome  quelle,  dalle  quali  formar  si  dovessero  le 
composte  regole , in  tante  volte  che  di  queste  fece  uso  non 
citasse  una  volta  esse  quistioni . Ma  per  terzo  codeste  qui- 
stioni prestano  poi  elleno  realmente  materia  plastica  a la- 
vorar le  analitiche  regole  composte  di  secondo  grado?  Dio- 
fanto le  scioglie  per  via  di  equazioni  pure,  sfuggendo  mercè 
le  posizioni,  che  adopera,  le  equazioni  complete.  Dunque, 
anzi  che  materia  a formar  le  regole  per  sciogliere  le  equa- 
zioni complete  di  secondo  grado,  dir  si  dovrebbe,  che  in 
esse  quistioni  materia  si  porge  a formar  la  regola  per  isfug- 
girle.  Ma  neppur  ciò:  poiché  le  posizioni  da  Diofanto  usa- 
te non  si  possono  trasportare  ad  ogni  caso  , e non  segnano 
una  strada  generale,  ma  affatto  particolare,  della  quale  non 
si  sa  come  far  uso,  sol  che  propongasi  di  trovar  un  nume- 
ro, al  quadrato  del  quale  aggiugnendo  il  prodotto  di  esso 
in  6 provenga  16;  problema  il  più  semplice  e piu  imme- 
diato deU’equazione  di  secondo  grado  x*  -+-  6 jc  = 1 6 . Forse 
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che  ha  volato  Diofanto,  che  confrontando  la  equazion  pura 
nata  dal  suo  modo  di  porre , per  esempio  nella  quistion 
XXX  l’equazione  x*=ioo — 96  nata  dal  porre  il  minor  nu- 
mero = 10  — X , il  maggiore  = i o -f-  x , con  l’equazione 
completa  20  x — x’  = 96  5 che  produce  il  porre  nel  modo 
più  naturale  uno  dei  due  numeri  =x,  l’altro  = 20  — x;  ha 
forse , dicea , voluto  Diofanto , che  confrontando  queste  due 
equazioni , dal  provento  della  risoluzion  della  pura  s’indu- 
cesse la  regola  di  risolvere  la  completa  ? Questo  in  sostan- 
za è il  parer  di  Bacheto . Ma  non  mi  par  cosa  degna  di 
Diofanto  l’aver  voluto,  che  a mera  induzion  si  appoggiasse 
la  regola  di  scioglier  le  equazioni  complete  di  secondo  gra- 
do ; non  mi  par  probabile,  che  con  una  semplice  parola, 
Plasmaticum , abbia  voluto  significare  una  formazione  si  ri- 
mota , e si  indiretta  . Per  le  quali  cose  tutte  si  fa  manife- 
sto , che  quanto  bene  al  vocabolo  Plasmaticum  nelle  tre 
quistioni  di  Diofanto,  attese  tutte  le  loro  parti,  si  accomoda 
il  passivo  senso  di  cosa  altronde , cioè  dai  teoremi  5.°  e 9." 
del  libro  il  di  Euclide , formata  ; altrettanto  mal  si  tenta  di 
adattargli  il  senso  attivo  di  cosa,  onde  altra,  cioè  la  rego- 
la di  sciogliere  le  equazioni  complete  di  secondo  grado,  si 
forma . E se  pur  vi  fosse  cui  piacesse  adattarglielo  , osservi 
per  fine , che  Diofanto  non  dice  mai  hoc  mihi  Plasmaticum) 
ma  senza  nulla  a sè  attribuire  hoc  Plasmaticum . 
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CAPO  V. 

QUADRI  DUE  ALGEBRAICI . 

I. 

Dei  principj  delV analisi  aritmetica  di  Diofanto 
riguardante  i numeri  quadrati  e cubici . 

IL 

Del  libro  su  i numeri  quadrati  di  Leonardo  Pisano, 

Io  non  so  che  esista  in  luce  un  quadro  in  algebraiche 
spezie,  il  quale  con  il  vantaggio  del  trasporto  dal  numeri- 
co particolare  al  generale  presenti  in  ristretto  i porismi  agli 
Elementi  di  Euclide  superiori,  che  Diofanto  nella  sua  se- 
mideterininata  analisi  suppone,  e gli  artifizj , onde  la  sem- 
plice, e la  doppia  ugualità  adempie.  Io  vo  ad  esporlo  in 
confronto  di  altro  quadro  della  dottrina  di  Leonardo  Pisa- 
no su  i numeri  quadrati , una  stessa  essendo  la  materia . Ed 
oltre  che  tornerà  utile  il  confronto  nella  controversia,  a cui 
sono  avviato , gli  studiosi  della  diofantea  analisi  trarranno 
da  ambi  i quadri  lume,  ed  estendimento  di  cognizioni. 

QUADRO  I. 

PARTE  L 

Porismi  diofantei  agli  euclidei  Elementi  superiori. 

i.°  Se  sieno  tre  numeri,  due  de’ quali  qualun- 

que superino  il  terzo,  la  somma  degli  eccessi  di  due  paja 
sopra  il  terzo  è doppia  di  quello,  che  non  ha  fatto  da  ter- 
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zo  : COSI  m -h /I  — p-\-m-\-p — nz=.2.m.  E se  quattro  sieno 
i numeri  m^n^p^q,  la  somma  degli  eccessi  di  due  ter- 
iiarj  sopra  il  quarto  è doppia  della  somma  dei  due  numeri, 
die  non  han  fatto  da  quarto;  per  esempio  m-\-n-^)-p  — q-^ 


in 


n-\-q  — = 


2,  ° Se  X*  : 7/  : 2.*  sarà  in  primo  luogo  y — x’=(2.  — x)x, 
e 2*  — y=z(^z — x)z;  in  secondo  luogo  formate  le  tre  quan- 

^ y -+ n x' n t? 

Sara  =^=x.  E — 


...  V X*  — H n y-+n  — i- n 

yita  - - , 

q;  — X — n ^ — 'X  ^ — X 


n 

•X 


X — TI  ^ — ’X  X * 

■'  — — = z . Riflettasi  essere  yz=xz,  e sostituendo  si  rende- 
vi  X 

ranno  con  breve  calcolo  manifeste  queste  due  verità. 

3.°  Se  prendansi  due  numeri  n,  n-i~i  , sarà  in  primo 
luogo  (^n-j-iy  — /z*  = alla  somma  /z-t-7z-i-i;  in  secondo 
luogo  -h/z  (tz-I-i  j = (/z-t-i)*;  in  terzo  luogo  ^ 

sarà  quadrato;  in  quarto  luogo  sarà  quadrato  l’aggregato 


( 7z -i- I )* , trovandosi  di  fatto  =«^-q- 
= ( ;z* -+- « -f- I )* . Dipendo!!  queste  veri- 


n X ^ /z  *4“  1 ^ “4“  n — f 

2 n — j—  3 n — |—  2 n — f—  i 
tà  dalla  4.*  del  il  di  Euclide. 

4. °  y^  — z={y-^z)(y  — z);  e ^ = 3(J±X±y— 5^  2^ — 

É un  corollario  della  5.*  del  il  di  Euclide; 

2 

la  quantità  intera  e 2.  y , e z l’intervallo  dalla  rnetà  a cia- 
scuna delle  parti  disuguali  7/ -f- z , y — z. 

5. °  La  forinola  universale  di  un  triangolo  rettangolo  nu- 
merico è x'=Ly'-\-z\  La  generai  espressione  della  manie- 
ra, onde  formarlo  è ( m’ -+-/z’ )’ = ( m’ — n y 2 mny . Se 
prendasi  {pin  — />  n “)*=:(  jy /zz’ — /> /z’)‘ -t- ( 2/7  zzz  zz)’ , si  avrà 
un  triangolo  rettangolo  simile.  Anche  questa  espressione  si 
può  considerare  qual  espression  generica  della  formazion  di 
un  triangolo  rettangolo  numerico.  Poiché  pertanto  p rn  ■= 
m y.  pm  ^ p n ■=.n'A  p n sono  due  numeri  piani  simili,  appa- 
risce ; dati  due  numeri  piani  simili  potersi  sempre  formare 
un  triangolo  rettangolo. 


6.°  Ogni  ipotenusa  componesi  di  due  numeri  piani  slmili. 
Dalla  formola  universale  si  tira  ?/“z= (x* — 2“) 

x^(^  — 2):  onde  ^(x-F2):  ^y:±(x  — z'j, 
continua  proporzion , che  dimostra  -^(x  — z)  due 

numeri  piani  simili.  Per  la  qual  cosa  essendo  3c=: ^)"l" 
^(x  — z),  è l’ipotenusa  x la  somma  di  due  numeri  piani 
simili  . 


7. °  Qualunque  numero  q può  prendersi  per  ipotenusa 
di  triangolo  rettangolo;  poiché  si  può,  e non  in  un  sol  mo- 
do, ma  in  più  dividere  in  due  parti,  che  sieno  piani  simi- 
li p m\  p n\  pigliando  neH’equazione  p n.' p n ^ q a pia- 
cere la  ragion  quadrata  m'‘ : n\  ed  indi  determinando  p. 

8. °  Essendo  T =r  è* -i- />“  un  triangolo  rettangolo,  ed  /*= 

un  altro  dissimile;  sarà  (iiy=(^bB<XipPy-jr 
^bP~^Bpy  un  triangolo  rettangolo  da  essi  composto,  e 
parimenti  ^ i ly  = ^ h B -]-p  P y -^  ( b P ltB  py  . 

9. °  Se  per  ipotenusa,  base,  perpendicolo  di  un  trian- 
golo rettangolo  si  prendano  i^b,p\  di  un  secondo  f =i*H- 
//,  b'=zi^  — b\p—zib’^  di  un  terzo  i''—F-hp\  b"  ■=zi  — 

. u ■ X V y.  p'  X p“  ^ 1 , , 

p ^ p =z'iip:  sara  = — : cioè  il  prodotto  de  per- 

pendicoli al  prodotto  delle  basi  in  ragion  di  quadrato  a 
quadrato.  Potendosi  trasmutare  il  perpendicolo  in  base,  e 
viceversa  nel  secondo  triangolo , o nel  terzo , od  in  ambi- 
due  insieme,  e restando  vero  il  teorema,  sarà  vero  in  quat- 
tro maniere  . Anzi  facendo  la  trasmutazione  nel  terzo  trian- 
golo, si  troverà  x ragione  cioè  di  quadrato- 

quadrato a quadrato-quadrato  . Si  verificherà  pure  il  teore- 
ma, se  invece  di  uno,  o di  due,  o di  tutti  e tre  gli  espo- 
sti triangoli  se  ne  prendano  di  simili. 

10. °  Si  formino  quattro  triangoli  rettangoli,  come  se- 


N 


gue: 
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Ipotenusa 

Base 

Perpendicolo 

Del  i.° 

i 

b 

P 

Del  2.° 

b 

V — 4j3* 

b 

i^bp 

b 

Del  3.° 

1 

A 

ófbp 

Del  4.° 

ò'  -+-4  è/>‘ 

b^  ■ — 4 

7^b\o 

Il  piano,  o prodotto  de’  perpendicoli,  e quel  delle  basi 
congiunti  coinporran  numero  quadrato  nei  due  i.”  e 2.*,  nu- 
mero cubo  nei  i.*  e 3/,  numero  quadrato-quadrato  nei  i.° 
e 4.°.  Si  dirà  similmente  dell’eccesso  del  piano  dei  perpen- 
dicoli sopra  il  piano  delle  basi,  se  queste  si  prendano  con 
termini  contrarj,  cioè  per  il  triangolo  2."  , per  il  3.“ 

4/)’  — b\  per  il  4.”  — b\  Si  può  continuare  a piacere 

la  serie  de’  triangoli  moltiplicando  per  b l’ipotenusa,  la  ba- 
se , il  perpendicolo  del  4.°  ad  avere  il  5.%  e cosi  via  via; 
e sarà  la  somma,  o la  differenza  dei  piani  de’  perpendicoli 
e delle  basi  del  i.°  e 5,°  un  numero  quadrato-cubo,  e riu- 
scirà un  numero  cubo-cubo  rispettò  ai  triangoli  1/  e 6.*, 
e ordinatamente  in  progresso. 

11.°  Si  costruiscano  tre  triangoli  rettangoli  con  la  leg- 
ge , che  qui  si  offre  all’occhio  : 

Base 


Del  I. 
Del  2. 


h 

h-  — 


P 

Ahp  


4P 


2 O tb*-f-4ì' b ’^-bp — p p./i.bp  + b(b’‘  — 4P°) 

b b b 


saia  p — 


, 1 » “1-43®“  3“  “ . 

X 4/3  X à = — 17  — ■4P  ^ ^ 
cioè  il  solido  delle  ipotcnuse  al  solido  dei  perpendicoli  in 
ragion  di  quadrato  a quadrato. 


I oo 


12. °  Tutti  i numeri  quadrati  interi  hanno  ima  delle  due 

seguenti  forme  ;o  4w*=(2/ì)”;  o 4 (/ì’ -f- i=  Caw-H  i)'- 
Ed  essendo  ^ -t-  1 ? è chiaro  esser 

la  seconda  forma  Tottuplo  del  numero  triangolare 

con  l’aggiunta  -+-  1 . 

13. °  Qualunque  numero  intero  è l’aggregato  di  quattro, 
o di  un  minor  numero  tii  quadrati  interi.  Io  non  ardirei 
attribuire  a Diofanto  di  tal  verità  altro  conoscimento  che 
per  induzione  ; poiché  la  diraostrazion  assoluta  ha  richiesti 
gli  sforzi  di  \in  la  Grange  (b  dietro  quelli  di  un  Eulero, 
al  quale  non  riuscì  che  di  aprire  il  sentiero  . 

14. °  Un  numero  della  forma  3(8m-H2)-l-i  non  può  esser 

quadrato,  né  composto  di  due,  o tre  quadrati;  ma  é com- 
posto di  quattro  quadrati  interi.  Riducendosi  3 (8  w-f-aj-l- 1 
a 4(6wih-i)-4-3,  é evidente  non  poter  essere  un  numero 
di  tal  fatta  quadrato  semplice;  né  la  somma  di  due,  sia 
della  forma  4«“,  sia  dell’altra  4 ( n’ -4- -h  i ; né  la  com- 
binazion  di  un  della  prima,  e di  uno  della  seconda;  né 
l’aggregato  di  due  della  prima,  e di  uno  della  seconda,  o 
viceversa;  né  di  tre  della  prima;  e non  resta  a dimostra- 
re, se  non  che  non  poter  esser  composto  di  tre  quadrati 
della  seconda  forma  [n  n) -\r  i -,  che,  come  ho  detto, 
equivale  a 8 ^ ^ • Lo  sia:  dunque  da  4(6  w -i-i)-}-3 

detratte  le  tre  unità,  dovrà  il  residuo  4(6/7i-hi)  = 8 x 3w-|-4 
essere  divisibile  per  8;  il  che  é impossibile.  Riman  dun- 
que dimostrato,  che  un  numero  non  è 

quadrato,  né  composto  di  due,  di  tre  interi  quadrati.  Egli 
é però  composto  di  quattro;  e può  esserlo  in  più  manie- 
re. Cosi  3i  = i-1-i-+-4"+"^^=4“1“9“1“9“1“9-  L 55  = 

iH-i-f-4-4-49=:i-+-9-t-9-4-36. 


(i)  Accad.  di  Berlino  an.  1770. 


(2}  Nuov.  Coni.  Pietrotj.  tom.  v. 


I OI 


i5.  ^ Se  il  numero  n sia  =:  a*  •+•//%  cioè  se  sia  di  due 
quailrati  composto,  anche  in  sarà  composto  di  due  qua- 
drati , essendo  = '•>  e se  a,à 

sieno  entrambi  pari,  o dispari,  eziandio  ~ 7i  sarà  composto 
di  due  interi  quadrati,  essendo  — ( a* -f- à' J -f~ 


lò.'^  Supposta  la  geometrica  proporzione  m\n\\p\q^  la 
somma  de’  quadrati  di  ciascun  termine  rì"-\-iL-\-p‘'-\-q 
in  due  maniere  è divisibile  in  due  quadrati,  essendo,  per 
ragione  di  m qz=z  np,  essa  somma  tanto  = ^ m -4-  V )" 

( /i — p'f,  quanto  —(m  — — />)*. 


17/  Se  sia  m-=za  n-^c^-\-cL\  e non  sieno  i nu- 

meri c,  d ai  numeri  a,  b proporzionali,  il  prodotto  ni  u sa- 
rà un  numero  per  due  modi  composto  di  due  quadrati,  es- 
sendo m n ■=.  a c -\~b\' -\-a  -^b^ d\  ed  essendo  ac\b  c : : a d : b d. 

Bacheto  alla  qulstione  xxil  del  libro  iil  di  Diofanto  esten- 
de questo  porisma  da  lui  ivi  usato  assegnando  i casi,  ne’ 
quali  il  prodotto  m ti  risulterà  in  6,  8,  2,4  maniere  compo- 
sto di  due  quadrati.  Rechiamo  il  teorema  al  generale.  Se 
m sia  per  numero  t maniere  divisibile  in  due  quadrati,  ed 
n per  maniere  numero  m,  sarà  il  prodotto  mn  per  maniere 
numero  itu  di  due  quadrati  composto,  e in  due  divisibi- 
le : poiché  ogni  maniera  di  m si  potrà  combinare  con  ogni 
maniera  di  /?,  e ciascuna  combinazione  darà  riguardo  al 
j)rodotto  mn  due  maniere.  Cosi  moltiplicando  3iS  in  tre 
maniere  divisibile  in  due  quadrati  con  17  in  una  sola  ma- 
niera in  due  quadrati  divisibile,  ne  proviene  SSi5  per  sei 
maniere  divisibile  in  due  quadrati,  e sono: 
5525:z=3o25-4-25oo=55'‘-1-5o'“  i."'  5525=3844-4-1  68 i =:62'‘-4-4i 

5525=49oo-H  625=7c*-h25“  4.“  5525=5c4i-+-  48^=7i’-Ha2 

5525=5329-1-  1 96=75“-i-i4‘  6.='  5525=5476-}-  49=74’-!-  7 
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E moltiplicando  5525  in  sei  maniere  composto  di  due  qua- 
drati con  1073  in  due  maniere  di  due  quadrati  composto, 
ne  nasce  5928325  in  maniere  24  divisibile  in  due  quadra- 
ti , de’  quali  Bacheto  espone  la  tavola . 

18.°  Se  dei  due  quadrati  x\  z\  e del  numero  n si  for- 
mi la  quantità  x ^ ^ n , sarà  questa  un  quadrato. 


trovandosi  di  fatto 


(X  w\  » 


19.°  Si  formino  le  tre  quantità 


(t 


”)  — • moltiplicando  due  qualunque  di  queste  tre 

quantità  fra  loro,  ed  al  prodotto  aggiugnendó  n,  risulterà, 
quadrato.  Per  esempio  ^ x ^ 2 — ^))~^ 


K — - 


(x^—n)  ((x  + :^)^^4n)~hn(!!'—‘xy 
— x)* 


(a  * — ’X  — ‘2  «}* 

(q;— x/ 

20. °  Se  delie  tre  quantità  x\  z\  2 ( ac’-Hz’ -+- (z  — x)’) 
si  moltiplichino  due  qualunque  tra  di  loro , ed  al  provento 
si  aggiunga  il  prodotto  di  (z — x)*  con  la  somma  di  esse, 
ovvero  con  la  terza  lasciata  : nell’uno  , e nell’altro  modo  si 
ottiene  quadrato.  Così  x’xz’-4-(2:’  — rrj’ x ( x’ -)-2.“  j = x''  — 
2 x^  z 4-  3 X V — 2 X z^  -f-  z'^  = ( x'’  — X z -H  z’  ; ed  x’  x z”  -f- 

(z  — x)’  X 2 ( x*  -f-  z’  -h  (z  — x)’  ) =:  4 X^ I 2 x’  z -H  1 7 x"  z’ 

I 2 X z’  -4-  4 Z*  = ( 2 x’ 3 X z -4-  2 z*  j’  . 

21. °  Alle  tre  or  ora  esposte  quantità  aggiungendo  2(z — x)’, 
ne  vengono  le  tre  x’-4-2(z’ — z’-4-2(z — x)’,  2 (a’-4-z’)-4- 

— x)%  delle  quali  moltiplicando  due  qualunque,  e dal 
protlotto  detraendo  (z  — x)"  moltiplicato  con  la  somma  di 
esse  due,  o con  la  terza,  risulterà  quadrato.  Poiché,  per 
esempio,  ^x*4-2(z  — x)’‘)x(z’4-2(z  — x)  ) — (z  x)  x 
(x"-4-z*-t-4(^ — x)‘)=;x’z’4-(z — x)’  X (x’-4- z.‘)=(x’ — xz-4-z’j% 
ritornando  così  la  prima  parte  deH’esempio  superiore;  ed 
(x’-4-  2 (z  — x)’  ) X ( z’-H  2 ( z — x}‘  ) — (z  — x)’  X ( 2 (x’-4-  j -H 
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4(z’  — xy ) — x'  z\  Diofanto  non  suppone  nelle  sue  qui- 
stioni  questi  ultimi  quattro  teoremi  che  rapporto  al  caso 

Z X = I . 

22. °  Il  cubo  (x-4-7/)’=x'H-?/^-f-3x2/(x-(-l/)=:x’-h2/^-H 
3 X*  2/ -f-3  X ; ed  (x — yy=.x^ — y — 3xi/(x — i/j  = x^ — y^ — 
3 X*  ^ -H  3 X 

23. °  L’intervallo  di  due  cubi  x* — y^  è universalmente 

divisibile  in  due  cubi.  Si  ponga  di  fatto  x* — y^  zzz(^x  — 

( — yY  . Si  avrà  3 x z* — z’-t-  ^ z^  — 3 ^ z*=  o ; onde  z = 

/ y y 

• Io  ooo  comprendo  perchè  al  generai  asserire  di 
Diofanto  nella  quistione  xix  del  libro  v,  Habemus  in  po- 
rismatis  omnium  duorum  cuborum  intervallum  componi  ex  duo- 
bus  cubis  ^ abbia  Bacheto  nel  cemento  ad  essa,  come  nel 
cemento  alla  il  del  iv  trovato  necessità  d’impor  limite,  e 
pronunziare  : Oportet  autein  duplum  minoris  cubi  non  supe- 
rare majorem  . 

PARTE  IL 


Artifizj  di  semplice  ugualità  . 

Artifizio  di  semplice  ugualità  è:  data  una  funzione  di  x 
qual  a*  X* -i- Z»  X 4- c , scegliere  una  forma  indeterminata  di 
quadrato,  o cubo,  alla  quale  uguagliando  essa  data  funzio- 
ne, da  tale  uguagliamento  ricavar  si  possa  un  razionai  va- 
lor di  X idoneo  a rendere  un  quadrato , un  cubo  la  data 
fu  nzione  medesima . Chiamasi  artifizio  di  doppia  ugualità , 
qualora,  date  due  funzioni  di  x,  debbonsi  tutte  e due  ad 
un  tempo , cioè  per  il  medesimo  razionale  valor  di  x , recar 
ad  esser  quadrato , o cubo . 

i.°  Far  quadrato  la  funzione  ax-\-b . Costituisci  ax-{-hz=.y'" 
arbitrario  numero  quadrato:  dall’equazione  si  tira  x — ^ . 
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a/  Rendere  un  quadrato  la  funzione  a x c . Si 

ponga  a' x'-\-hx-)rC=.{^ax my  : svolto  questo  quadrato, 
scancellato  nell’uno,  e nell’altro  membro  dell’equazione 
a' x\  si  otterrà  l’idoneo  razionai  valore  di  x = É 

h c ° 

facile  trasferir  l’artifizio  alla  funzione  a’H 1 . 

X X* 

3. °  Recare  ad  esser  quadratola  funzione  ax'-^bx-^c. 
Supponi  a X*  -I-  i X -f-  t’  = ( 7«  2c  -4-  c )* . 

4. ®  Rendere  quadrato  la  funzione  mx^-^nx.  Pongasi 

= (/)  x)’. 

5. °  Si  può  in  infiniti  modi  render  quadrato  cx*-+-oJ, 
se  sia  la  somma  c d un  quadrato,  che  dinotisi  per  n. 
Poiché  primieramente  sarà  cx'-\-d  quadrato,  fatto  x=i; 
indi  si  faccia  x = z -4-  i , ne  verrà  cx’-t-d^  = cz’-4- 
2Cz-4-c-}-<^  = cz’-4~2CZ-4--7z*,  che  si  condurrà  in  infi- 
nite maniere  ad  esser  quadrato  per  l’artifizio  esposto  al 
niim.  3.”. 

6. °  Nell’equazione  èxHb-c  = (72’-4-i)x‘  essendo  ad  ar- 

bitrio /j , determinarlo  in  guisa,  che  x risulti  razionale.  Il 
problema  si  riduce  a rendere  razionale  c -4--- , 

o sia  a render  quadrato  c /d -4- c : lo  che  riuscirà  di 
effettuare  in  tre  casi:  nel  caso,  che  c sia  numero  quadrato 
per  l’artifizio  secondo;  nel  caso,  che  sia  quadrato  la  somma 
C-4-  — per  il  terzo;  e nel  caso,  che  quadrato  sia  la  som- 
ma 2 c -4“  per  il  quinto . 

■7.°  Fare,  che  divenga  quadrato  la  funzione  di  quarto 
grado  fi*  x'^-t- ^ x^ -4- c x’ -4-c^x -4- I . Con  due  posizioni  diver- 
se si  può  ciò  adempiere:  i.»  ponendo  fi*x‘*-4-ix’-4-cx*-4- 
f^x-4-T=:(fix*-4--^c^x-4-i)*,  con  che  si  distruggeranno  i 
termini  i.',  4 ponendo  fi’x'^-4-Z»x’-l-cx*-4-o?x-4- 

i=fax*-4 x-4-0*,  con  che  anderan  distrutti  i termi- 


ni I . 
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8. ’  Rendere  quadrato  la  funzione  di  sesto  grado  x" — 
-ì  p' n*  X p"" . Ponila  =(^x’-4- 

9. °  Fare  cubo  la  funzione  Tnx^-\rnx'.  Si  ponga  =(jox]\ 

10. °  Recare  ad  esser  cubo  la  funzione  m’ n x*  H- 
px-^q\  Supponila  =(mx-|-^)*. 

PARTE  III. 

Artifizj  di  doppia  ugualità  simile. 

Intendo  per  artifizio  di  doppia  ugualità  simile , quando 
date  due  funzioni  di  x si  tratta  di  renderle  ad  un  tempo, 
cioè  per  lo  stesso  razionale  valore  di  x,  o ambedue  qua- 
drati, o ambedue  cubi. 

Artifizio  1.  Esempio  I.  Rendere  quadrati  ad  un  tempo 
le  due  funzioni  Ax-f-72%  ( /i  H-/)  x -{- Si  dispongan  con 
ordine  dalla  maggiore  alla  minore  le  tre  quantità: 

n\  . . 2.*Ax-t-n\..  n . Si  ha  i'" — i^=:fx\  2" — 3^= 
^x;  e 1*  — 2*  : 2*  — Suppongasi  h x n 

e ne  seguirà  (3/ -+-«)* — n — y -x  n y=. -x* — 3";  e quindi 
-}-2n  y)z=  ^2'^  ; onde  P =-^  (y^-h2  n y)-^(y-i-ny= 
^~-j-i^y-^n\  Il  problema  è ridotto  a 
rendere  quadrato  questa  funzione.  Pongasi  essa  — /zj”: 

'si  trarrà  quinci  il  valor  di  ?/,  e poi  dall’equazione  (A-+-/)x 
-i-n'  = (py  — ovvero  dalla  li  x =:  ( y -j- n y si  con- 
seguirà in  varj  modi,  variato  /? , il  valor  di  x desiderato. 
Similmente  si  operi  venendo  proposto  di  fare  insieme  qua- 
drati le  due  funzioni  n’ — kx,  n — (^h-\-f^x  con  l’avver- 
tenza sola,  che  a disporle  giusta  la  stessa  legge  dalla  mag- 
giore alla  minore  l’ordine  sarà  2’' n — kx...  5"' — 

{k X.  E se  le  funzioni  date  fossero  — Ax,  n’-j-Zx, 
l’ordine  di  disposizione  verrà  ad  essere  i“n’-f-/x...  2®n\.. 
3*  — k x . 
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Esempio  IL  Fare  quadrati  congiuntamente  le  due  fun- 
zioni Si  moltiplichi  la  prima  per  nì\  e 

reciprocamente  la  seconda  per  n,  e provenendone  mVixH- 
m'  n ^ n l X m^  n\  il  problema  caderà  nell’antecedente. 

Esempio  III.  Rendere  congiuntamente  quadrati  le  fun- 
zioni cx-^d.  Ciò  si  effettuerà  per  Tesempio  i.* 

qualora  sia  d — od  ~ un  quadrato,  il 

qual  dinotisi  per  F.  Poiché  supposto  a x b>  c x-\- d si 
dispongano  in  ordine  le  tre  grandezze:  a x-\-b  . . . 2.“cx-h- 

d....  3."/*:  sarà  i"*  — 2"  = (a  — c)x~i-b  — 2*  — 3“  = 

cx-\-d  — F;  e dividendo  i* — 2®  per  2®  — 3®  ne  proverrà 


■(^r^^d)  + b- 


c 

a — c 


c x-\“d — r* 


il  qual  quoziente  si  ridurrà  ad 


^ simile  al  quoziente  ^ 
b — (/  = o , cioè  r =.d- 


4-  nell 


esempio  i . , se  sia 


- (/— n?)-h 
(é  — dj  . Si  jiorrà  cx-{-d  = 
e proseguendo  come  nell’esempio  1.°  si  giugnerà  a 


trovare  la 


fu 


nzion  I 


, I a 3 2.  a r , 

. rt  X -h  o = — ^ H — y -h  ì , che  si 

recherà  a tjuadrato  ponendola  =z(py  — 

Se  d ~c(^  — quantità  /legativa,  e se  presa 

anche  a rovescio  non  sia  (à  — — d quadrato;  cio- 

nulladimeno  potrannosi  le  due  funzioni  « x -f- è , cxH-t/ 
rendere  congiuntamente  quadrate,  sol  che  6 — d') — d 

sia  ad  in  ragion  di  quadrato  a quadrato  ; dal  che 


segue  che  ^ ^ b — d^  — d^  x =■  b — 


_ d — d . = 


divenga  un  quadrato.  Ma  in  tal  caso  bisogna  can-. 
giare  del  i.°  esempio  il  primo  passo.  Dinotata  per  — l 
la  quantità  d — ( b — o?  ) , indicato  per  q il  quadrato 

ed  ordinate  le  grandezze  : i .®  a x -f- è . . . x-\-d. . . 

3.®  — /,  delle  quali  successivamente  le  differenze  sono  i®  — 
— c^x-^b  — r/ ; 2®  — 5®  = c X -f- r/ H- / , ed  il  rap- 
porto ^ ^ .=  “ c ' • ponga  cx-f-f/=2/  5 2,®  3*  = 


/ 
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y' ^ quinci  I*" — 1*  conseguentemente 

y ^=-^y  •>  si  por- 

rà = ( 5^  — ^vY  ' L’antecedente  problema,  e questo  non  so- 
no propiamente  di  Diofanto , ma  una  giunta  di  Baclieto . 
Siccome  però  le  risoluzioni  di  essi  dal  i.”  artifizio  di  Dio- 
fanto si  derivano,  cosi  alla  fonte  ho  stimato  doverli  ripor- 
tare, accompagnandoli  della  intrinseca  dimostrazione  da  Ba- 
cheto  non  tocca  delle  condizioni  a poter  essere  rivi  di  essa. 
Additerò  anzi  brevemente  eziandio  a che  in  fondo  riducasi 
lo  stesso  1.'  artifizio  di  Diofanto.  Posta  la  funzion  hx-\- 
7/*  = ( 2/ /z  )* , trasportisi  il  valor  quinci  proveniente  di 
x=.  ^ (^y  1 n nell’altra  data  funzione  ( A -}-/)  x-H  , 

e si  cangerà  questa  immediatamente  in  ^ ^ i ) Z/^-h  2 TZ 
\ ^ y n . Con  simil  metodo  supposta  c x -H  z/ = 
e trasferita  la  di  qua  dedotta  espressione  di  x = 
— d')  nella  funzion  ax-\-b  si  trova  — z/H- 

2 fl  r ar'-\-bc  — ad  i i • - i , 

— ^ j H , la  quale  si  potrà  recare  al  quadrato 


{p  y — ry  se  si 


sia 


a -|-  b c — a d 


cioè  r 


ad  — -bc 


E 


non 


altrimenti  fatta  cx-\-d  = y\  e sostituto  il  valor  x = — — - 

c 

in  a x-f-^  , ne  viene  — z/“  H facile  a rendersi  quadra- 

ì)  c ci  d ^ C L 

ta  se  sia  un  quadrato.  Ecco  per  via  diretta,  imme- 

diata, speditissima  determinate  le  condizioni  dei  problemi 
di  Bacheto , ed  in  aspetto  assoluto  qui,  siccome  sopra  in 
aspetto  relativo  al  primo  artifizio  di  Diofanto,  spiegata  l’in- 
tima loro  ragione. 

Artifizio  II.  Fondasi  questo  sul  quarto  porisma  . 

Esempio  I.  Rendere  quadrati  ad  un  tempo  le  due  fun- 
zioni  y^x -h  m 5 f x n . Supposto  m'>n^  ed  intendendo  per 
2/  , 2.  due  quadrati  diversi,  de’  quali  z/^  > z*  facciasi  x — t— 
ìii  — y , y"x 72  = 2.“ . Sottraggasi  dalla  prima  la  seconda 
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equazione,  con  che  ne  verrà  m — n = y" — z^  = (y-^zj 
(y  ^}*  Dividasi  m — n in  due  fattori  a,  — — -,  e pongasi 


y 


y 


■à  4(“-t 

^ a — ^ = z . Quinci  fx  -f-  m = — ^ « 


a 

m — n 


) 


y^ 

)\ 

fx-\-n-=^^a  — — ) • dall’una  , e dall’altra  di  queste 

due  equazioni  si  caverà  lo  stesso  razionale  valore  di  x , che 
soddisfarà  all’intento. 

Esempio  IL  Fare  congiuntamente  quadrati  le  due  fun- 
zioniw , f x-k-l.  Si  moltiplichi  questa  seconda  per 
h\  e nel  prodotto /A* x -t- / 4*  considerando  111  -zizn  si  rica- 
derà  nel  caso  superiore. 

Esempio  III.  Recare  ad  esser  quadrati  unitamente  le 


due  funzioni  g*  x*  -\-fx 


ni. 


g*  x*  -i-  A X -H  w , essendo  ni  nu- 


mero non  quadrato.  Supponendo  f>h,  ed  indicato  per  y" 
il  quadrato,  a cui  si  cerca  recar  la  prima  funzione,  e per 
z*  quello,  a cui  riuscirà  la  seconda,  si  trova  — z*  = 
(/ — h)x.  Si  faccia  — z)=2gxx^^;  onde 


y — gx 


f—h 

J — — 


4g 


= gx 


t±  . 

g'x 


conseguentemente  g’  x* 
/ , / f — h 

ty  — TYÌ  ——  / rf  ry  


fx-\-m=  g^x^-j-Ax-l-m  = (ga:— : 

dall’una,  e dall’altra  delle  quali  equazioni  si  trarrà  lo  stes- 
so valor  razionale^  di  x conforme  al  desiderio.  Se  m fosse 
un  numero  quadrato  F,  potrebbe  accadere  che  fosse  — = 
t,  e il  metodo  diverrebbe  illusorio,  e porterebbe,  anzi  che 
al  bramato  effetto,  ad  un  assurdo.  Così  se  le  due  funzioni 
fossero  x*  ' ’ — ' ^ i *.  ■ / kk-  9 


9 X 4 3 

?/=.x-+-2,  x*-ì-9x 


x'  -f-  X -h  4 , sarebbe  = 2 = ^^4  , 


( x-h  2)';  9x  = 4 


X : 


il  eh 


e e 


assurdo.  Può  bensì  essere  /n  = — F,  cioè  un  numero  qua- 
drato negativamente  preso  . 
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Esempio  IF.  Fare  ad  un  tempo 
Si  avrà  ?/*— 2.*=**—/x;  {y-\-z){y — z)=x(x— /);  y=x — ^/, 

z=^f.  Dall’equazione  più  semplice  /x -f- //z  =z’ = — y* 

determinato  il  valore  di  x = ^ / — ^ prenderà  per  questo'^ 
natura  di  quadrato  anche  la  funzione  x“-+-//z,  divenendo 

Esempio  V.  Rendere  congiuntamente  x^ x-\-m=.y\ 
g’ X* -4- /z  X = z* , essendo  m numero  non  quadrato.  Sarà 
2/*  — z*  = ( / — /i  ) X -f-  m ; ( 2/  -i-  z ) {y  — z)=  ( x -h  ) 

(/  — onde  y = 

l —h  gm  l — h 

, Z = ^ X -H  7 — r . 

45’  ^ Z— 4S’ 

Esempio  VI.  Fare  insieme  g'  x^ h x m =.  y\ 

Tì—z\  Avendosi  y* — z^=hx-+-m  — /z , sarà  (z/^Fz)  (y — 

2 g(^m  — n)  \ h 


^ X 


)/,=  ( 


■ h 

g {m—n) 


g^m—n)  , 

h 4g’  f 4g 

Esempio  VII.  Condurre  ad  un  tempo  ad  esser  quadrati 
le  funzioni  x* -t- / x ztz  , /zx-H/w.  Aloltiplica  questa  per 
p'^ , e posta  x*  -j-  / X -h  /)“  m = 2/“ , p^  h x p'  m ■=zz\  sarà 
— z"*  = x“  -H  (/  — /)“  /zj  X ; {y  {y  — z)  = X (x  -4-  / — p’‘  li)  ; 
?/=x-t-4“(^  — P z = -^(joVz  — / J. 

Artifizio  III.  Trarre  a natura  quadrata  ambedue  in- 
sieme le  funzioni  7?  x"  -4- zzz  x , zyx'-l-zz  x,  nelle  quali  /?,  q 
non  sono  numeri  quadrati . Egli  è facilissima  cosa  il  render 
quadrato  una  sola  di  tali  funzioni,  come  si  è all’artifizio  4.° 
di  semplice  ugualità  veduto  ; ma  non  è cosi  del  trovar  un 
valor  razionale  di  x , che  porti  ad  un  tempo  a forma  qua- 
drata due  di  esse  funzioni . Il  metodo  da  Diofanto  adope- 
rato nei  sette  casi  teste  schierati  vien  meno  in  questo  , an- 
che nella  più  semplice  ipotesi  di  p-=.q.  Di  fatto  posto 
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jp  H-  m r — ?/%  jP  -t-  « x = , ne  verrel)be  ?/“ — 2.“  = 

{m—n)x-,  (y-^z){y  — 'z,)  = 2.x^p  x y=xf^p-+- 


n — n r m‘ — n -,  , , / i/"  . — ‘ 

— TT— , %=zx  y p 7 — : onde  p x -^m  x-=  { xV p-\ ^ 

4/^  ^ 4/>  ^ \ ^ ^yp 

(7)1 71  ) X 

1 7» — 

2 4P 


■)= 


p X 


(771 — tiY  • • Cm — nY  .V 

e quinci  ^ ; e perciò 


8p  (m-f-  n ) 

. , , vCtti  — «V  ,*  viCtti — nY  (m — n)* 

sostituendo  px  -\-mx-=.  \ = V , X 

^ ' 8“p“(7n4-wJ*  8p(7n+n_)  4(w+w)'‘ 

— : dove  si  vede,  che  non  essendo  il  denominatore 
^ 4 p 

p quadrato,  la  trasformazione  per  conseguenza  di  p x' -\- 
/w  X in  quadrato  non  è adempita.  Non  lascia  tuttavia  Dio- 
fanto  di  proporsi  tal  quistione,  che  richiegga  di  far  con- 
giuntamente quadrati  due  funzioni  della  forma  px'-\-mx^ 
jPx^H-nx;  e di  questa  sorta  è la  quistione  xiil  del  libro 
vi:  trovar  un  triangolo  rettangolo,  all’area  del  quale  ag- 
giugnendo  uno,  o l’altro  dei  cateti,  l’aggregato  riesca  qua- 
drato. Ecco  com’egli  si  conduce,  e supera  la  difficoltà.  Sia 
y —-t'  -Y-  u ^ cioè  sieno  r,  u tre  numeri  qualunque  costi- 
tuenti un  triangolo  rettangolo.  Si  prendano  per  ipotenusa, 
e cateti  del  ricercato  triangolo  rettangolo  rx,  fx,  ux:  sarà 
l’area  t u x\  e dovranno  essere  ad  un  tempo  tiix'  -i-tx^ 
-Etjix*-|-MX  quadrati.  Suppongasi  t>u.  Piglisi  un  quadra- 
to o sia  e si  ponga  i /^x*-l- ^x  = 

^ -E  ? M -H ^ x*  ; onde  x z=z . Per  divenir  quadrato  anche 

— tux"-\-ux^  dovrà  essere  quadrato  T ~ 

— tu.Y-^tuh  t u-Y -Y-  tu  . t (^t — u") 


— , . . Trattasi  di  render  qua- 

drato  il  numeratore;  lo  che  per  l’artifizio  5.°  di  semplice 
usualità  in  infiniti  modi  si  ottiene,  qualora  sia  — t u. 

t[t  — «)  un  quadrato.  Il  perchè  la  quistion  si  riduce  a tro- 
var un  triangolo  rettangolo  tale , che  il  prodotto  dei  cateti 


/ 
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t u il  solido  dell’area  — t u ^ del  maggiore  cateto  e 
dell’eccesso  t — u di  questo  sopra  il  minore  u formino 
congiuntamente  un  quadrato  . Dividendo  per  t resta 
— m);  onde  se  t prendasi  quadrato,  basterà 

che  anche  — w)  sia  quadrato:  e cosi  il  proble- 

ma per  secondo  riducesi  a trovare  un  triangolo  rettangolo, 
nel  quale  essendo  il  cateto  maggiore  un  numero  quadrato  , 
lo  sia  insieme  l’aggregato  del  minore  con  il  prodotto  dell’ 
area  nell’eccesso  del  maggiore  sopra  il  minore.  Questo  ag- 
gregato sarà  di  nuovo  per  l’artifizio  5." 

di  semplice  ugualità  quadrato , e lo  sarà  anzi  per  inliniti 
modi,  qualora  t — u sia  quadrato,  e sialo  unitamente  la 
somma  m ^ m . Dunque  per  terzo  il  problema  riducesi  a 
ritrovare  un  triangolo  rettangolo,  del  quale  il  cateto  maggio- 
re t sia  quadrato,  l’eccesso  di  esso  sopra  il  minore  cioè 
t — u sia  parimenti  quadrato,  ed  altresì  l’aggregato  del  mi- 
nore con  l’area  vale  dire  u-^~tu.  Sia  r ■=  a b\  t 
lab,  u=.a  — Z*’ ; per  lo  che  dovrà  essere  2.ab>a‘  — 
supposto  essendosi  t > u . Se  sia  a-=.2b^  sarà  t=z‘2ab==. 
4^’j  quadrato;  t — u=^b’'  — (a* — = — òb^  = b\ 

quadrato;  debbe  in  oltre  essere  — \-Zb'  '~()b‘'  -1-3  è” 

quadrato;  il  che  per  fin  si  riduce  al  dover  esser  quadrato 
6 è* -1- 3 , ciò  che,  essendo  6 3 = 9 quadrato,  può  per  il 
più  volte  citato  artifizio  5."  di  semplice  ugualità  in  manie- 
re infinite  mandarsi  ad  effetto.  Qual  ingegno  in  questa  so- 
luzione, in  questa  gradazion  di  riduzioni  di  Diofanto!  Con 
maestria  insomma  riduce  egli  il  problema  di  rendere  ad 
un  tempo  di  quadrata  condizione  le  due  funzioni  p x” -\- 
mx,  p x' n X al  problema  di  semplice  ugualità  di  far  qua- 
drato la  funzione  cx^'-hd,  ancorché  nè  c,  nè  d sia  numero 


/ 


ira 

quadrato . Nella  quistion  di  DIofanto  essendo  m , n cateti , 
e p aja  di  triangolo  rettangolo,  hanno  de’  vincoli  tra  loro; 
pure  sono  in  complesso  lasciati  all’arbitrio , e l’artifizio  di 
Diofanto  consiste  nello  sceglierli  tali , che  in  ultimo  ne 
provenga  una  funzione  c x' d ^ nella  quale  la  somma  c-\-d 
sia  quadrato:  il  che  ottenuto,  siccome  essa  funzione  può 
per  infiniti  modi  recarsi  a quadrato;  cosi  la  quistione  una 
copia  d’innumerevoli  scioglimenti  riceve.  Essendo  all’incon- 
tro w , n , />  numeri  dati,  il  calcolo  su  le  tracce  di  Diofan- 
to porterebbe  alla  funzione  mnz-\-pm{^in — n')\  e più  ge- 
neralmente proposte  le  due  funzioni  px^-^mx^  qx''-\-nx 
per  la  via  medesima  si  perverrebbe  alla  funzione 
(qm — np^.  Dunque  per  il  metodo  di  Diofanto  le  due 
funzioni  -t- V , px'-hnx  si  potranno  per  infinite  ma- 
niere recare  a quadrata  forma,  non  solo  ne’  casi,  che  sepa- 
ratamente sia  una  delle  due  quantità  m n ^ pm(^m  — /?) 
quadrato,  ma  per  terzo  anche  nel  caso,  che  sia  almeno 
quadrato  la  somma  loro  mn-\-pm(^m — n).  E similmente 
per  modi  infiniti  potrannosi  all’esser  di  quadrato  condurre 
le  due  funzioni  più  ampie  px'^-i-m  x^  q x' -j- n x in  tre  casi: 
i.*,  che  mn  sia  quadrato:  2/  che  lo  sia  m^qm  — np): 
3.°,  che  il  sia  la  somma  mn-\-m[qm  — np)’  H celebre  la 
Grange  nel  paragrafo  vi  delle  sue  addizioni  all’analisi  in- 
determinata dell’Eulero , che  forma  il  tomo  il  degli  Ele- 
ménti di  Algebra,  facendo  nelle  funzioni  px'-\rmx^  qx'^-^-nx 
la  indeterminata  x = y7  ^ ùi  tal  guisa  cangiandole  in 
pH-m  riduce  il  problema  di  render  quadrati 

quelle  due  al  problema  di  render  quadrati  le  due  p-\-mX^ 
q-^nX.  E ponendo  p-^mX=z\  q-\-nX—y'^  ed  elimi- 
nando X ne  trae  mq  — np-=my' — nz*;  onde  772i/“=nz’-f- 
mq^—np,  ed  y'^  =.  m n z' m [ m q — np)\  cosicché  il  prò- 
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])lema  riducesi  a render  quadrato  la  funzione  mn%-\-m 
(rnq  — np).  E perciò  il  sentiero  battuto  dal  la  Grange, 
quantunque  diverso  da  quello  di  Diofanto , inette  alla  stes- 
sa riduzione.  Vero  è però,  che  siccome  il  la  Grange  nell’ 
indagare  antecedentemente  i casi  , ne’  quali  è dato  di  far 
in  genere  quadrato  la  funzione  oltre  ai  due  casi 

di  ^ , o di  ^ cjuadrato , assegna  una  sfera  di  casi  più  am- 
pia che  non  è il  terzo  caso  da  Diofanto  contemplato  dell’ 
esser  la  somma  A-\~B  numero  quadrato;  cosi  fornisce  egli 
il  la  Grange  una  risoluzione  più  estesa  del  problema  di 
rendere  ad  un  tempo  di  quadrata  forma  le  due  funzioni 
qx'  n X . 

PARTE  IV. 

Artìfizj  di  doppia  ugualità  dissimile. 

Diofanto,  oltre  a rendere  ad  un  tempo  quadrati  due  fun- 
zioni di  X,  prende  in  alcune  quistioni  a rendere  una  di  es- 
se funzioni  quadrato,  l’altra  cubo.  Gli  artifizj,  che  a ciò 
adopera  , son  quelli , che  io  chiamo  di  doppia  ugualità  dis- 
simile, per  distinguerli  dai  superiori,  che  ho  chiamati  di 
doppia  ugualità  simile,  e le  denominazioni  mi  sembrano 
esprimer  assai  bene  la  differenza.  Bacheto  ne’  suoi  comenti 
non  assegna  che  una  classe  di  doppia  ugualità  , quella  cioè 
da  me  appellata  simile;  dietro  Bacheto  sono  andati  tutti 
gli  analisti.  11  la  Grange  nelle  sue  sottili  addizioni  all’ana- 
lisi indeterminata  di  Eulero  prende  nel  paragrafo  vi  a ver- 
sar su  le  doppie  ugualità  e su  le  triple,  ma  arrestasi  alle 
simili,  senza  muover  parola  su  le  dissimili,  e non  so,  che 
alcuno  accinto  siasi  ad  esercitare  su  di  esse  l’ingegno.  Dio- 
fanto ne  porge  pochi  esempj  e facili , ma  che  pur  merita- 

i5 
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no  fii  essere  considerati  . Io  gli  esporrò,  additando  anche  le 
quistioni,  nelle  quali  li  tratta. 

i.°  Fare  al  tempo  medesimo  x — y\  x-\-i-=.z\  Si  pren- 
da ?/  = a-+-i,  zr=u  — i;  ne  verrà  ly z ■=.  (^u — i)^; 

quindi  -H  m = 4 m 4 , o sia  [u  i)  u = {^u  , e 

perciò  onde  oc  = ^’ = ( m -h  1 )’ = aS  . . . . Libro  vi 

quist.  XIX. 


2.“  Rendere  reciprocamente  x =:y\  x 2,  =zz\  Si  pigli 
y=-u  — i,z  = — M-j-i;  ne  seguirà  — 3 w* -t- 3 m -}- i = 

u* -t- 3 w -h  I .■  laonde  m = 5-F,  y=.u — 1=4-^,  x 

= (^)’='g-'  E di  fatto  ' 

Lib.  vi  quist.  XX. 


4 
49»  3 
64 
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V T ; 


3.”  Effettuare  ad  un  tempo  2X-^  i —y\  4 x -H  2 = 
Essendo  4x-H2=2(2x-+-i),  sarà  2y'=.z\  e perciò  si 


verificherà  prendendo  y=.z-=.2‘^  onde  x = ^ ^ 

. Lib.  vi  quist.  xxl. 

4. °  Reciprocamente  verificare  £^x-\-2-=.y\  2xH-i=:z\ 
Sarà  2z^-=.y\  lo  che  si  ottiene  prendendo  z =:  2 , ?/  = 4, 

e conseguentemente  x=  ^ — Iz=—  = 3 — . Libro  vi 

^ 2 2 2 

quist.  xxil. 

5. “  Adempiere  ad  un  tempo  le  due  equazioni  2x*H- 
2.x=.y\  x* -f- 2 X -4- 2 = z’.  Si  prenda  y‘=p'‘x'‘:  quindi 


; e sostituendo  nella  seconda  equa- 

. 2 2 3 O • 

/-  » ^3  ' 7 ^ — — 7-  -- — ^ = z . 01  assu- 

(p  — Ci’*  — — 2 (p* — 2y 


2X  2=P  X,  X 
8 

zione 


— 2 
2 .4 


ma  z 


■(p^Tp’  ® thtra  p 


= — g\  ed  indi  x=  ^ 
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QUADRO  ALGEBRAICO  IL 

Del  libretto  De  numeris  quadratis 
di  Leonardo  Pisano . 

Le  dottrine  di  Leonardo  vestite  delle  algebraiche  spezie 
acquisteranno 5 siccome  quelle  di  Diofanto,  luce  ed  ampiez- 
za, od  anzi  estensione  senza  confine. 

PARTE  I. 

Generazioni  de’  numeri  quadrati . 

1. “  La  generazione  primaria,  e più  ovvia  de’  numeri 
quadrati  è la  moltiplica  di  qualunque  numero  della  serie 
naturale  per  lui  stesso. 

2. ^  Si  generano  de’  numeri  quadrati  formando  una  pro- 
gressione geometrica  qualunque  ^a.à".a\a''.a\a^ 

Il  terzo  termine  a*  è quadrato,  il  quinto  a^  parimen- 
ti, il  settimo  ancora,  e così  di  seguito  ogni  termine  di 
luogo  dispari . Poiché  si  segni  generalmente  il  luogo  dispari 
per  il  numero  dispari  2 /i  i , e si  sostituisca  questo  nu- 
mero dispari  invece  di  n nella  espression  generale  dei  ter- 
mini ne  verrà  , termine  qua- 

drato . Che  se  a sia  egli  stesso  quadrato , tutti  i termini 
della  progressione,  niuno  eccettuato,  saranno  in  infinito 
quadrati,  perchè  posto  a = h’  divien  a ‘L 

3. “  Generansi  i numeri  quadrati  tutti  con  ordine,  som- 

mando  continuamente  la  progressione  aritmetica  dei  numeri 
dispari  -j-  I.3.5.7.9.  •••5  brevità  segnerò  . 

Di  fatto  i-ì-3  = 4 = 2*,  i-j-3h-5=9  = 3‘,  )-|-3-t-5-i- 
7—  16=4* Ed  in  genere  la  somma  è il  quadrato  del 
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numero  dei  termini  sommati.  Del  che  si  trae  facilmente  la 
ragione  dalla  ecumenica  forma  i ) x — del- 

la somma  della  indeterminata  progression  aritmetica  a . 

— i)d:  poiché  nel  caso 
di  a = I , o?=2,  come  è nella  progressione  dei  numeri  di- 
spari, quella  ecumenica  forma  della  somma  diviene  =272X 
^■=zìi  . Quindi  agevolmente  si  può  soddisfare  a tre  quesiti. 

Quesito  I.  Dato  un  numero  quadrato  n dire  di  quanti 
numeri  dispari  continui  dall’unità  sia  composto  . Si  estragga 
da  n la  radice  quadrata  n\  questa  dirà  quanti  dei  numeri 
dispari  da  i continuando  nella  progressione  [A)  formino  in- 
sieme raccolti  n . 

Quesito  IL  Trovar  la  somma  di  tutti  i mimeri  dispari 
sino  ad  un  dato  a A -f- i inclusivamente  . Si  divida  a A -h  i 
in  due  numeri  differenti  tra  di  loro  dell’unità,  cioè  A, 
A-1- I : il  quadrato  ( A H-  i è la  somma  cercata.  A ciò 
comprendere  riflettasi,  che  il  termine  generale,  o sia  l’es- 
pression  generale  di  un  termine  qualunque  della  progressio- 
ne (A)  è — i)a.  Facciasi  pertanto  i -h(« — 1)2  = 

aA-p-i,  e ne  segue  n = A-}-i,  «*=  ( A -H  i . Ma  /z’  è la 
somma  di  tutti  i numeri  dispari  da  i sino  ad  i-h(« — 1)2, 
o sia  fino  a aA-hi  postogli  uguale;  dunque  anche  (A-q-i)*. 

Quesito  IH.  Dato  un  numero  quadrato  n trovar  il  mas- 
simo dei  numeri  dispari,  che  lo  compongono.  Sarà  egli  per 
la  teoria  della  progressione  (A)  1 -h  ( n — 1 ) 2 =:  a.  n — i. 
E per  la  soluzione  del  quesito  antecedente  essendo  = 
^/i I « = A — I,  sarà  esso  massimo  numero  dispari  cer- 

cato A -+■  h -+•  I = 2 A I = 2 n — I . 


PARTE  IL 
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Problemi  di  semplice  ugualità. 

Frate  Luca  perturbatamente,  giusta  suo  pravo  costume, 
riporta  i problemi  di  Leonardo,  e con  ragione  gli  rimpro- 
vera Tartaglia  il  disordine.  A correggerlo,  e rimettere  i 
problemi  dell’antico  nostro  padre  nella  conveniente  disposi- 
zione, per  la  quale  a dover  lumeggiati  ottengangli  la  meri- 
tata lode,  io  li  divido  in  due  classi;  nella  prima  raccoglien- 
do quelli  di  semplice  ugualità  , e riserbando  quelli  di  dop- 
pia ugualità  alla  seconda.  Tn  ciascheduna  classe  poi  ravvi- 
cinerò quelli,  che  più  si  rassomigliano,  ed  in  ogni  manipo- 
lo di  simili  il  più  semplice  terrà  il  primo  luogo,  e seguirà 
il  più  composto.  Aggiugnerò  riflessi  e indefinite  soluzioni. 

i.°  Trovar  due  numeri  quadrati,  l’intervallo  de’  quali 
sia  un  dato  numero  dispari  a/i-+-  1 . Si  osservi,  che  general- 
mente rintervallo  tra  i quadrati  (/z-Hi)',  ri  cioè 
I — è =•.  2n-+-i=n-hi-hw=  alla  somma  delle  due 
radici  n i , n . Dunque  separando  il  dato  numero  dispari 
2 A -H  I in  due  parti  A-f-i,  h differenti  dell’unità,  la  mag- 
giore h -f-  I sarà  la  radice  del  maggiore  dei  due  quadrati 
numeri  richiesti,  e la  minore  h la  radice  del  minore. 

Gioverà  a suo  tempo  l’aver  qui  confrontato  con  questo 
problema  di  Leonardo  la  quistione  xl  del  libro  il  di  Dio- 
fanto,  il  quale  senza  ristrignersi  al  caso,  che  l’intervallo 
dato  sia  numero  dispari,  si  propone  indistintamente,  ed  in 
tutta  l’ampiezza  di  ritrovare  due  quadrati  nel  dato  inter- 
vallo i ; e l’esempio  anzi  che  tratta  è di  intervallo  pari . 
Lo  scioglimento  del  greco  analista  consiste  in  porre  il  lato 
del  minore  dei  due  quadrati  cercati  =3C,  il  lato  del  mag- 
giore = acH-m:  sarà  conseguentemente  = 


] i8 

2.  m X 


IH 


2 m X -h  ///  = / ; onde  x =. 


Diofan- 


to  lascia  libera  la  grandezza  di  w,  sì  però,  che  w"  non  su- 
peri i,  nè  l’uguagli,  come  aggiugne  Bacherò,  qualora  sia 
i quadrato . Perciò  lo  scioglimento  di  Diofanto  gode  anche 
il  vantaggio  di  essere  indeterminato,  e comprender  tutti  i 
varj  possibili  modi  di  soddisfare  al  problema , sia  per  nu- 
meri interi , sia  per  fratti . A metter  vie  più  in  chiaro  la 
differenza;  sia  il  dato  intervallo  i = 65;  sarà  per  il  meto- 
do di  Leonardo  2/ì-1-i=65,  il  lato  del  minor  quadrato 


65  — 1 


= 32,  il  lato  del  maggiore  /ìH-i=33.  Per  il 

metodo  di  Diofanto  sarà  il  lato  del  quadrato  minore  x = 

65  — ■m'‘  I 1 r I • ' 65  — ■ i 

, donde,  tacendo  /«  = i , si  avra  x = 1=32, 

27/1  2 ’ 

come  per  il  metodo  di  Leonardo;  ma  facendo  in=S  si 
avra  inoltre  x = — 4 » E di  vero  non  è meno  (4-^5)’ — 

4’=  65,  che  (32-t-i)'‘ — 3 2*  = 65. 

2.°  Trovar  due  numeri  razionali,  e interi,  li  quadrati 
de’  quali  insieme  congiunti  facciano  numero  quadrato . Si 
prendano  ad  arbitrio  due  numeri  na\  nb',  purché  però  sie- 
no  o entrambi  pari,  o entrambi  dispari:  li  due  cercati  nu- 

— n b\  ovvero 


meri  saranno  n a x nb'=.nab 

«a“+77è“  n - I V • . na- 

. rolcne  si  trova  — 

2 

72  6* 


na^-\-n  6* 


-720“ 


n a 


n a*  -f-  72  6“  


; ed  (^n  aby  — 


7i’^  a* 


72“ 


72*  64 


72“  a4 


72“  a“  6“ 


— nb\  ovver  «a* — 

72  6*  » » I , 

1 = /2  a 6 -H 

72  a“+72  6“ 


2 

72“  64 


4 a 4 ^ 

le  frazioni  svaniranno  nell’ipotesi 


-y.E 


4 , , 

che  n a\  nb‘  sieno  en- 


trambi pari  o dispari . La  soluzione  è fondata  su  la  quinta 
del  il  di  Euclide:  na-\-nb'  è la  quantità  intera,  n a\  nb' 

. • !•  72a“  + 72  6“  , V 72  0* 72  6“  72a“+726“ 

le  parti  disuguali, la  meta, = 


Tib"  = n a 


72  o“  + /2  6“ 


l’intervallo  tra  la  .metà,  e l’una , o 


Taltra  deile  parti  disuguali 
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Altra  risoluzione.  Nella  progression  dei  numeri  dispari 
(^  4)  esposta  nella  terza  generazione  dei  numeri  quadrati  si 
prenda  un  numero  dispari  quadrato,  che  rappresenterò  in- 
determinatamente per  a/i-i-d;  la  somma  della  progressione 
sino  al  numero  dispari  immediatamente  antecedente  2 /< -4- i 
sarà  pure  quadrata , ed  =(4-4-1)”  per  il  quesito  2.°  sciolto 
dipendentemente  da  essa  terza  generazione  ; e quadrato  sa- 
rà eziandio  l’aggregato  di  questa  somma  , e del  quadrato 
dispari  ad  arbitrio  preso  2h-\-5  per  la  natura  della  pro- 
gressione non  essendo  tal  aggregato  che  la  somma  di 

essa  progressione  sino  al  numero  2h-\-3.  Esempio:  sia  il 
quadrato  numero  dispari  preso  ad  arbitrio  2 4-4-3  il  9 , il 
numero  dispari  immediatamente  antecedente  è 7 , la  somma 
della  progressione  (A)  sino  a 7 è 16  numero  quadrato,  l’ag- 
gregato 16-1-9  = 25  numero  quadrato  = 5”  è la  somma 
della  medesima  progressione  sino  a 9 . 

3.°  Dividere  il  numero  quadrato  4”,  somma  dei  due  qua- 
drati f‘-hg\  in  due  altri  numeri  quadrati  differenti.  Si  pren- 
da la  radice  quadrata  11  di  4”;  nelle  espressioni  generali 

nab,  — — — della  risoluzione  prima  dell’antecedente  pro- 


blema si  faccia  71  = h'^  poi  si  dividano  i numeri  hah^ 

2hab  hCa'‘ — 6“) 

: saranno  t,-—, 

2 a -|-6  a -j-è 

le  due  radici  dei  nuovi  numeri  quadrati  , che  si  desiderano. 


liCa^ — 6’)  1’  It 

— T uno  e 1 altro  per 


— 2«“6“-l-è4 


Di  fatto  X 

V a + b / V ^ ^ a'^+2a  0 +0-^ 

4.°  Dividere  il  numero  non  quadrato  p,  ma  composto 
dei  due  quadrati  insieme  giunti  /”-4-g’  in  altri  due  quadra- 
ti differenti.  Si  formi  a piacere  di  due  quadrati  («/>)*, 

(^- — il  quadrato  • Si  dispongano  poi  le  due 


radici  date ^ , e le  prese  a 5, 


a*  — 


queste  sotto  quelle 


2 


1 20 


/ • • 
ab,. 


> 

. Moltiplica  in  linea  verticale,  e prendi  la  dif- 


ferenza dei  due  prodotti  fab — Moltiplica  in  ero» 
ce,  e piglia  dei  prodotti  la  somma  g a b . Divi- 


dendo e quella  differenza  e questa  somma  per 


a“- 


sa- 


ranno  i quozienti 


2fab  — g(a^  + b^)  /(«* — b^')  + 2.gab 


le  radi- 


a*q— ò’ 

ci  dei  due  desiderati  quadrati.  E di  verità 

47  »a  -6-—  ^fgab  (a^+b^)  +gXa^—  b^y+f  - b^y ^fgab(a^^  ^g^a^b 

(a^  + b^y 

— cr+gD(c«‘-^^yH-4^-^>0  „ 

Ca^  + b^y  J 

Se  avvenisse,  che  Foperazione  producesse  radici  uguali 
alle  date,  si  cambj  la  disposizione  o di  queste,  o di  quelle 
prese  a piacere,  e si  rinnovi  l’operazione. 

5. ®  Trovare  un  numero  quadrato,  a cui  aggiunto  un 
dato  numero  m , la  somma  sia  quadrata . Prendi  ’-> 

poiché  sarà  (^-^— ) • 

Questa  però  non  è che  una  delle  infinite  risoluzioni  pos- 
sibili. Ad  aver  l’espressione  di  tutte,  dinotato  per  x"  il 
quadrato  cercato,  si  ponga  = (x H- = 3c*-h2  ^ x-l-i*: 

ne  vien  quinci  x = espressione  indeterminata , di  mol- 

ti , anzi  infiniti  valori  comprensiva , se  non  si  escluda  x ne- 
gativo, rappresentando  t un  numero  ad  arbitrio. 

6. ®  Trovar  un  numero  quadrato,  dal  quale  detratto  un 

dato  numero  m,  rimanga  residuo  quadrato.  Prendi  * 

e Sara  = (__)  . 

La  risoluzione  generale  di  questo,  similmente  che  del 
problema  antecedente  si  otterrà  fatto  x'  — w = (x  — = 

x’  — 2fx-t-t“;  onde  x — espressione  del  tutto  indefi- 

nita, ed  immensa,  e sempre  positiva,  preso  positivo  t. 
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Assegnar  due  quadrati,  de’ quali  ricevendo  l’uno, 
perdendo  l’altro  lo  stesso  numero,  restino  ambedue  quadra- 
ti. É questo  problema  una  combinazione  dei  due  preceden- 
ti, e si  scioglie  combinando  le  soluzioni  loro.  Ma  ecco  lo 
scioglimento  sotto  altro  aspetto.  Prendasi  un  numero  qua- 
lunque dispari  2 « -h  i , e si  divida  nelle  due  parti  tz  , 
72-4-1,  saranno  n\  (n-t-i)’  li  quadrati,  il  primo  de’  quali 
ricevendo,  il  secondo  perdendo  lo  stesso  numero,  vale  dire 
2 w H- I , ambedue  resteranno  quadrati. 

8. °  Ritrovar  un  qualunque  dato  numero  dispari  2 -1- i 

di  quadrati  numeri  interi,  la  somma  de’  quali  sia  pur  nu- 
mero intero  quadrato.  Dalla  serie  dei  numeri  quadrati  in- 
teri 1.4.9.16.25.36.49...  lasciato  il  primo  cpiadrato  i, 
prendi  numero  2 A di  rjuadrati , la  somma  de’  c[uali  dicasi 
S\  piglia  di  più  il  quadrato  \ '•  sarà  questo  pur  esso 

cpiadrato  intero  , e la  somma  tutta  5 

quadrato  parimenti  intero.  Si  comprenderà  di  tutto  ciò  la 
ragione  osservando,  che  nell’esposta  serie  dei  numeri  qua- 
drati interi  questi  sono  alternativamente  dispari  e pari  ; 
dunque,  lasciato  il  primo  1 dispari,  e tolto  un  numero  pa- 
ri 2//  de’  seguenti,  la  somma  di  essi  5 sarà  necessariamen- 
te dispari;  dunque  S — i,  numeri  pari,  e conseguen- 

temente  — ^ numeri  interi.  JLsempio;  sia  2/24-1=39, 

cioè  cercliinsi  39  numeri  interi  quadrati , la  somma  de’  qua- 
li sia  altresì  numero  intero  quadrato.  La  somma  <5  di  38 
quadrati  continui  dell’esposta  serie , lasciato  il  primo  i , 
trovasi  =20539;  laonde  ò" -f- 6^ — = 2o539 = 

(—)  = (-;-)  • 

9. °  Trovare  tre,  ed  anche  più  quadrati  interi,  che  con- 
tinuamente raccolti  L-t-a",  1 ^ -f- 2' -4- 3“  . . . . la  raccolta 
sia  perpetuamente  quadrato  intero.  Si  dinotino  con  ordine 

i6 
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i cercati  quadrati  interi,  2°  z/’ , ò‘ x\  4°?/’,  5*  z" 

Si  prenda  il  1°  ^*  = 2 /z -}- i , cioè  numero  quadrato  dispari, 
qualunque  poi  sia  ad  arbitrio , e si  prosegua  come  qui  sot- 
to vien  mostrato: 


della  qual  serie  questa  è la  generazione,  che  servirà  a con- 
tinuarla a piacere:  u =:(^  ^ ; 2/*  = 

^_Llh!Llbf ....  Ed  il  principio,  su  cui  è fondata  la 

regola,  si  è,  che  se  da  un  numero  quadrato  dispari  si  tolga 
l’unità  , ed  il  residuo  si  divida  per  2 , e poi  si  quadri , la 
somma  del  primitivo  quadrato  e del  nuovo  sarà  un  quadra- 
to intero.  Il  si  vede  applicando  l’operazione  a 2 /z-f-i  suppo- 


sto quadrato  dispari  : sarà  ^ 


2 /t  + 1 — 1 


2 /z  H-  I -t- 


/z*  = ( /z -H  I . Ed  è un  corollario  del  problema  5.°.  Esem- 
pio. Pigliando  2 /z -t- 1 =.  = 9 , sarà  zz’=:/z*=i6,  sc*  = 

(ÌA--^A)’  =(8-l-4)-=ia-=.44,  = 

/z‘  -H  /z  ^ = ( 82  -h  32  -H  1 6 -t-  4 = 84*  = 7066  ....  E si 

avrà  i’ -H  zz“  = 9 -h  1 6 = 25  = 5°  ; H- zz"  H- x’ = 9 h- i 6 -f- 
144=  169  = 13’;  z’-H  zz’-i-  x’-h  z/’=  9-1-16-4-144 -+-7056  = 
7225  = 85’.  E così  di  seguito. 


PARTE  III. 

Problemi  di  doppia  ugualità. 

i.°  Si  vedrà  in  questa  classe  tentar  Leonardo,  e scio- 
gliere, o direttamente,  o indirettamente,  per  qualche  caso, 
dei  problemi,  la  risoluzione  generale  e diretta  de’  quali  an- 
che oggidì  è ardua,  anzi  di  taluno  ai  più  fini  analitici  ar- 
tìfizj  superiore.  Io  però  tutti  raccorrò  i sussidj , che  le  sot- 
tili invQ^zioni  di  Eulero  e di  la  Grange  somministrano  per 
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estendere  le  dirette,  e le  indirette  soluzioni,  accompagnan- 
doli di  nuove  osservazioni , e novelli  teoremi  aggiugnendo  , 
per  i quali  la  materia  acquisterà  luce,  e il  modo  si  appale- 
serà di  recare  la  indiretta  soluzione  ad  un’ampiezza  indefinita  . 

i.°  Trovar  due  numeri  quadrati,  la  somma  de’  quali 
sia  quadrato , ed  anche  aggiugnendo  ad  essa  somma  il  dato 
numero  m abbiasi  quadrato . Primieramente  trova  un  nu- 
mero quadrato , che  con  m faccia  somma  quadrata , e sarà 

per  il  problema  antecedente  • Poi  trova  due  nume- 
ri quadrati,  che  giunti  facciano  ) '•>  io  che  farai  per 

la  V del  il  di  Euclide  considerando  ^ come  il  qua- 
drato della  metà  della  quantità  intera  m — i . Si  divida  que- 
sta in  due  parti  disuguali  n a\  nb"  dopo  aver  preso  a pia- 
cere i due  quadrati  , b’' , per  lo  che  altro  non  rimarrà 
che  determinar  n per  la  semplice  equazione  na-\-nb^:=i 


in  — I,  dalla  quale  prontamente  si  ha  n = E ; onde  una 

, l’altra"  nh' = ■ 


delle  disuguali  parti  n a 
r intervallo  tra  la  metà 


m —I 


e ciascheduna  di  esse 


= ^-"”'^(1^.4:^')'^  ^ * Clonseguenteraente  per  la  v di  Euclide 


(m— (/n— 06“ 

1 

1 

f m — I 

a“-+-6“  ’ 

^ 2(a“-l-6“)  ) 

1 1 

piere  il  calcolo  del  primo  membro  per  trovarlo  effettiva- 
mente identico  con  il  secondo . Ma  il  prodotto  x 

^ stessa  che  il  quadrato  ' dun- 


que saranno  a_r v;  le  radici  dei  due  deside- 

^ a -+-6  2 (a  -4-  b ) 

rati  quadrati.  Sia  per  esempio  il  numero  dato  m=6,  e si 

la  7 a V (m — i')ab  5.  a (m — 

prenda  a =4,  4=i:  sara  = = 

^ = -^.  Ed  in  effetto  a‘-t- = (-^)  conforme  al- 


5.3 

2 
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la  prima  condizion  del  problema,  e — — 

6 = ^ ) giusta  la  condizion  seconda . 

2.°  Assegnare  un  numero,  che  trattone  a resti  quadra- 
to, e giuntogli  h faccia  quadrato.  Trattasi  qui  di  fare  ad 
un  tempo  x — a = z\  x-\-b=:y\  Trasportando  dalla  pri- 
ma nella  seconda  equazione  il  valor  di  x=z"-^a,  ne  vie- 
ne z a b = y . Per  lo  che  riducesi  il  problema  a ri- 
trovar un  quadrato  al  quale  aggiugnendo  a-i-b  pro- 
venga quadrato  , ciò  che  si  è insegnato  a fare  nel  proble- 
ma 5.  . Sostituendo  pertanto  a-{-b  ad  m,  sarà  il  quadrato 

,a+b — iV  /a-4-b — 1 

■ I ^ /v*  , f • 


a /i 

cercato  z=(- 

a: -t- ^ ^ -1- a -h  ^ ; onde  ne  segue  un’ 


per  conseguenza  x 


/ a>-\-b — 1 \“ 
\ 2 / 


altra  espressione  di  a:=  ^ — b:  e di  fatto  f— ^ 

Trasferendo  alla  funzione  z"-ha-\-b  la  risoluzione  inde- 
terminata del  problema  5.°  con  fare  z^  a-i- b = (^z-i-t  y=z 

z^ -i- 2.  t z 1\  si  avrà  z , e per  conseguenza  x =. 


_ { a+b- 


K 


(X— ^ * 


2 t 


2 t 


y-b. 


2 t 

-H  « s ovvero  x = 

3.°  Ritrovar  un  numero,  al  quale  o aggiungasi  o tolgasi 
un  dato  numero  /z , ne  venga  quadrato.  Dalla  risoluzion 
determinata  del  problema  antecedente,  fatto  a = bz=.n^  se 
ne  deriva  x = ma  si  può  ugualmente  prendere 

E dalla  risoluzione  indeterminata  di  esso  proble- 
ma precedente  si  tira  x = ^-f-  — , e si  può  pigliar  del  pa- 


ri 

71* 

4^ 


h : poiché,  siccome 

=t«  = (f,  rb  0'- 


cosi 


4.°  Ritrovar  un  numero  a,  cui  aggiungendo  n,  e toglien- 
do «-hi,  nell’uno  e neU’altro  modo  riesca  quadrato . Basta 


nel  problema  2.*  lare  a = nrHi,  h=.n^  e ne  seguirà  de- 


terminatamente x=:  n n i indeterminatamente  x — 


ovvero 


5.°  Rinvenire  le  espressioni  generali,  e indeterminate  di 
un  numero  quadrato,  e di  un  altro  numero  tale,  che  a 
quel  quadrato  giunto,  o tolto  lo  lasci  quadrato.  A comoda 
brevità  di  dire  si  denominino  rispettivamente  il  numero 
quadrato  , e l’altro  numero  quadrato  congruo  , e numero  con- 
gruente. Prendansi  ad  arbitrio  due  numeri  m,  «,  sarà 

Il  quadrato  congruo  n y ■=.  ni^ -¥■  2.  m' n . 

Il  numero  congruente  ^mn(^in — n^)  = /!^inn  — ó^mn\ 

Di  fatto  congruo  -+-  congruente  = 4 n-+-  2 in  n — 

4 in  n -H  n^  =:  ^ ni-^  2 mn  — n y . 

Congruo  — congruente  = m'' — 4 n 2 4 m n^-i- 

4 /a  3 \a 

n ~{^m  — 2 m n — n j . 

La  regola  è tratta  dalla  proprietà  del  triangolo  rettan- 
golo numerico.  Sia  = un  triangolo  rettangolo  nu- 

merico qualunque:  sarà  2 ?/ z =.^“^2  3/ z-H2'"= 

La  equazione  = riceve  forma  spiegata,  ed  effet- 

tuamento  nella  ( m“-f- m’ — rd  ) -+- ( 2 in  ny  : dunque 
(in^-i-  n'*)'*— f-  4 w /2  — /z”)  =z  — n"'  ^ 2m  in  ny  sarà  del  pa- 
ri Io  sviluppo , e l’adempimento  espresso  dell’equazione 
x‘^2  yz=z{y^zy . 

A formare,  e stendere  ordinatamente  la  Tavola  dei  qua- 
drati congrui,  e de’  numeri  congruenti,  che  generar  si  pos- 
sono dai  numeri  della  naturai  serie,  si  piglj  successivamen- 
te un  numero,  e poi  un  altro  di  essa  serie,  e si  combini 
con  tutti  gl’inferiori  . Ecco  un  pezzo  di  si  fatta  Tavola , 
che  ad  esempio  io  ho  calcolato: 
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tavola 

DI  QUADRATI  CONGRUI,  E NUMERI  CONGRUENTI 

^ PER  I NCJMERI  DELI,ir“SERTÈT?ATU^ALE 

ORDINATAMENTE  GENERATI. 


Origine  del  Congruo 


(a*  -1-  1“)* 

2.5 

( 3“  -f-  1“)" 

zzz. 

I 00 

(3“  -f-  2“)“ 

= 

1 69 

(4“  -h  i“}“ 

= 

289 

(4^-4-  2“)“ 

400 

(4*  + 3*)* 

= 

625 

( 5“  -h  1“  )“ 

= 

676 

( 5“  -H  2“  J“ 

— 

841 

( 5“  -H  3“)“ 

= 

1 156 

J5“  -t-  4“)“ 

= 

168 1 

(6“  H-  i^Y 

— 

1369 

(6“  -t-  2“)“ 

— 

1 600 

(6“  -h  3“)“ 

— 

2025 

( 6“  4-  4“  J“ 

= 

2704 

( 6“  4-  5“  )“ 

— 

3721 

(7“  4-  c y 

= 

2600 

( 7“  4-  2“  )“ 

= 

2809 

(7‘  + 3“)“ 

= 

3364 

( 7*  -+-  4“  )■ 

= 

4226 

( 7’  -t-  3“  )* 

= 

5476 

(7“  4-  6“)“ 

— 

7225 

(8“  -i-  i“)“ 

— 

4225 

(8“  4-  2“)“ 

4624 

(8“  4-  3“j“ 

= 

5329 

( 8“  4-  4" y 

= 

6400 

(8“  4-  5“  )“ 

— 

7921 

(8“  4-  6“)“ 

==  1 

0000 

(8“  4-  7')" 

2769 

(9*  -1- 

6724 

Origine  del  Congruente 
4.2.  I (2"— 24 

4.3  . I (3"—  i-)z=  96 

4. 3. 2 (3" —2")=  120 

4-4‘ I (4"  — i")=  240 

4. 4. 2 (4"  — 2")=  384 

4.4.3(4^~  3^)=  336 

4. 5.  I (5^  — 1")  = 480 

4. 5. 2(5“  ^2^)=  840 

4 • 5 . 3 ( 5“  — 3“j=  960 

4*  5. 4(5“ — 4“j=:  <j72o 

4.6. 1 (6“— i“)=  840 

4.6.2(6“--2“j=  i536 
4.6.3(6“  — 3“)=  1944 
4. 6. 4(6“ — 4"^}=  1920 
4.6.5(6“-- 5“)z=  i32o 
4-7-i(7^  — i^)=  1344 
4.7.2(7“~2“j=  2520 

4. 7.3  (7“ — 3“}  = 336o 
4-7-4(7“— 8696 
4.7.  5(7“  — 336o 
4-7  •6(  7^  — 6“)=  2184 

4. 8 . I ( 8“  — ) = 2016 

4.8. 2(8“  — 2“}=  3840 
4. 8.3(8“  — 3“)=  5280 
4.8. 4(8“  — 4“)=  6144 
4. 8. 5(8“  — 5“j=  6240 
4. 8.6(8“  — 6“)=  5376 
4. 8. 7(8“  — 7^)=  336o 

4 . 9 . I ( 9“ — i“j=:  2880 
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Considerando  l’esposta  Tavola,  si  vede  primieramente, 
die  uno  stesso  quadrato  congruo  può  avere  più  origini  , ed 
a norma  della  diversità  delle  origini  congruenti  diversi . 
Così,  ad  esempio,  il  numero  quadrato  congruo  4228  ha  le 
due  diverse  origini  (7“ -4-4“)’,  e i due  congruen- 

ti diversi  3696,  2016.  Non  è difficile  il  penetrar  la  causa, 
ed  in  genere  la  condizione  fissare  di  questo  avvenimento. 
Accaderà  ciò  ogni  qualvolta  in  -\-n  formin  un  numero  in 
altre  maniere  divisibile  in  due  quadrati,  quali 

A’ -H  A’ La  somma  di  fatto  7'‘-i-4"  forma  65,  che  è 

pur  divisibile  in  8“  -1- 1 . Reciprocamente  il  numero  con- 
gruente medesimo  corrisponde  a quadrati  congrui  diversi: 
il  congruente , per  esempio , 336o  corrisponde  ai  tre  quadrati 
congrui  3364,  5476,  12769.  Ciò  avviene,  perchè  nell’espres- 
sione generale  dei  numeri  congruenti  — n)  si  può 

avere  lo  stesso  prodotto  mn  (^in  — n)  variando  i fattori  /?? , 
/2  , m*  — 71%  purché  si  varj  l’uno  in  ragion  inversa  del  pro- 
dotto degli  altri  due.  Per  terzo  la  Tavola  ordinata  nelle  ori- 
gini non  riesce  ordinata  nel  progressivo  crescere  dei  nume- 
ri congrui,  che  sino  all’origine  cioè  sino  al  ter- 

minarsi le  combinazioni  del  numero  5 con  i suoi  inferiori: 
indi  in  poi  la  serie  si  abbassa  aU’incominciarsi  le  combina- 
zioni di  ogni  nuovo  maggior  numero  co’  suoi  inferiori,  e 
risale  sino  all’esaurirsi  di  esse  . Nella  successione  dei  nume- 
ri congruenti  non  apparisce  legge  di  sorta  alcuna  . 

Ma  la  Tavola  comprende  ella  tutti  i quadrati  congrui  , 
e tutti  i congruenti  numeri  possibili?  No  certamente;  anzi 
n’è  ben  lungi.  Serva  a prova  il  numero  225=  1 5’,  che  ha 
per  congruente  216:  poiché  225-4-216=441=21’,  e 
228 — 216  = 9 = 3’;  eppure  non  è compreso  nella  Tavola, 
nè  può  per  combinazione  di  due  interi  numeri  in  ^ n tolti 
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dalla  naturai  serie  generarsi  , perchè  i 5 non  è divisibile  in 
due  quadrati  rn  n di  due  numeri  /tt,  n interi.  Non  è 
però  che  228,  o sia  i5*  non  entri  nella  espression  genera- 
le di  quadrati  congrui  ( H- /2* )* ; vi  è inchiuso  benissimo, 
ma  purché  in , n sieno  irrazionali . Di  fatto  sia  m = 

n ■=.  y'’ i —'•>  sarà  = 1 5*=  226  , e 

4 5 — I — .12=4^^20— . 12=4.4.  — . 12  = 18  . 

' a 2 ' ^ ‘ ~ 2 

12=216.  Stando  anche  dunque  nella  sfera  dei  quadrati 
congrui  interi,  e lor  numeri  congruenti,  è mestieri  distin- 
guere quelli,  che  da  interi  numeri  razionali  generazione  ri- 
cevono, e quelli,  che  da  quantità  irrazionali  generar  si  pos- 
sono. Fecondissima,  e varia  al  sommo,  infinitamente  più 
che  la  prima,  è questa  seconda  generazione.  A prova  io 
mi  accingo  a dimostrare  il  seguente  ampissimo  teorema. 

Teorema  I.  Non  vi  ha  numero  quadrato,  che  non  si 
possa  intender  compreso  nella  espressione  de’  quadrati  con- 
grui ed  al  quale  assegnar  non  si  possa  il  suo 

congruente  numero  razionale,  se  a generatrici  si  prendano 
quantità  n irrazionali^  e la  generazione  è infinitamente 
varia.  Sia  H'  un  numero  quadrato  qualunque;  bisogna  sce- 
gliere per  m,  n due  quantità  irrazionali  di  forma,  e valor 
tale,  che  provenga  ni-\-nz=.H^  e che  i^mn^in  — rie- 


sca pur  razionale  . Si  prenda  m = f/'  H , n=. 

— Z>^  : ne  verrà  m' — n ^ D 

m n = ^ — D*  ^ . Non  resta  dunque,  che  dare  a D 

una  forma  razionai  tale,  che  —E'  — D'  risulti  quadrato, 

* e conseguentemente  A ^ E'  — D*  ^ razionale.  Or  per  Far- 
tifizio  dail’Eulero  insegnato  al  num.  5i  della  sua  indeter- 
minata Analisi,  ciò  ottiensi  facendo  D — dove 

’ 2 {jj  ->r<i  J 
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essendo  q due  quantità  indeterminate,  è parimenti  D 
una  quantità  indeterminata  capace  d’infiniti  valori  a piace- 

re.  Sarà  pertanto /"(i  i?’ — £>‘ ) )= 

Essendo  un  quadrato  qualunque  , si  recherà  esso 
nella  classe  de’  quadrati  congrui  espressi  generalmente  per 
(m* 5 se  non  valendo  a generarlo  due  numeri  razio- 
nali , n si  prendano  a generatrici  le  due  quantità  irra- 

zionali  = ’ 

quantità  infinitamente  variabili , essendo  ad  arbitrio  varia- 
bili i numeri  q\  per  lo  che  la  generazione  riesce  indefi- 
nitamente moltiplice,  immensamente  feconda.  E sarà  il  nu- 
mero congruente  di  lui  ~ razionale,  ad  on- 

ta d’essere  le  quantità  generatrici  irrazionali;  ed  esso  pure 
infinitamente  vario  : la  qual  varietà  dichiarerò  più  splendi- 
damente con  quest’altro  teorema  . 

Teorema  II.  Ogni  numero  quadrato  ha  tanti  congruenti, 
quanti  sono  in  universo  i possibili  quadrati  congrui , e nu- 
meri congruenti.  Se  ben  si  rifletta , la  espressione  - 

non  è che  una  frazione  formata  della  generai  espressione 
de’  numeri  congruenti  divisa  per  la  generai  espressione  de’ 
quadrati  congrui.  Dunque  qualunque  numero  congruente 
diviso  per  il  rispettivo  quadrato  congruo,  e moltiplicato 
per  H\  diviene  numero  congruente  di  JT*  . Di  fatto  IP  — f- 

4//>7(p*— TT-f  ff'  fCp^-^fy=±^p  q 

(r+ry  ~~  v‘  ^ (p‘-hry  )—  \ (p^+ry  / • 

ISlon  ogni  cangiamento  però  db/?,  q,  o sia  non  ogni  con- 
gruente diviso  per  il  suo  congruo  produce  un  nuovo  con- 
gruente per  H\  Sia  1 5“=  225 . Si  prenda  /)  = 2, 
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1 3o 


sarà  ™ = + + 

A^{a  'f' ) = • • ■ ( m“ -(- n‘)‘  = ( 12 -4- 3 )■=  i5’ . Il  nu- 

mero  congruente  sarà  — ? cioè  il  quadrato  1 5“ 

moltiplicato  con  il  primo  congruente  della  Tavola  pag.  126 
diviso  per  il  suo  congruo:  onde  si  ha  ‘■^-^-‘^■=226. 

Si  cangi  il  valore  di  7? , e si  faccia  =3,  lasciando  g=i, 

e ne  verrà  m=  f/ s . n =z  ^ . E per 

numero  congruente  ^ che  è il  prodotto 

di  i5  con  il  terzo  congruente  della  Tavola  per  il  suo  con- 
gruo diviso,  cioè  ‘ — = 9 . 24  = 226,  come 

prima  . 


Da  ciò  si  apprende  esservi  molti  congruenti , che  per  i 
loro  congrui  divisi  danno  il  quoziente  medesimo. 

Non  ogni  congruente  per  il  suo  congruo  divido  darà 
quoziente  intero;  anzi  dalle  più  delle  divisioni  risulterà 
quoziente  fratto  : dunque  ogni  quadrato  avrà  de’  con- 
gruenti interi,  e de’  fratti,  e questi  saranno  i più. 

6.°  Trovar  un  numero  quadrato,  acni  aggiunta,  o tol- 
ta la  radice  di  lui  presa,  un  numero  di  volte  k resti  quadra- 
to. Si  moltiplichi  per  k l’espression  generale  del  quadrato 
congruo  {^rn  n y ^ ed  il  prodotto  si  divida  per  l’espres- 
sion  generale  del  numero  congruente  /^mn{^rn  — n ) , il 


quoziente 


sarà  la  radice  del  quadrato  desidera- 


to : essendo 


47«n(m* — ^ 47«n(??2.* — — n'})’ 


{{ìu  n y n { rn  — n ))  , che  è un  prodotto  quadra- 

to, essendo  evidentemente  quadrato  il  primo  fattore,  ed  an- 
che il  secondo,  siccome  aggregato  o differenza  del  quadra- 
to congruo,  e del  numero  congruente  in  genere. 


N 


I o r 


7.°  Assegnar  un  numero  quadrato,  al  quale  o si  aggiun- 
ga o si  detragga  un  dato  numero  h,  venga  quadrato.  Nel- 
la Tavola  dei  quadrati  congrui , e numeri  congruenti  si  cer- 
chi se  vi  sia  congruente  alcuno,  che  diviso  per  il  dato  nu- 
mero h dia  numero  quadrato.  Vi  sia,  e chiamisi  c,  e di- 
viso per  k doni  il  (quadrato  Sia  C il  congruo  corrispon- 

c 

dente  al  congruente  c;  sarà  il  cjuadrato  numero  cercato. 

s 

Poiché  essendo  -^  = g\  sarà  A = ; e perciò  — ^ h = 

che  sarà  sicuramente  quadrato,  essendolo 
C^c.  Se  per  esempio  h=6,  trovasi  adatto  al  caso  il  con- 
gruente 24,  che  diviso  per  6 dà  4 numero  quadrato.  Il 
congruo  del  24  è 26  : quinci  il  quadrato  desiderato  verrà 
ad  essere  — = 6—  =(2  — ^ . In  elletto  6-^ — h6=I2-^== 

4 4 a / 4 4 

^3-^^  ; e 6-T  — 6 = -^  = ^-^^  . Non  si  parla  del  caso , 

che  k si  trovasse  egli  stesso  tra  i congruenti  della  Tavola; 
poiché  la  cosa  sarebbe  da  sé  in  un  attimo  spedita. 

L’esposto  metodo  però,  oltre  ad  essere  indiretto,  era 
eziandio  presso  Leonardo  e gli  altri  che  tennergli  dietro 
tanto  limitato,  quanto  limitata  era  presso  di  loro  la  Tavo- 
la dei  numeri  congrui  , e congruenti , ristretta  a quelli  so- 
li, che  generazione  ricevono  dai  numeri  razionali  interi.  E 
avvertita  questa  imperfezione  da  Fra  Luca.  E fu  dessa, 
che  costrinse  Leonardo , e gli  analisti  italiani  succedutigli 
per  lo  spazio  di  quasi  tre  secoli  andar  tentone  in  quei  ca- 
si, che  al  metodo  si  sottraevano:  con  che  però  rinveniro- 
no  delle  ingegnose  regole  particolari,  da  essi  dette  straordi- 
narie. Trascelgo  la  regola  per  il  7,  per  il  problema  cioè 
di  trovar  un  numero  quadrato,  al  quale  aggiunto  o detrat- 
to il  7,  provenga  ed  aggregato,  e residuo  quadrato.  Ecco 
in  compendio  la  regola . Sarà 
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(c7+2}*+ca -74-2 -j 


iC7+0C^- 7+0 (377+4)  “ desiderato.  Ed  in  vero 


L(  74-a)*  + Ca  .7  + 2)^)  ( 9»  + i6*)»  113569  

4C74"2')C2  .7+0(3-  7+4)  ^ 4.9.16.25  14400 


113569  ^ 100800 
14400 


nella  qual  frazione  essendo  manifestamente 


quadrato  il  denominatore  =120%  non  rimane  a dimostrar- 
si, fuorché  esserlo  pure  in  ambedue  i casi,  del  segno  -t- 5 
e del  segno  — il  numeratore.  £ così  è,  essendo  113569-f- 
100800  = 214369  = 463“;  e 113569 — 100800=12769  = 
ii3“.  Dunque  la  regola  è giustissima.  Or  cerchiam  noi,  se 
ad  altri  numeri,  e quali,  trasportar  si  possa.  Sostituita  al 
numero  7 la  spezie  indeterminata  /i , avremo 

( CA  + 2)-  + C2A+^)0^  ^ / — C5fe-+ia/»  +_8J“ , _ 

4(^+2^  (2 /i.+2)  ( 3 A+4} 4 ( 6 /i^+26 /i“+36  A+ 16}  ^ 


2b  -f"  120  —p  224  4“  192/1  +.  64  (24  /)■*+•  1 04  h ’+  144  A* + 64/1) 

4(6 /i*+26A> +36/i  + i6) 

Preso  nel  numeratore  il  segno  +•  ne  viene  per  aggregato 
49  224  h — |—  368  II  — t—  266  h +-  64  ( 7 ~1~  1 6 /i  —1—  8 . 

E preso  il  segno  — ne  risulta  per  residuo 

4“  16/1  — H So  II  -4—  I 2 8 /i  4~  64  ^ 4”  8 h 4“  8 . 

Dunque  il  numeratore  proviene  in  ambedue  i casi  qua- 
drato, qualunque  numero  sia  A,  e per  ragione  di  esso  nu- 
meratore la  redola  non  soffre  limite.  Ma  bisogna  in  oltre 
considerare  il  denominatore;  poiché  le  tre  quantità 

(^5/1*  -p  1 2 /i— p 8 ^ (^7  ^*4“  1 6 A "4—8  _ C 4"  ^ ^ 4*8  3* 

^ A’+2  6 /t*+36  /i+i  6 ) ’ 4(6  /ì^+26A‘+36  /t+i  6)  ’ 4(6  6^+2 6 A*+3 6 h+ì  6) 
non  saranno  quadrati,  se  non  sia  quadrato  il  denominatore. 

Dunque  la  regola  varrà  per  tutti  i numeri  h idonei  a 
rendere  6 /i* -P- 2Ó  4- 36  A 4- 1 6 cjuadrato,  e non  varrà  per 
gli  altri.  Riducesi  perciò  la  ricerca  ad  investigare  i numeri 
razionali,  che  possono  rendere  6 A’4- 26 /i“4-*  36  A 4- 1 6 qua- 
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drato . Pompino  6 h — H 2 6 A — |—  3 6 A — ^ ^ ? A — t—  w A -+■  4 } — • 

t'  — H 2.  t II  il  — 1~  ^ w.  — 8 t ^ A — |—  S u h — |—  4 • iiG  S6gii6  t A — t— 
(^2.  tu — 6 ) A'-f- ( u^’-h  8 f — 26jA-f-8z^  — 36  = 0.  Se  faccicisi 
f = o,  8m  — 36  = 0,  che  dà  «=^  = 4^,  resta  — 6A*-+- 

— 26)  A =0;  onde  A = ^ "^  ^ \ ~ ‘ 

furassi  8w — 36  = 0;  u-\-Zt  — 26  = 0,  donde  t=z— — 

• 1 * / É ✓'  ' / Ó“"”'2i tu  '^3o 

rimanendo  t h^%tu — 6=o  , ne  proverrà  /i= — - — ~ "5^  * 
Queste  due  sono  le  sole  combinazioni  di  supposti  atte  ad 
abbassare  al  primo  grado  la  equazione  di  indeterminato 
supposto  elevata  al  grado  terzo,  per  quinci  ottener  razio- 
nale il  valore  di  A,  e sono  nel  compendio  di  una  sola  equa- 
zione i due  artifizj  dall’Eulero  insegnati  nel  capo  vili  del- 
la sua  analisi  indeterminata.  Maraviglia  si  è,  che  nè  l’uno 
nè  l’altro  artifizio,  nè  Tuna  nè  l’altra  combinazion  di  sup- 
posti dia  A = 7,  che  pur  si  sa  esser  il  valor  di  A,  che  ha 
prestato  origine  alla  funzione  6 A’ -f- 26  A* -t- 36  A -l- 1 6 , pro- 
dotto di  A -h  2 , 2 A -h  2,  , 3 Ah- 4,  e che,  rendendo  qua- 
drato ciascheduno  a parte  di  questi  fattori,  rende  nella  ma- 
niera più  semplice  quadrato  il  prodotto  loro,  o sia  l’espo- 
sta funzione . Ecco  duncjue  un  difetto  ben  degno  di  consi- 
derazione di  que’  due  artifizj.  Nè  applicar  si  può  alla  fun- 
zione medesima  l’altro  metodo , per  cui  Eulero  suggerisce 
di  sciogliere  la  funzion  data  ne’  suoi  fattori,  ogni  volta  che 
sia  possibile,  supponendo  esso  metodo  due  fattori  uguali  , 
che  la  nostra  non  ha.  Del  rimanente  quei  due  artifizj  non 
tornano  affatto  inutili  al  nostro  scopo,  porgendoci  i due  va- 
lori di  A = — e di  A = — . E che  questi  verace- 

24  029  ^ 

mente  soddisfacciano  rendendo  la  funzione  6 A H-26A’-ì- 
36  Ah- 16,  o sia  il  prodotto  (Ah-2)(2Ah-2)(3A-}-4) 
un  quadrato,  basti  farne  esperimento  sul  primo.  Sarà  per- 


i3. 


tanto H 2 = — : — 


24 


24 


24 


2 — 60  27 


24 


24 


— ; onde 

24’ 


il  prodotto 


25.2.27 25  . 2 . 3*  5“ 


24*  8'  . 3*  " 

— 23 


8*.  4 


frazione  quadrata 


Il  quadrato  congruo  di  h = 


(&+(àyy 

5*  .8*.3'^ 


^ X 8*- 


24 

395641 
5“ . 8"  . 




4(/.+2)(2/i+2)C3A+4)  — 


: laonde 


395641  23 

5*  . 8*  .3^^  ^ H 


395641  -f  23 . 8 . 3’  . 5* 395641  -+  124200 


5“  .8“  . 3+ 


5’  . 8*  . 3^ 


: vale  dire,  preso  il  su- 


__  _1ì984^  g il  gegno  infe_ 


perior  segno,  =;^3..34 
riore,  = 5?^^^  = 5 ~ 34  • cosi  che  provenendo  nell’uno 


e nell’altro  modo  quadrato,  trovasi  adempiuto  ciò  che  si 
desiderava.  Insegna  poi  l’Eulero , come  sapendosi  un  valore 
acconcio  a render  quadrato  una  funzione,  per  esso  comune- 
mente trovar  se  ne  possano  altri  con  progresso  indefinito. 
Noi  sappiamo  tre  valori  di  h idonei  a far  quadrato  la  fun- 

3 *^“3  3 

zione  6 A -t-26 /i*-}-36 /i-p- 1 6 , i quali  sono  A = 7,  h=z 


— 480 


24 


. Rappresentiamoli,  tutti  e tre  per  la  lettera  /,  e 

dinotiamo  per  f-i-h  il  nuovo  valore  di  A.  Sostituendo,  giu- 
sta la  dottrina  di  Eulero,  /-hA  in  luogo  di  A nella  funzio- 
ne 6 A’ -+- 26  A’ -H- 36  A -|- I 6 , si  avrà 

6 A’-h(  I 8/h-2  6)  A’-+-(  1 8/-I-5  2/-Ì-3  6)  AH-6/-f- 2 6/-t-3  6/-+- 1 6 

per  nuova  funzione  da  rendersi  quadrato,  l’ultimo  termine 
di  essa  essendo  il  quadrato,  in  cui  si  converti  la  funzion 
primaria  per  il  valore  A=/.  Qualunque  valore  di  A,  che 
segnerò  f\  il  quale  renderà  quadrato  la  nuova  funzione,  som- 
ministrerà un  nuovo  valore  /-t-/',  capace  a render  quadra- 
to la  funzione  primaria.  E sostituendo /-t-/'  in  luogo  di  f 
nella  nuova  funzione , diverrà  essa  una  seconda  nuova  fun- 
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zione,  conclucenclo  la  quale  a quadrato,  si  otterranno  per  i 
valori  di  h a ciò  idonei,  i quali  si  rappresentin  per  /", 
dei  novelli  valori /-H-/' -4-/"  conducenti  similmente  a qua- 
drato la  funzion  primaria,  e cosi  indefinitamente. 

Se  Leonardo  Pisano  non  diede  del  problema  di  trovare 
un  quadrato,  a cui  giunto,  o tolto  un  numero  dato,  resti 
quadrato,  una  soluzion  diretta  e generale,  non  è però  da 
imputargli  colpa,  e fargliene  biasimo;  che  anzi  merita  lo- 
de , ed  ammirazione  nel  primo  analista  italiano  uno  sciogli- 
mento anche  indiretto  e parziale  di  un  problema  , qual  è 
codesto,  di  un  proljh?ma  cioè,  che  nè  Diofanto,  nè  Bacheto, 
nè  Fermat,  nè  tampoco  Eulero,  e la  Grange  osarono  affron- 
tare, e che  resiste  indocile,  indomito  a tutti  gli  artifìzj  di 
indeterminata  analisi  dalla  perspicacia  loro  escogitati.  E egli 
un  problema  di  doppia  ugualità,  trattandosi  di  fare  ad  un 
tempo  con  il  medesimo  razionale  valore  di  x quadrato  sì 
X 5 sì  x‘ — 4;  lo  che  esprimeremo  secondo  il  solito  così: 

X* — /t=:z\  Il  secondo  degli  artifìzj  di  Diofanto 
per  le  do])pie  ugualità  qui  non  vale;  poiché  si  avrebbe 
2.hz=.y*  — 2.*,  e considerando  2 4 come  un  prodotto  di  2 /• 


in  , ne  verrebbe  {y  — z.)=:/2/-  x , e quinci 

, z=r — — ; conseguentemente  — ì , 

^ ar’  zr’  o \ zrj  ^ 

(/i-  \ * ' • • 

r — — j : due  eijuazioni  , nel  secondo  membro 
delle  quali  non  contenendosi  x,  non  può  venir  distrutto 
il  quadrato  x“  esistente  nel  primo,  e creato  in  i vece  un 
termine  in  x semplice,  che  cangi  le  equazioni  dal  secon- 
do al  primo  grado,  nel  che  l’artifizio  consiste,  traendosi 
così  necessariamente  razionale  il  valore  di  x.  Vero  è ben- 
sì, che  le  due  trovate  equazioni  di  secondo  grado  produ- 
cono sciolte  uno  stesso  valore  di  x,  ma  irrazionale,  qual  è 


1 36 

^ ^ : laonde  l’artlQzio  di  Diofanto  in  questo 

nostro  caso  5 in  luogo  di  finir  la  quistione,  la  porta  a quel- 
la di  render  quadrato  la  funzion  , o sia  il 

^ 4r*  4 r'  ’ 

che  si  riduce  poi  finalmente  a render  quadrato  la  funzione 
di  quarto  grado  Ma  ella  è appunto  questa  una 

di  quelle  formule,  che  l’Eulero  nel  capo  ix  della  sua  ana- 
lisi indeterminata  num.  i38  pronuncia  qu’on  ne  peut  en  au- 
cane  maniere  espérer  de  resoudre  p avant  que  d’avoir  p pour 
aitisi  dire  p trouvé  une  solution.  Vale  dire,  che  trovato  per 
felice  sorte,  od  a tentone  un  valore  di  r,  che  renda  qua- 
drato la  funzione  si  può  sperare  per  mezzo  di  es- 

so, nel  modo  sopra  da  me  spiegato,  di  ricavarne  degli  altri; 
ma  non  si  può  con  alcun  artifizio  sperare  di  determinare  il 
valor  primo.  Prendiamo  un’altra  via  da  quella  di  Diofanto 
diversa:  adempiamo  a dirittura  Tugualità  x‘  -^h=.y\  cer- 
chiam  cioè  di  botto  il  valore  x idoneo  a render  quadrato 
la  funzione  il  che  faremo  ponendo 


2 /•  X ; onde  x — — . Trasportando  questo  valo- 
re di  X nell’altra  ugualità  x’ — hz=zz\  avremo  - — 
per  la  qual  cosa  rimane  di  render  quadrato  la  funzione 
]p — Ma  questa  ancora  per  sentenza  di  Eulero 
nel  luogo  citato  ricusa  di  piegarsi,  ed  arrendersi  alle  indu- 
strie degli  analisti.  Mettiamci  dietro  il  Ja  Grange  nelle  sue 
addizioni  all’analisi  indeterminata  di  Eulero.  Nel  paragrafo 
V num.  57  dimostra  egli,  che  se  /sia  un  valor  particolare 
di  X,  il  quale  renda  la  funzione  a-\-hx-\rcx'  un  quadra- 
to g*,  e si  prenda  pi  per  un  numero  indeterminato,  sarà 

^ — 2 g espressione  racchiudente  tutti  i va- 

lori, che  dar  si  possano  ad  x,  a fine  che  la  funzione  pro- 
posta divenga  un  quadrato.  Poiché  essendo  per  supposto 


sarà  « = — hf — c/* e sostituendo 

onesto  valore  di  a in  a-\-bx-\-cx\  questa  funzione  pren- 
derà l’aspetto  g‘-^b{x — /) -t- e ( x“— /“} ; e supponendo  in- 
determinatamente — /)  ) 5 quadrato,  a cui  essa 

funzion  può  recarsi,  dall’equazione  (x’ — 

— /)^  , eliso  il  termine  , ne  proviene  x = 

fjx  a g /X  + fc  + c/ ^ Dopo  ciò  nel  paragrafo  vi,  trattando  del- 
le doppie  e triple  ugualità,  pro])oste  al  num.  62  le  due 
ugualità  a b X c x'^ -]r  y'‘ '•)  a-\-^x-\-'yx'‘  — z\  con  trasfe- 
rire nella  seconda  la  espressione  indeternjinata  testò  esjjosta 
dei  valori  idonei  a render  quadrato  la  prima , cangia  essa 
seconda  in 

cosi  che  il  problema  dipende  dal  trovare  un  valore  razio- 
nale di  , che  adempia  questa  ugualità,  rendendo  quadra- 
to la  funzione  nel  primo  membro  espressa.  Confessa  l’esi- 
mio analista,  che  011  n’a  jusqu’à  présent  ctucune  regie  géné- 
rale  pour  resoudre  ces  sortes  d'egaìites  ■ et  tout  ce  qu’on  peut 
fnire , c’est  de  trouver  successivement  différentes  Solutions  ^ 
Inrsqu’on  en  connoìt  une  seiile  . Pure  essendo  nelle  nostre 
ugualità  x‘-|- = 2/“  5 x‘ — ^ = z’  le  due  funzioni  molto  più 
semplici  che  le  generali  dal  la  Grange  trattate,  per  essere 
= — a,  b = ^ = c , c — yzz=.\^  vediamo  se  jier  sorte  ne 
nascesse  quinci  un  qualche  particolare  vantaggio,  per  cui  riu- 
scisse di  ottenere  in  particolare  ciò,  di  che  non  si  ha  ge- 
nerai regola.  Attesi  i notati  valori  de’  coefficienti  a,  è,  c, 
€t , ^ , si  avrà 

—ii{ii  — \ -^fy = • 

F.d  effettuando  le  elevazioni  qui  indicate,  ed  ordinando 
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Si  è supposto  /'un  valor  determinato  di  ac,  che  renda 
un  quadrato  : per  il  problema  v tra  quelli  di  semplice 
ugualità  di  Leonardo  un  valor  f di  x rendente  x'-\-h  qua- 

drato  e , e ne  viene  i 1 -{-//=  ( )=£  ; dun- 

que  sostituendo  tal  valore^  di  /,  e tal  di  g ci  si  offerirà 

Per  brevità  segnerò  (F)  la  funzione  di  quarto  grado, 
che  sta  a primo  membro  di  questa  ugualità,  e che  si  deb- 
bo render  quadrato.  Or  per  gl’ insegnamenti  di  Eulero  al 
al  capo  IX  una  funzicuie  di  quarto  grado  e c [C-\- 

h (Ji a non  è che  in  tre  casi  riducibile  a quadrato , quan- 
do cioè  sia  il  coefficiente  e un  quadrato  e’  ; o sia  l’ultimo 
termine  a un  quadrato  a ; o quando  sieno  congiuntamente 
c,  a quadrati.  Nella  nostra  funzione  (F)  essendo  e~a 
non  può  avvenire  il  primo,  o secondo  caso,  che  non  av- 
venga tutt’insieme  il  terzo.  Ma  avanti  di’ procedere  deesi 

— —j  — Il  quadra- 
to , è Io  stesso  che  supporre  il  problema  per  un  valore  già 

sciolto;  poiché  essendosi,  con  prender  x = - - adeiroiuta 

la  prima  ugualità  ac'-f- A = 7/*=  , se  ancora  (-“)  — 

sia  quadrato,  si  sarà  adempiuta  eziandio  la  seconda  ugua- 
lità x‘  — h=z\  e si  avrà  per  x = una  soluzion  del 


— ■ 6 h -{-1 


non 


problema.  Ma  il  fatto  sta,  che  — 

può  esser  quadrato  che  per  cert<'  grandezze  di  h , come 
per  A = 6 , non  in  generale.  Dunrjue  quand’anche  con  l’eu- 
leriano artifizio  riuscisse  di  determinar  nel  caso  (-^^) — 
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quadrato  il  valore  razionale  di  ft  rendente  quadrato  la  fun- 
zione {F)-)  tutta  l’utilità  si  limiterebbe  a trovare  in  certi 
j)articolari  casi  altre  soluzioni  del  problema,  suppostane  già 
una  . Ma  veggiamo  se  nel  caso  ahiieno  di  riesca 

la  determinazione  di  ft . Ponendo  in  generale  £ d -\- 

C X —^bx “ì—CC  fX,  -+-/  ::zz8  ^^—1—2  f / fJi  —\—2£  OL'jf^L  -f- 

2.ala-^a\  ne  viene  (d — x l e)  {^c  — V — 2.ea)^-\-b  — 

2.  l a = o ; dalla  tjuale  equazione  ìh  due  maniere  si  può  in 
genere  trarre  il  valore  di  j(t , e con  fare  d — 2 L £ = o , e 
con  fare  b — 2la  — o.  Ma  nel  caso  nostro  avvertasi  èssere 
non  solo  f = a , ma  parimenti  b — d'^  onde  d — 2/£  = à — 
2/<x,  ed  il  porre  l’nna  delle  quantità  =0  importa  il  porvi 
anclie  l’altra,  con  che  non  rimane  che  (c — /’ — 2£ot)^t=:o, 
die  dando  f.i  = o non  arreca  alcun  giovamento,  e rende 
vano  tutto  il  calcolo.  É c|Liesta  una  combinazione,  che  ad 
Eulero  non  accadde  di  osservare,  e che  sfugge  all’industria 
del  metodo.  Volgiamoci  ad  altra  considerazione,  o sia  a con- 
templare il  problema  sotto  altro  aspetto.  E ella  per  quarto 
bellissima  proprietà  del  triangolo  rettangolo  espresso  in  ge- 
nere per  x^  = y‘  -\-z\  che  sia  -^2  yz  cjuadrato,  essendo 
z=.y^2yz-^z:=.[^y-^%y-^  e da  questa  elegantissima  pro- 
prietà appunto  è dedotta,  come  ho  già  fatto  vedere,  la 
dottrina  dei  numeri  congrui,  e congruenti.  Il  prodotto  2yz 
rappresenta  il  quadruplo  dell’aja  del  triangolo  rettangolo 
z=.d-yz.  Paragonando  pertanto  alla  funzione  la 

funzione  con  intendere  2 y z =.li , il  problema  di 

trovare  un  numero  quadrato  x’ , a cui  aggiunto,  o tolto  il 
dato  numero  /c,  resti  cjuadrato,  sarà  uno  stesso  che  il  pro- 
blema: data  per  valore  dell’aja  la  cjuantità  — h ^ tra 

i triangoli  rettangoli,  a’  quali  può  esser  comune,  trovar 
cjuello  che  abbia,  o quelli  che  abbiano  l’ipotenusa  x ru- 
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zìoììàle.  Or  x=  f/'(y  — z*  ) , e y)er  l’equazione  27/2  = /?, 


dall 


a q 


uale  z 


0 71'  r \ ^ ! — r "i  dunque 

%y  ^ ^ ¥r  ^ ^ ^ 4*/'  ' 

il  problenia  cosi  trasmutato  richiede  di  render  quadrato  la 
funzione  -\-ìi  ^ e fa  perciò  ricadere  nella  stessa  stessis- 
sima insuperabile  difficoltà,  a cui  condusse  dapprima  l’arti- 
fizio  diofanteo.  Vi  ha  una  quinta  via  semplice,  spedita, 
immediata,  ma  che  per  la  somma  semplicità  sua  appunto 
ho  voluto  all’ultimo  luogo  riservare,  perchè  veduto  innanzi 
41  fine,  a cui  mettono  le  squisite , non  si  credesse  della  trop- 
pa semplicità  effetto  cjuello,  al  (yuale  subito  batte  la  spon- 
tanea. Si  moltiyilichino  pertanto  l’una  con  l’altra  le  due 
ugualità  oc  -^h  -==.y  ^ a:"  — ìiz=z%‘ ^ e si  avrà  tosto  x"  — h' ■=. 
y""  z'  zz=.(^yzy . Per  lo  che  la  soluzion  del  problema  esige  di 
render  quadrato  la  funzione  — A*,  che  è della  classe  di 
quelle,  alle  quali  menarono  le  vie  prima  e quarta,  e non 
altrimenti  che  esse  elude  gli  artifizj  sino  ad  ora  inventati 
dai  sommi  ingegni  , che  loro  forze  intesero  a promuovere 
l’analisi  indeterminata. 

Venendo  meno  l’arte  in  tentar  la  soluzione  diretta  e ge- 
nerale del  problema  di  doppia  ugualità  x^-^h-=z  a quadrato, 
non  rimane  che  impiegarla  ad  estendere  la  soluzione  indi- 
retta, e qualunque  estendimento  è da  aversi  in  pregio. 

Estendimento  I.  Gli  antichi  non  si  avvisarono  alla  doppia 
ugualità  a quadrato  soddisfar  ugualmente  un  va- 

lor di  X =/,  ed  il  contrario  x = — /.  Oggidì  non  vi  ha 
chi  ciò  possa  ignorare. 

Eslendiinento  II.  Tenga  lurgo  di  secondo  estendimento 
quello  per  me  dato  all’antica  regola,  essendo  il  dato  nume- 
ro 4 = 7. 

Estendimento  III.  L’ugualità  x*-l-A=  a quadrato  si  adem- 
pie sempre  per  x = ^ — '1  rimaiià  sciolto  per  intero  il  pro- 
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, 1 ...  /h — 1\“  7 /i’ — óA+i 

bleiiia  tutte  volte  die  sia  insieme  ^-7— j — « = ^ — “ 

a quadrato,  siccome  lo  è nel  caso  A = 6 . A determinare  tut- 
ti i casi  simili  si  ponga  ìi — > 6 A H- i = ( /• /i  — tY  — rìi  — 
a r i A H-  r*  ; onde  ( r*  — i ) A’  — ( 2 /•  t — 6 j A -H  — 1 = o ; 
la  qual  equazione  dà  luogo  a due  determinazioni  di  A.  1.“ 


neudo  r — 1=0  si  trae  A=  7;  2.’  fatto  — 1 


2 t — 6 


po 

deducesi  A • Possiamo  adoperare  la  medesima  let- 

tera,  e ridurre  le  due  espressioni  di  A ad  A = 

A = ^^J-— Si  prenda  per  esempio  r=2,  ne  viene  h — 


1 

6 ’ 


Dal  primo  valor  di  A ne  segue  a:  = 


X 


r ^ 

aS  — 3 . 4 . a 

aS — 24 

r ' à 

V a . 2 / 

^ a 

a»  . 2“ 

. a*  ^ 

1 a . a J 

2 . a 
1 

X — 


/t  = . Il  secondo  valor  di  A produce  x 


a . 3 


X 


'^  = (Eiy-Ì  = 


2 5 — 2.4.3 
2»  . 3» 


24 


(a^i)  ’ ^ = 4?  sarà  A=  ^5  A =: 

Per  il  primo  valore  a:=— ; H-  A = -H  — — 

i5  1 a.a'^  \a.2/  a 

= x“_A  = Per  il  secon- 

a-*  . a*  Va  . a/  ’ a"  . a*  Va . a/ 


do  valor  di  A si  ha  x = 


• — 1 3 
a . i5 


X 


2 

i5 


( ^ ; X*  — A = . Si  può  anche  prendere  r nu- 

mero rotto;  e prendendolo  tale,  i valori  di  A saranno  sem- 
pre positivi,  essendo  negativi  del  pari  / — i,  2r — 6.  Po- 
tendosi dunque,  con  dare  ad  r infiniti  valori  a piacere,  de- 
terminare infiniti  valori  di  A,  stendemlo  di  questi  la  tavola, 
si  avrebbero  infinite  particolari  soluzioni  indirette  del  pro- 
blema x’^A=:  a quadrato.  Siccome  poi  adempie  sempre 
l’ugualità  x“-f-A=  a quadrato  il  valor  x = ^ ^ - ; cosi  re- 
ciprocamente adempie  in  genere  la  uguaglità  x’ — A il  va- 
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lor  X — risultando  — h — . Con  traspor- 

tare  — - — m luogo  di  x nella  prima  ugualità  x'‘-\-h:=.  a 

(|uadrato  ne  nasce  — a quadrato  ; laonde  a rendere 
interamente  sciolto  il  jiroblema  conviene,  che  sia  /ì*-h6/4-|-i  = 
a quadrato.  Ponendo  A*— t- 6 A -4— i = ^ r/i— 1— si  ricavc 
operando  come  sopra,  le  due  espressioni  = ^ 


ano 


6- 


. 2 r 


le  quali  non  differiscono  dalle  superiori  che  nell’ 
avere  6 — ir  in  vece  di  ir — 6;  il  che  importa,  che  per 
qualuncjue  assunto  valor  di  r prenderanno  gli  stessi  valori, 
che  le  superiori,  con  la  sola  differenza  dal  positivo  al  negativo. 

La  ragione  è,  che  -i-A,  cangiando  h in  — A,  cangia- 


si  in 


e viceversa 


(^y 


h 


ili  ( ^ ^ H-  /i  = ^ ^ } ~1~  h . Congiungendo  adunque  i ri- 

trovati, si  soddisfarà  per  x=:- — 1-  al  problema  *“—1-/4=; 


quadrato,  tutte  le  volte,  che  h sia  della  infinita  tavola,  che 
si  può  formare  per  le  espressioni  , tanto  se  h 

venga  dato  con  il  segno,  con  il  c|uale  proverrebbe  da 
(pieste  espressioni,  e con  il  quale  nella  tavola  si  trovereb- 
be, quanto  se  dato  venga  con  segno  contrario;  lo  che  rad- 
doppia il  numero  dei  casi  di  tale  indiretta  soluzione.  Que- 
sto però  è universale  per  qualunque  dato  numero  A,  non 
differendo  punto  il  problema  ac’— {-4=  a quadrato  dal  pro- 
blema 2+^=  a quadrato  ; cosi  che  sempre  la  soluzione  per 
il  numero  dato  h vale  per  il  caso  che  si  desse  il  numero  — li. 

E stendimento  IV.  Se  dalTinfinita  moltitudine  di  numeri 

» 

congruenti,  che,  giusta  il  secondo  mio  teorema,  compete  a 
qualunque  numero  quadrato  intero,  o rotto,  si  suppongano 
trascelti  per  ogni  numero  quadrato  intero  solamente  tutti  i 


143 

rispettivi  congruenti  interi  soli , e formata  un’ordinata  tavo- 
la; dico,  che  tale  tavola  servirà  essa  a sciogliere  il  problema 
a quadrato,  sempre  che  sia  il  dato  ìt  intero,  quan- 
tunque non  ammetta  per  suo  quadrato  congruo  numero  qua- 
drato intero,  ma  sol  numero  (piadrato  rotto.  Poiché  sia  que- 
sto numero  quadrato  rotto  essendo  a quadra- 

to , sara  per  conseguenza  aiune  — — = a quadrato,  e 
perciò  altres'i  da  se  solo  = a quadrato.  Esisterà 

dunque  nella  immaginata  tavola  di  tutti  i numeri  quadrati 
interi  con  tutti  i rispettivi  congruenti  interi  possibili  il  nu- 
mero quadrato  intero  A\  numeratore  della  cercata  frazion 
quadrata  — , al  quale  corrisponderà  per  congruente  l’intero 
numero  prodotto  del  denominatore  di  essa  quadrata 

frazione  (^11  il  dato  numero  h.  Laonde  cercato  tra  i con- 
gruenti della  ampissima  tavola  uno,  che  diviso  per  h dia  un 
quoziente  quadrato  B\  di  questo  quadrato,  e del  quadrato 

congruo  posto  rimpetto  a B^  h si  formerà  la  desiderata  fra- 
A' 

zione  . 

Estendi  mento  V.  Il  problema  di  doppia  ugualità  x’-f  ìi  ■=. 
a quadrato  liducesi  di  un  colpo,  come  sopra  in  quinto  luo- 
go ho  dimostrato,  al  jrroblema  di  semplice  ugualità  x*'  — 
/,’=  a quadrato.  Qualunque  valor  / di  x,  che  soddisfi  a 
questo  problema,  soddisfa  a quello,  e reciprocamente.  Si 
supponga  in  qualunque  modo  o per  le  tavole,  o per  parti- 
colari regole,  od  a tentone,  scoperto  un  valore  / che  adem- 
pia l’uno  e l’altro  problema:  se  per  mezzo  di  esso  valor  f 
riesca  di  trovare  altri  valori,  che  verifichino  x"^ — A*  = a 
quadrato  , questi  tutti  saranno  altrettanti  scioglimenti  della 
doppia  ugualità  x*^A=:  a quadrato.  Ma  cosi  è,  che  sa- 
putosi un  valor  / di  x elFettuante  — //*=  a quadrato,  se 
ne  possono  rinvenire  successivamente  altri  con  il  metodo 
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altra  volta  già  adoperato.  Sia  per  il  valor  /"la  funzion 
a"* — ÌL'=.f^ — e pongasi  il  nuovo  valor  di  x=f-\-y . 
Sostituendo  in  — A*  = a quadrato,  si  avrà 
^ f y ^ quadrato.  Suppongasi  indeterminata- 

mente — (y-\-ly-f-gy=y^-h2  l y 2 g)  y 2 I g y g\ 
Scancellati  i termini  elidentisi  ne  viene  (4/ — 2/j  ?/“-+- 
(6/' — r — 2^)y-f-4/’ — 2lg  = c.  Dalla  Cjuale  equazione  , 
secondo  che  si  faccia  4/ — 2/  = o,  ovvero  4/’ — 2lg  = o^ 
si  ottengono  due  determinazioni  di  y:  i^y=z — 2/.  . . . 

3/  g 2/  g ]?  quindi  due  nuovi  valori  di  x = 

II 


^fgif"~g) 


f-^y- 


I.  X 


— / ....  2.'x 


imo  valore 


non  ci  arreca  alcun  vantaggio;  poiché  già  per  ciò,  che  nell’ 
estendimento  1.°  si  è da»  me  notato,  sapevasi,  che^scioglien- 
do  il  problema  f scioglievalo  ugualmente  — /.  Rispetto  al 
secondo  valore,  essendo  g^zzzf^  — h\  si  riduce  esso  ad  x ■= 
— ^ quantunque  si  presenti  con  segno  ne- 

gativo, si  può  del  pari  prender  positivo.  Ed  è un  espres- 
sione, che  siccome  serve  dal  primo  valore  soddisfacente  al 
problema  al  secondo,  cosi  serve  dal  secondo  al  terzo,  e cosi 
via  via,  intendendo  sempre  per  f rultimo  soddisfacente  va- 
lor trovato,  e per  x il  nuovo.  Illustriamo  la  cosa  con  un 
esempio.  Sia  A = 24,  che  è il  primo  numero  congruente 
della  tavola  sopra  esposta,  il  quadrato  congruo  soddisfa- 
cente al  problema  310*^24=1  a quadrato  è per  la  tavola 
stessa  25:  di  fatto  26  H- 24  = 49  = 7“ , 25 — 24=1  = 1“. 

5“*^  24* 


Dunque/=5,  e quinci  x = j-  = » che  deb- 

he  essere  un  nuovo  valore  soddisfacente  al  problema,  e lo 

è in  effetto,  essendo  (- 24  = ■ 49^»  _ 

\ 70  / ~ 70"“ 


1 442401  -H  117600 

■ 


I 

i44a4oi  — 117600  — — f— -ì  • Nella  stessa  maniera  sup- 

70“  70*  \ 70  / * 

ponendo  f=^-~  si  troverà  il  terzo  soddisfacente  valore 
di  X , ec. 

8.°  Dato  un  numero  //,  assegnarne  un  altro,  che  ad 
esso  giunto,  o tolto,  faccia  somma,  e residuo  quadrato.  Se 
il  dato  numero  H sia  quadrato,  il  problema  in  sostanza 
vorrà  dire:  dato  il  quadrato  congruo,  trovare  il  numero 
congruente,  sarà  cioè  il  problenm  inverso  del  superiore,  e 
si  scioglierà  indirettamente,  supposta  la  vasta  tavola  nell’ 
Estendimento  IV  divisata,  cercando  in  essa  il  dato  quadra- 
to, al  quale  starà  rimpetto  il  numero  congruente,  o la  schie- 
ra dei  numeri  congruenti  di  esso.  Che  se  pur  fosse  il  qua- 
drato dato  H un  quadrato  rotto  non  verrebbe  meno 

il  benefizio  della  tavola  , ma  servirebbe  istessamente  a tro- 
varne il  numero  congruente,  con  prendere  nella  colonna 
de’  quadrati  congrui  il  quadrato  e trascegliere  fra  i con- 
gruenti di  lui  quello  divisibile  per  i?";  imperocché  il  quo- 
ziente sarebbe  un  congruente  del  dato  quadrato  fratto  ~ . 
Ma  a prendere  il  problema  in  generale,  dicasi  x il  cercato 
numero.  Si  debbono  ad  un  tempo  verificare  le  due  equa- 
zioni H ■+■  X = t\  TI — x=.u\  Da  questa  seconda  traendo 
il  valor  x=.II — e trasportandolo  nella  prima,  ne  na- 
sce 2.  II — u —t\  e quinci  2lIz=u-\-t\  Questa  risultante 
equazione  ci  dimostra  esser  faci!  cosa  sciogliere,  e ben  di- 
rettamente, il  problema,  quantunque  volte  sia  2 H un  nu- 
mero divisibile  in  due  quadrati  interi.  Per  esempio  sia 
//=5,  10=1  -1-9:  prendendo  = 1 , r’  = 9,  si 

ha  dall’equazione  x=.II — u\  sostituiti  i numeri,  x = 5 — 
1=4,  il  qual  valore  adempie  appunto  eziandio  l’altra 
ugualità  H-^x  — t\  cioè  5 -4-4  = 9.  E poiché  per  il  prò- 


blenia  4.°  eli  quelli  di  semplice  ugualità,  dato  un  numero 
in  due  quadrati  diviso  si  può  il  medesimo  in  molte  altre, 
in  inlinite  paja  diverse  di  quadrati  dividere,  infinite  per- 
ciò soluzioni  del  problema  dar^i  potranno.  Cosi,  fatto 
f — 1,^=3,  a=:i,  ^“2,  le  radici  dei  due  nuovi  qua- 
drati , ne’  quali  anderà  diviso  il  numero  10,  saranno 


3.2* 


4 “h  I 

81  169 zSo 

a5  2Ò  20 


9_ 

5 ’ 


3 . 3 “4“  2 . 2 


4 + 1 
1 o ; e posto  u 


= ~:  in  effetto 


(1) 


•,  ne  viene 


x—H  — 


u =;  5 — 


il 

25 


^9 


H — H X 5 — f— 


= 6 ^ =r  (~Y 

25  25  25  V 5 / 


Frate  Luca  nel  trattar  questo  problema  getta  delle  idee 
così  confuse,  così  imperfette,  così  disunite,  che  grande  è 
l’oscurità  che  si  genera,  ed  all’intelletto  interponsi.  Io  mi 
lusingo  di  aver  indovinato  la  mente  di  Leonardo  Pisano, 
e di  averla  co’  miei  teoremi  per  l’una  parte  , con  l’uso 
degli  anteriori  problemi  di  lui  per  l’altra,  il  più  possibile 
estesa  . 

Vi  ha  un  altro  particolar  caso,  nel  quale  conceduto  vie- 
ne di  recare  per  retta  e spedita  via  il  problema  a scio- 
glimento ; quando  cioè  sia  2,  H quadrato;  il  che  avverrà  se 
sia  e più  generalmente  poiché  sarà 

2 11-=  2’"  ni  . Pongasi  2*”  ni  — = C = ^ 2 " /??  — r \ se 

V 2 re  4-  t ?n,  . 7-  . . a 

ne  trarrà  ii  = — - — , e quinci  x=2  ni  — ^ " ) • 


Vediamo  se  riescaci  di  conseguire  una  più  ampia  solu- 
zione diretta  del  problema,  ad  uso  traendo  Tingegnoso  arti- 
fizio, e la  sottil  teoria,  onde  il  celebratissimo  la  Grange 
in  una  Memoria  primieramente  su  lo  scioglimento  del  pro- 
blemi indeterminati  di  secondo  grado  inserita  tra  gli  Atti 
dell’Accademia  di  Berlino  per  l’anno  «767,  e poscia  nel 
paragrafo  v delle  sue  addizioni  all’algebra  indeterminata  di 


1 


47 


Eulero  assume  di  svolgere  i casi  di  possibilità,  ed  in  es- 
si generalmente  avlciiipiere  lo  scioglimento  deH’equazlone 
Ay'-^B-=.7/^  alla  quale  si  riduce  l’universalissima  inde- 
terminata equazione  di  secondo  grado  a->r^x~\-yy-\-S 
f X y ?/"  = o , trasformandosi  questa  in  ( -h  £ x )* — 4 
( a -i- X -h  ^ x“ ) = ( 2 ?/ -4- f X , cioè,  facendo  — 

4a(p=a,  2^f — = £“ — 4^c^z=c,  2 4’)  2/ -+- £ x -h 

2' = y , in  a -t- ^ X -He  x"  = ; e convertendosi  questa  in 

^cy'-^b' — 4 o c = (^2  c x-H^  )%  la  quale,  fatto  4c=^4,  b' — 
ò^acr=.B,  <2.  c X -\-b  z=:  Z ^ prende  l’aspetto  A ^ B ■=.  Z"  . 
Or  si  ponga  y=  — , intendendo  per  /j  , q due  numeri  tra 


loro  primi;  sarà  A . B — Z^ e perciò  A p" B q'‘ —q' Z\ 
e fatto  ^’Z’=z“,  A p^ B q^  ■=.%^  \ e sarà  allo  scioglimento 
di  questa  equazione,  o sia  al  ritrovamento  di  due  numeri 
interi,  e fra  lor  primi  /> , q tali,  che  la  funzione  Ap^-^Bq'^ 
divenga  quadrato,  che  si  ridurrà  qualunque  problema  io- 
determinato di  secondo  grado.  Se  .A  ^ ovvero  i>,  sia  numero 
quadrato,  la  equazione  non  abbisogna  di  nuovo  artifizio, 
bastando  gli  antichi  di  Diofanto  ; e parimenti  se  quadrato 
sia  la  somma  A-\-B^  ciò  che  sfuggi  l’avvertenza  del  la 
Grange.  Se  in  qualche  caso  il  problema  presentasse  l’ec|ua- 
zione  A e -^r  B q' K ^ dividendo  per  si  avrebbe 


e’  p» 

^ B q^  z=  — ^ la  qual  equazione,  fatto  = /?% 


r 


z*,  si  cangerebbe  in  A p" B q quanto  più  sem- 

plice atteso  il  discacciamento  dei  quadrati  e\  dai  coeffi- 
cienti, altrettanto  più  facile  a trattarsi.  Intendasi  dun- 
que sempre  per  A p*  B q' P l’equazion  del  problema 
ridotta  alla  massima  semplicità  con  discacciare  dai  coeffi- 
cienti i quadrati,  che  contenessero.  Del  qual  discacciamen- 
to però  converrà  risovvenirsi  in  fine  del  calcolo  per  coni- 
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pensarlo,  con  deilurre  tlal  valore,  che  si  sarà  ritrovato  di 
/> , quello  di  P=.^.  Denoti  anche  sempre  A dei  due  coef- 
ficienti dati  , o dei  rimanenti  dopo  lo  discacciamento  dei 
fattori  quadrati,  quello,  che  ha  numero  maggiore,  ancor- 
ché sia  affetto  di  negativo  segno,  e B quello  che  ha  nu- 
mero minore,  con  qualunque  segno  o negativo  o positivo, 
nulla  contando  nel  confronto  il  segno.  Combinando  la  con- 
dizione dell’esposta  semplicità  di  A e e la  fondamen- 
tal  condizione  di  essere  q numeri  tra  loro  primi,  si  fa 
chiaro  in  primo  luogo  dover  pure  di  necessità  ciascheduno 
di  loro  esser  primo  rispetto  z;  altrimenti  se  per  esempio 
y>,  z contenessero  un  fattor  comune  essendo  p-=:rg^  % — 
ne  seguirebbe  [P  — APj  = Bq’‘'^  e siccome  il  primo, 
cosi  il  secondo  membro  B dell’equazione  dovrebbe  conte- 
ner g\  e non  potendolo  contenere  per  l’assegnata  semplici- 
tà B,  dovrebbe  contenerlo  ; laonde  q avrebbe  con  p co- 
mune il  fattor  g contro  la  fondamentale  ipotesi.  Similmen- 
te si  ragioni  rispetto  q^  z.  Veniamo  in  secondo  luogo  a 
comprendere  esser  mestieri,  che  p provenga  primo  a B^  a q 
primo  ad  A.  Poiché  sia  pz=.rk^  B—Fk^  ne  avremo  ArF-+- 
Fkq'=-z‘\  e non  potendo  , per  ragione  di  esser  primo 
con  p^  contener  A;,  il  primo  membro  dell’equazione  avrà 
un  fattor  k non  quadrato,  con  che  ripugna,  che  sia  es- 
so membro  quadrato,  contro  ciò,  che  si  desidera.  Lo  stesso 
accaderà  se  fingasi  q non  primo  ad  A . Con  queste  condi- 
zioni e conseguenze  definita , e spiegata  la  natura  della 
equazione  A p' B q^  z\  pianta  rautore  la  base  della  in- 
dagine dei  casi  di  possibilità  a risolverla  in  questo  teore- 
ma. L’equazione  Ap'=.z‘ — B q'  non  può  sussistere,  se  A 
non  sia  un  divisore  di  un  numero  di  questa  forma  n* — B^ 
Il  essendo  un  numero  intero.  Si  moltiplichi  l’ecjuazione  per 
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%' — B q' ■■  si  avrà  Ap'{z''  — B =i  — Bq‘)(^z^ — B 

z'z*  -+■  B'  q'  q^ — B [z  q^-\-z"  B'  q q"‘  ■^'x  B zz  qq  — 

B { z q'-^  z'  q)^xBzz  qqz=:z[zzZ±.B  qcl  J—B  [zqztzqY  . 
Or  egli  è in  nostra  podestà  rendere  zq  — zq  = zh\[,  lo 
che  dimostra,  e insegna  il  prestantissimo  analista  a fare 
con  la  teoria  delle  frazioni  continue,  ma  comprendesi  anche 
chiaramente,  sol  che  riflettasi,  che  dividendo  per  qq  pro- 
viene — % = e che  questa  equazion  efiettuasi  tosto^ 

q q qq  ^ ^ ^ 

prendendo  l’arbitraria  frazione  ^ — ZE  — , • Che  se  inol- 

tre  facciasi  zz — Bqq=:n^  si  avrà  (z'"" — Bq"‘^=.n~B^ 
o sia  />’(  z-'* — ^ (jual  equazione,  essendo  il 

primo  membro  di  numeri  interi  tutto  composto,  e perciò 
intero,  non  può  sussistere  se  anche  il  secondo  non  sia  in- 
tero, cioè  se  n’  — B non  sia  per  A divisibile.  Su  c|uesto 
teorema  appoggia  il  la  Grange  una  serie  di  supposti  e di 
equazioni,  che  dalla  equazione  A B q^  =.z'  distingue, 
appellando  questa  principale , codeste  secondarie  , e delle 
quali  mano  mano  esamina  gli  accidenti,  dopo  aver  renduto 
dei  supposti,  dai  quali  nascon , ragione.  Io  raccorrò  sotto 
uno  sguardo  in  ordinato  prospetto  continuo  i supposti , e le 
equazioni,  onde  possa  la  mente  con  prontezza  maggiore,  e 
d’un  sol  colpo  comprendere  l’artifizio. 

Equazione  principale.  A p^ B cf  = z’" . 


Supposti  I.* n ^ — A ....  A ■■ 


-B 


...z  — nq  — Aq' . 


Secondaria  Equaz.  i."  p^^A'q’' — xnqq-\-Aq'\ 


Supposti  2.’ 


nz=zn  — V A' ^ — A'...  A' 


n'^—B 


q = vq 


Secondaria  Equaz.  xd  p'‘z=.A"q’‘ — X7iq'q'-\- 
Suppostl  3.’ n'-=.  n — v A"  ^ ~ A' . . . A'"-^  ” ^ 


it  //I 

A a 


A" 


/ n , w 

q z=.vq  -\-q  . 


1 5o 

Secondaria  Equaz.  3"  p^-=iA'"q'' — o.  n"  q"  q'" A"  q'"''  . 

* % T5 

t*  , i '!> '>  n * àh*  à'W  ^ //  //  III  II» 

apposti  4.* ...  « =.11  — V A —A  ..  A — j^...q  =.v  q -\-q  . 

Secondaria  Equaz.  4."  p = A""q"'^^2n"'q"q""-i-A"Y"\ 

Si  proseguirà  questa  serie  quanto  sarà  bisogno,  e si 
rinnoverà  secondo  le  regole,  che  io  vo  ad  esporre  intorno 
al  modo  di  discernere  i casi  di  possibilità,  e di  eseguire 
lo  scioglimento  della  principal  equazione. 

Regola  I.  Si  attribuiscano  ad  n tutti  i valori  de’  nume- 
ri interi  da  i sino  ad  —A.  considerando  in  A il  solo  nn- 

2 

mero,  non  atteso  il  segno,  se  sia  negativo.  Se  niuno  di 

tali  valori  rende  ~~j~  ■>  o sia  il  quoziente  A'  numero  inte- 
ro, si  pronunzi  a dirittura  essere  impossibile  l’adempiere 
l’equazione  A j/ R = z\  E superlluo  dare  ad  n valori 

> di^^s  e tentare  se  per  alcun  di  essi  riuscir  possa 
— ■ ^ numero  intero.  Poiché  sieno  a,  b,  c < — A,  od 

A 2 

~A  i valori  di  n idonei  a produr  quoziente  A'  intero;  non 
vi  ha  dubbio,  che  idonei  a ciò  pur  saranno  i valori  gi  AzEa , 

f.1  A^Alb giAzAlc perchè  numero  intero  resultando — — , 

1 VII  • • — — B fi* — B > 

resulterà  del  pan  numero  intero  Y ^ ^ 

2 jtt  a -1- J ; e viceversa  idoneo  essendo  all’intento  n = 
(.iAzAla,  non  può  non  esser  idoneo  il  semplice  n = a.  Ma 
d’altra  parte  il  sostituire  giAz±a  in  luogo  di  n nella  fun- 
zione ( w”'  — — inAqqArA  q ^ o sia  ( /?  </  — ^ <1  ) — 

B q\  egli  torna  lo  stesso,  che  il  mettervi  il  semplicetta, 
e togliere  da  q la  quantità  ^ , essendo  fxAqzàzaq — Aq'=: 
zEaq  — A[q' — /tt  <7  ) : dunque,  poiché  q'  é un  numero  inde- 
terminato, nel  quale  si  può  intender  anche  compreso  q — qiq. 


\ 


V 


I 


perciò  si  fa  palese  non  potersi  per  la  sostituzione  di  ^Azjla 
produrre  nulla  di  più,  che  per  la  sostituzione  del  semplice 
valor  a;  per  conseguenza  essa  sostituzione  è sujtrf’ua,  ed 

istessamente  ogni  altra  simile.  1 1 asiei  iscasi  ad  n\  ìi\  n". 

ciò  che  detto  si  è per  e se  dati  loro  i \ a lori  da  i sino 

ad  — A\  da  i sino  ad  — A" avvenga  di  alcuno,  che 

non  esibisca  verun  dei  rispettivi  quozitnti  A\  A"' inte- 

ro , si  abbandoni  tosto  l’operazione,  giudicando  lo  sciogli- 
mento della  principal  equazione  impossibile. 

Regola  II.  Se  aU’incoiitro  alcuno  dei  numeri  interi  da 
I sino  ad  ~A  renda  - — , o sia  A'  non  solo  intero,  ma 
insieme  quadrato,  lo  scioglimento  è in  pronto;  poiché  con- 
tenendo in  tal  caso  la  prima  delle  secondarie  equazioni  il 
termine  A'q^  quadrato,  si  efiéttuerà  essa  aU’istante  con  far 
g''=o;  dal  che  ne  verrà  j)z=qfAA'-.,  e quinci  Ap'-^  Bq^=z 
A A q'=  q'"  A A'  B J = q'  — B ■+•  B ) = q'  qua- 

drato , come  si  desiderava.  E rimanendo  q ad  arbitrio,  è 
chiaro  in  p — qfAA'  aversi  una  espressione  indefinita  di  p, 
ed  in  q"  n‘  una  innumerevole  copia  di  verificamenti  dell’ 
equazione  proposta . Che  se  al  modo  di  Diofanto  pongasi 

A'q—2Jiqq'-^rAq'^=(q^A'—r)\  ne  verrà 
espressione  doppiamente  indeterminata , siccome  due  inde- 
terminati numeri  incbiudente;  li  quali  però  ad  un  solo  ri- 
dur  si  possono  con  porre  r-=.q\  con  che  l’espressione  al 


primo  grado  si  abbassa,  divenendo  q " con- 

seguirà del  pari  l’intento,  se  in  vece  di  A'  riesca  (juadrato  un 
altro  dei  successivi  quozienti  A'\  A'^\...  risolvendo  la  relativa 
equazione,  e rimontando  per  le  antecedenti  ad  aver  ....q\q\q. 

Regola  HI.  Si  avverta,  che  essendo  B < A .,  ed  n tutt’ 
al  più  = —A,  dèe  per  conseguenza  essere  ” cioè  A'<A, 


2 


1 Sa  ^ . 

perchè  tutto  al  più  sarà  A — ^ — j— ? = ^ ^ A.  La 

cosa  è evidente  per  il  caso  di  B positivo;  ma  è anche  fa- 
cile a dimostrarsi  nel  caso  di  B negativo.  Poiché  sia  B=z — h\ 
sarà,  attesa  la  condizione  di  A'>  B ^ certamente  — ^ H- 
A.  J-  a \ ^ per  conseguenza  < A , fuorché 

nei  caso  di  i>— il  che  non  può  essere,  se  non  avendo 
A^  che  debbe'  essere  intero,  il  minimo  degl’interi  valori 
possibili,  cioè  I . Ma  ciò  essendo,  A sarebbe  quadrato,  ed 
il  caso  uscirebbe  fuori  della  sfera  di  quelli  contemplati  nell’ 
artifizio,  lasciandosi  immediatamente  sciogliere  dal  metodo 
di  Diofanto . Dunque  dei  casi,  che  all’artifizio , che  si  va 
spiegando,  appartengono,  generalmente,  e senza  eccezione 
veruna,  sia  B positivo,  o sia  negativo,  si  può  stabilire, 
che  preso  n A ^ sarà  = A'<  A . Per  simil  maniera 

ragionando  s’inferirà  dover  universalmente  essere  A"<A', 

A'^<A" dover  cioè  i quozienti  A',  A'\  A'" formare 

una  progressione  continuo-decrescente . Laonde,  se  nè  A',  nè 
A'\  nè  A" si  trovi  quadrato;  con’il  continuo  decresce- 

re di  essi  quozienti  si  otterrà  almeno  di  giugnere  ad  uno, 
il  quale,  non  considerato  il  segno,  sia  <iB.  Sia  ad  esem- 
pio tale  A''\  Moltiplicando  per  A""  l’equazione  quarta  delle 
secondarie,  si  avrà  A'' p=z  A'''\r—^n'"  A'%/'' 
(^A""q'"—n'"q""y—Bq""\  Venendone  quinci  A'"/-^  B q""^  =z 
{^A'"q[" — nq"'y  ^ sarà  mestieri  che  A"'p'-\-Bq"^  si  renda  qua- 
drato, ed  all’adempimento  di  ciò  sarà  ridotto  il  problema. 
La  funzione  A'" p' -Ar  B q"''‘  rovesciata,  con  scrivere  B q'"' 

A'" p’^  ^ è simile  alla  dapprima  proposta  Ap'-ArBq'  ^ si  che 
. per  render  essa  cjuadrato  debbesi  ripigliar  da  capo  l’artifi- 
zio  cangiando  il  B in  un  nuovo  A.  V A'"  in  nuovo  B . il 
q"  in  nuovo  jo,  ed  il  p in  nuovo  q.  Ma  si  ha  il  vantag- 
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gio , che  il  nuovo  il  nuovo  B sono  rispettivamente  [nù 
semplici  che  i primieri.  In  proporzione  il  saranno  i nuovi 
quozienti  A\  A\  A'" i quali  non  altrimenti  che  .i  pri- 

mi aneleranno  successivamente  decrescendo.  E nel  lormarli 
o se  ne  incontrerà  uno  per  tutti  i valori  del  rispettivo  /z , 
n , n riuscente  rotto,  e sarà  dimostrata  la  impossibi- 

lità del  problema;  o se  ne  presenterà  uno  quadrato,  e si 
avrà  in  mano  la  soluzione , o si  perverrà  ad  uno  < del 
nuovo  -5,  cioè,  nellipotesi  ad  esempio  presa,  deWA""  ài 
]>rimo  ordine,  e si  ritornerà  per  la  seconda  volta  da  capo 
dell’artifizio . Ciò  che  si  è prescritto  di  lare  giungendo  ad 
un  quoziente  < B , sì  farà  in  arrivare  ad  un  quoziente  che 
contenga  un  quadrato  moltiplicato  con  altro  fattore  < B: 
poiché  discacciato  il  quadrato  rimarrà  a quoziente  esso  fat- 
tore < B\  dunque  si  rovescierà,  non  altrimenti  che  nel 
primo  successo,  la  funzione,  e si  riprenderà  istessamente  il 
giro  deirartilizio . -La  cosa  non  può  andare  airinlinito,  ma 
necessariamente  o si  caderà  in  un  quoziente  per  ogni  so- 
stituzion  «rotto , se  il  problema  è impossibile,  od  in  un  quo- 
ziente quadrato,  che  sarà,  se  non  altro,  i , se  è possibile. 

Regola  IV.  Se  sia  i?  “ — i essendo  impossibile  un  quo- 
ziente intero  < i , si  avrà  il  vantaggio,  che  Toperare  termi- 
nerà nella  prima  applicazione  deU’artilizio , e nel  corso  di 
essa,  o si  avrà  l’avviso  della  insolubilità  del  problema  in  un 
quoziente  universalmente  fratto  o rofìèrta  della  soluzione  c]a 
un  quoziente  quadrato,  che  sarà,  andando  aH’estremo,  l’j. 
Ed  oltie  al  modo  di  compiere  indefinitamente  la  soluzione 
esposto  sotto  la  Regola  IL,  si  potrà  adoprar  questo.  Sup- 
posto, ad  esempio,  che  il  quoziente  quadrato  sia  V molti- 
plicata l’equazione  secondaria  terza  per  A'^'  ^ provenendone 
A g)  = A q — 2 n A q q A A q =[A  q — n q ) -V  q 
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per  cagione  di  A" yl"'=  n" ' i , si  avrà,  facendo  A'"i/z=zs’', 
A q — n q ) =zv  1 equazione  s =.v  -\-q  ^ equazion  del 
triangolo  rettangolo,  alla  quale  si  sa  indefinitamente  soddi- 
sfare prendendo  s~u-\-b\v=.a — , qz=.^ab.  Studiato 
mi  sono  di  ristrig-nere  , e collocare  insieme  mercè  di  un 
perspicuo  ordine  nel  più  chiaro  giorno  l’artifizio  , e la  teo- 
ria deH’esimio  la  Grange. 

Venendo  ora  a farne  l’applicazione  al  problema  di  Leo- 
nardo, la  cui  equazione  è,  come  ho  dimostrato,  a// — u=.t\ 
se  pongasi  u=Y  = -^,pt=z,  ne  verrà  2.  H p’‘ — q' z=zz^  : 
per  la  qual  cosa  vede  ognuno  esser  noi  qui  nel  caso  spedi- 
to di  B =. — i;  ed  il  primo  esame  da  istituirsi  per  discer- 
ner, se  il  problema  sia  o no  possibile  a sciogliersi,  essere 
di  dare  ad  n tutti  i numeri  interi  da  i sino  ad  LT,  e guar- 
dare se  alcuno  renda  w'-l-i  esattamente  divisibile  per  a/f, 
di  sorta  che  il  quoziente  sia  numero  intero.  Tentando  io 
pertanto  di  formare  un  esempio , ho  osservato  ciò  che  segue. 

Osservazione.  Presi  avendo,  in  continua  serie  dapprima, 
poi  a salto,  molti  numeri  cjuadrati,  avendo  a ciascun  di 
loro  aggiunto  i,  e cercato  avendo  delle  somme  /i’ -f- i i di- 
visori, ho  sempre  ritrovato,  che  questi  erano  di  que’  nu- 
meri, che  sono  composti  di  due  cjuadrati  interi,  e si  possono 
in  genere  rappresentare  per  la  somma  e che  della 

stessa  natura  erano  i numeri  quozienti.  Dunque  per  l’arti- 
fizio del  chiarissimo  la  Grange  non  altra  soluzione  del  pro- 
blema di  Leonardo  ottener  si  può,  che  quella  da  principio 
per  me  esposta,  e tratta  dalle  tenebre  di  Fra  Luca.  Pen- 
sava alla  dimostrazione  di  ciò,  che  osservato  aveva,  quan- 
do fissata  l’attenzione  sul  teorema  fondamentale  dell’artifi- 
zio,  del  quale  manca  l’addizione  dello  stesso  la  Grange  all’ 
algebra  indeterminata  di  Eulero  , ma  di  cui  va  ricca  la  ci- 
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tata  lii  lui  Memoria  , m’avvidi  che  da  esso  teorema  medesi- 
mo la  desiderata  dimostrazione  tirar  poteva,  ritornando  la 
quantità  n — della  quale  è particolar  caso  -H  i , alla 
sua  origine,  ed  alla  sua  velata  rappresentazione.  Rappresen- 
ta n — B per  sua  naturai  instituzione  il  prodotto  (2.* — Bq^^ 
( z.'* — Bq'^\  dunque  non  può  essere  in  genere  divisibile, 
che  per  un  numero  della  forma , o natura  di  questi  due 
fattori.  E nel  cSso  particolare  di  B ■=. — i essendo  i 

per  nativa  proprietà  rappresentazion  del  prodotto  ( 5'“  ) 

non  è a maravigliarsi,  che  solo  per  numeri  di 
due  quadrati  insieme  giunti  composti  sia  divisibile,  e della 
natura  stessa  sieno  i quozienti  ; che  anzi  è tutto  ciò  intrin- 
secameiTte  necessario.  Ella  par  poi  cosa  più  spedita  il  cer- 
care se  2,  H sia  l’aggregato  di  due  quadrati  interi  separan- 
do da  esso  ordinatamente  i , 4^  9 • • • 5 e guardando  se  a’i- 
che  il  residuo  resti  quadrato,  cosi  facendo  sino  ad  H metà 

di  2H,  di  quello  che  a tutti  i quadrati  stessi  i,  4,  9 

sino  ad  //,  aggiugner  i , ed  esplorar  se  le  somme  ammet- 
lano  esatti  divisori  . 

PARTE  IV. 

Somma  delle  serie  de’  numeri  quadrati  e de’  cubici . 

i.°  Proposta  la  progressione  naturale  de’  numeri  1.2. 

3.4. 5. 6. 7. 8 «,  assegnar  la  somma  della  serie  dei  c[ua- 

drati  loro  1.4.9.16.25.36.49.64 n\  La  regola  per  ot- 
tenerla è prendere  ^ ‘ ^ ^ E j od  anche  piglia- 

* C”  * — nj.b  r fc 

72^  Yt  2 TZ I • « • 

re  — ^ — . — ~ — . Vogliasi,  per  esempio,  la  somma  dei  qua- 
drati dei  numeri  sino  ad  /?=8  : sarà  essa  - = 4.3.  17  = 

1.6  ^ ‘ 

204  , od  eziandio  = - - = 1 2 . 1 7 = 204  . La 

232.3  c ^ 

prima  espressione  è propiamente  quella  da  Fra  Luca  posta 
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a capo  delle  regole  di  Leonardo  intorno  alle  somme  delle 
serie  de  numeri  quadrati . Dopo  l’intervallo  di  alquante  pa- 
gine, e il  divagainento  in  iliverse  cose  aggiugne  la  secon- 
da, che  anche  il  Tartaglia  riguarda  per  una  regola  dalla 
prima  dilFerente.  Ma  comecché  potesse  ciò  parere  in  nume- 
ri, in  generali  spezie  però  chiaramente  si  vede  non  essere 
la  seconda,  che  una  riduzion  della  prima.  Ed  elfettuando  il 
prodotto  riducesi  per  (ine  ad  ^ n — n ~ 7i . 

2.  Esibita  la  progressione  aritmetica  dei  numeri  dispa- 

ri I . 3 . 5 . 7 . 9 , I I . 1 3 . . . . 2 « — i , raccoglier  la  somma  della 
serie  dei  quadrati  loro  1.9.25.49,81.121.169 ^2/2 — i)\ 

ara  la  richiesta  somma  ^ , De- 

(272 Ij)  .6 

siderando,  per  esempio,  la  somma  dei  quadrati  de’  numeri 
dispari  sino  a 2/? — 1=9,  si  avrà  1-1-9-1-25-1-49-1-81=: 

= 3.ii.5=i65.  L’espression  generale  della  regola 

1 ....  (271 1 ) . f2?Z-l-l  ) . 4 71  (2.n 0 . fa/Z-l-l)  . 7Z 

ammette  le  riduzioni  ^ ^ — = 

2.6  D 

4 3 T 

— n :r  /2  . 

.>  o 

3. °  Essendo  2.4.6.8.10.12 2/2  la  progressione 

aritmetica  dei  numeri  pari  , presentar  la  somma  della  serie 
dei  quadrati  loro  4.16.36.64.100.144 422“.  Eccola  in 

Se,  ad  esempio,  si  cerchi  la  somma 

dei  quadrati  de’  numeri  pari  sino  a 2/2=1105  si  troverà  la 
medesima  z=: — =10.22.220.  L espression  generale 

SI  contrae  in  ^ ~ - — — -= — „ - - = 


271  . 21 

C”+0  • 1 

^277-h2(^77+l)) 

1 

^2(77+1) 

— 2nJ 

1.6 

4 3 


2/2  -1-  y /2  . 


4»°  Formata  la  progressione  aritmetica  a , 2a  . Sa  . . Sa-. 

6a  . ja  n a cominciante  da  un  numero  qualsivoglia  a,  e 


crescente  ^li  termine  in  termine  continuamente  dello  stesso 
luiaiero  a,  determinar  la  somma  della  serie  dei  quadrati 
de’  termini  a . óf  a . a . \6  a . '2.S  a\  Ò6  a . a . . . . n a . La 


. Tza  . fna+aì . r^za-f-rza+a)  o-  i • ri 

esprime  — 7 aia.  ad  esempio.  ai=5,  e la 

I (^wa-f-a — na)  .6  ^ ' 

progressione  5 . i o . 1 5 . 20  . 28  . 3o  . 35  . . . . « 5 ; e si  addoman- 
di  la  somma  della  sen'ie  dei  quadrati  dei  termini  sino  al 


quarto:  fatto  n-=.^  sarà  aS-f-i 


oo- 


. 2 5— 1~/[.00 


20  . a5 . 45 

ITó 


2.25.i5  = 75o.  L’espression  generale  riceve  compendiata 
u io, -ma  ■ C "+■)  ■ (^"±0  = : (,;+■)  ■ (^«+0  ^ ^ 

a . o 0 \ 3 


T ^ quale  non  è,  che  la  somma  del  problema 

primo  moltiplicata  con  siccome  esser  doveva,  essendo 
la  progressione  ^ ^ a .0  a . . n a non  altro  , che  la  progres- 
sion  naturale  1.2.3..../2  moltiplicata  in  ciascun  termine  per 
a,  nè  altro  essendo  la  serie  a*  . 4 aL  9 a“ n’‘ a che  la  se- 
rie 1.4-9 fi'  moltiplicata  in  ciaschedun  termine  per 

Le  quattro  regole  di  Leonardo  convengono  in  una  sola  , 
che  in  sostanza  è:  dei  numeri  in  aritmetica  progressione, 
dei  quali  debhon  sommarsi  i quadrati,  si  prenda  il  massi- 
mo, e quello  che  lo  segue,  e la  somma  loro;  si  faccia  di 
questi  tre  numeri  il  prodotto,  e si  divida  per  sei  volte 
la  differenza  tra  esso  massimo,  e quello  che  lo  segue  , o , 
che  è lo  stesso  , per  sei  volte  la  differenza  costante  della 
progressione  ; si  avrà  la  desiderata  somma  de’  quadrati  . 
Sembra  però  dal*  dire  di  Fra  Luca,  che  Leonardo  dimo- 
strasse ad  una  ad  una  le  sue  regole;  ma  dobbiamo  di  lui 
dolerci,  che  abbia  interamente  omesso  per  sin  un  tocco  di 
esse  dimostrazioni,  avvertendo  solo,  che  erano  geometriche  ; 
il  che  cosi  io  intendo,  e stimo  doversi  intendere:  che  Leo- 
nardo, ad  ajutar,come  soleva,  per  l’occhio  la  mente,  rap- 
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presentasse  per  linee  i numeri,  e su  di  esse  aggirasse  i ra- 
ziocinj  . Archimede  nella  proposizione  decima  su  le  spirali 
prende  a dimostrare,  che  essendovi  una  serie  di  linee,  le 
quali  continuamente  si  eccedano  della  stessa  linea , dalla 
quale  la  serie  comincia;  il  quadrato  della  massima  preso 
tante  volte,  quante*  sono  le  linee,  più  una  volta , aggiunto  il 
rettangolo  della  minima  linea  in  una  uguale  alla  somma  di 
tutte,  formano  il  triplo  della  somma  dei  quadrati  di  cia- 
scheduna linea.  Sostituite  alle  linee  le  astratte  spezie  rap- 
presentanti in  uno,  e linee  e numeri,  lo  spirito  della  dimo- 
strazione è questo.  Sia  la  progressione  a.  2 a.  3 a.  4 a na^ 

della  quale  si  tolgano  a considerare  gli  otto  primi  ter- 
mini   a.2«.3«.4a.5a.6a.7a.8«; 

e scritti  i sette  primi  ....7«.6a.5a.4a.5a.2a  . a 
con  ordine  rovescio  al  di  sotto,  si  piglino  le  somme  ^ 

2a-l-6a  , 3a-4-5a  , 4^“1"4^  » 5fl-+-3G,  óa-Haa,  'ja-^a  ^ cia- 
scheduna delle  quali  vedesi  essere  = 8 a i onde  ne  segue , 
che  l’assumere  l’aggregato  (a  2a-f-6a)*-P- 

(3a-h5a)’  -f-  (4a-^4a)“ (5a-l-3a)° -+-  (óa-l-aa)’  -t-  (7fl-ha)'-h- 
torni  lo  stesso  che  il  prendere  nove  vol- 
te il  quadrato  del  massimo  termine  8 a.  Or  in  esso  aggre- 
gato contengonsi  già  due  volte  i quadrati  di  tutti  otto  i 
termini;  e di  più  si  contengono  i doppj  rettangoli  2 . a . 7 « , 
2 . 2a , , 2.3a.5a,  2. 4®  *4®’  2.5a.3a,  2.6a.2a,  'i.'ja.a. 

Che  se  dunque  dimostrisi  , che  la  somma  di  questi  doppj 
rettangoli  con  il  prodotto  insieme  del  minimo  termine  a 
nella  somma  di  tutti  otto  a-H2a-H3fl-l-4a-+-5a-t-6a-i- 
7a-H8a  è uguale  ad  un’altra  volta  la  somma  dei  quadrati 
di  ciascun  di  loro  , resterà  dimostrato  , che  nove  volte  il 
quadrato  del  massimo  termine  8a,  piu  il  prodotto  del  mi- 
nimo con  la  somma  di  tutti  soii  il  triplo  dell’aggregato  dei 


\ 


r 
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quadrati  di  ciascheduno.  Ma  per  una  parte 
2 . 2 a . 6 a 2 . 3 o . S a -p-  2 . 4 « . 4 ^ “d“  2 . S a . 3 a -P*  2 . 6 a . 2a—{- 
2 . j(i . a -P"  a (^d  -p"  2 a -P-  3 a -{—  4 ® ”3“  ^ ^ ^ ^ "d"  7 ^ ”i“  8 a j = 

a ^ I . 8 <1—1—3  . a — }-  5 . 6 a— p-^  . 5 a— H9  • 4 1 1 • 3 a-p- 1 3 . 2 a — 1— 

i5.a);  per  altra  parte  ^ 8 a )*:=:  a . 8 a -|- a . 7 . 8 a = a . 8 a -p- 
a ^ a -p-  7 a ^ H—  a ^ 2 a — P-  6 a j -f-  a ^ 3 a — 1-  5 a j -P-  a ^ 4 a -P  4 ^ ) "d~ 
a ^ 5 a -l-  3 a ) -P  a ^ 6 a-P-2  a j -pa  ( 7 ® “1“  ■—  o (^8  a— p2 . 7 a -p 

2 , 6 a-p2  . 5 a-P2 . 4 a -p2 . 3 a -P2 . 2 a -P  2 . a j e similmente 
si  possono  sciogliere  gli  altri  cjugdrati  (7a)“  ( 6 a , di 

modo,  che  ordinatamente  schierando  si  ha 


a ( 8 

0-P2 . 7 a-p2 . 6 a-p2 . 5 fl-p2 . 4 «-p2 . 3 0-P2 . 2 fl-p2 . a j 

(7'')'= 

^ ( 7 a-p2 , 5 a-p2 . 4 a-P2 . 3 a-P2 . 2 «-P2  .a) 

{6a)’= 

a ( 6 a-p2 . 5 a-p2 . 4 a-p2 . 3 a-p2  . 2 a-p2  . a j 

4“)’= 

a ( 5 <i-P2 . 4 a-P2 . 3 <i-P2 . 2 a-p2  . a ) 

(4«) — 

a (4  a-P2 . 3 a-p2 . 2 a-p2  . a ) 

(3a)-= 

a ( 3 a-j-2 . 2 a-f-2  . a) 

P“)  — 

0(2  a-P2  . a ) 

s 

a . a 

e perciò 

raccoo-liendo 

0 

(8  «)*  -l-(7  «}’  -p(6  a)“-p(5  a)*  -P  (4  a)“  -P  (3  a)'  -P  (2  a)°  -Pa’-.^: 
a (i  . 8 a-p3  - 7a-p5  . óa-p? . 5a-P9 . 4a-p  1 1 . 3a-p  1 3 . 2a-pi  5.eJ  : 
dunque  rimane,  rapporto  agli  otto  primi  termini  della  pro- 
gressione, dimostrato  ciò  che  si  era  proposto.  E per  la 
legge,  che  si  dà  a divedere  negli  scioglimenti  de’  quadra- 
ti, rendesi  manifesto  non  aver  la  dimostrazione  confine,  ed 
illimitatamente  estendersi  a qualunque  numero  di  termini. 
Questa  dimostrazione  di  Archimede  per  l’astratta  espressioii 
letterale  recata  a quella  generalità,  speditezza,  e luce,  che 
lo  specioso  calcolo  suol  donare  , è quanto  alla  sostanza  quel- 
la , che  leggesi  nella  versione  del  siciliano  Maurolico.  Il 
francese  Rivault  di  Flurance,  om'messa  la  soluzion  de’  qua- 
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tirati , riduce  rultiaia  parte  della  dimostrazione  al  fatto  del- 
la uguaglianza  delle  somme  numerarie,  trovandosi 
^70^— 1— (^6a^  -j— -f- — H(^da)  — 1— ^aaj  — 1— a =:  204  7 e 
facendo  altrettanto  la  somma  dei  doppi  rettangoli  ed  il  pro- 
dotto del  minimo  termine  nell’aggregato  di  tutti  . Nella 
<j,ual  material  prova , tolta  di  vista  la  legge  costituente  la 
ragione  intrinseca  delfuguaglianza  , non  apparisce,  se  la  ve- 
rità particolare  sia  effetto  di  una  generale  necessità  , o piut- 
tosto di  una  particolar  combinazione;  e perciò  la  dimostra- 
zione resta  priva  di  convenevole  forza  ed  ampiezza,  man- 
cando la  sicura  scorta  ad  una  illazion  indefinita.  Ho  io  vo- 
luto tentare  se  potevasi  dalla  natura  della  progressione  dei 
numeri  dispari  de’  quadrati  tutti  genitrice  immediatamente 
dedurre  la  regola  per  la  somma,  ed  ho  scoperto  dedurlasi 
ottimamente.  Si  denotino  a maggior  agevolezza  i quattro 
primi  termini  di  essa  progressione  1 . 3 . 5 . 7 per  le  lettere 
a,  c,  f/,  ed  il  Cjuinto  che  segue  per  e\  s’indichi  il  nu- 
mero 4 de’  termini  per  n\  si  rappresentin  per  a,  /S,  ^ 

i primi  quattro  quadrati  r.4.9.16.  Si  sa  essere  ■=.n  la 
somma  di  numero  n termini  della  progressione  de’  numeri 
dispari,  l’ultimo  de’,  quali  =.  1 n — i,  essendo  (2/7 — i-i-ij. 
^=.n.  Ma  1 il — i-i-i  ugualmente  che  la  somma  dell’ultimo 
fermine  in — 1,  e del  primo  i,  puossi , scrivendo  in-{-\  — i, 
concepir  espression  del  termine  seguente  2 « -f- i meno  il 
primo  1 : duncjue  si  avrà  suceessivamente  discendendo 


(1  — t—  c — 1—  b — a — ^ e — — I ^ ^ 

c h o z=z  (^d  — 1).  ^ = 'y 

b a = [c  — 1 ^ ^ 


a 


2 
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Aggiungasi  (a — i ) . — o ; e raccolti  i prodotti  resul- 

terà — ( e—f-of-j-c-f— ^ 0? -t- 2 c — f- 3 ^ -f- zj.  a j — — 

^ n -f-  n — H n — H n — H n J — H ^ "d"  ^ ^ 4}  ~~  A— i— t-tt- . 

La  quantità  cl-^2c-+-ib-{-^a  si  distribuisce  di  nuovo  in 

cL  c — j—  b — 1“  et  S 

c -\-b  a—.y 
b a=.  ^ 
a — a 

con  che  rendesi  manifesto  esser ^ (c?“i-2C-{-3è-f-4aj== 

Dunque  ^{e-\-d-{-‘C-\-b-\ra)  — 

-i“2-+-3-h4)  = ^ 

(3 —f~  60  J , o sia  il  d c b — ^n-]— n n-^ n-\- n'^-]r‘ 
( I -i- 2 -t-3  H- 4 ) ==  3 ( A-i- -Heo ) . Vedesi  chiaro,  che, 
siccome  supposto  n=.^  la  somma  e-]rd-\-c-^b-\-a  si 
estende  sino  al  quinto  termine  e della  progressione  dei  nu- 
meri dispari,  cosi  in  genere  si  estenderà  sino  ad  inchiude- 

• 1 • csifno  , ^ ^ ^ ^ 

re  11  termine  /^-^-l  , e perciò  essa  somma  varrà  ( /7 -H  i j ; 

che  siccome  in  esso  supposto  di  n=.a^  nel  termine  — («-f* 
n n -)r  n n Vn  è ripetuto  cinque  volte,  cosi  sarà  in 
genere  ripetuto  n-\-i  volte,  onde  il  valore  in  genere  di  ta- 
le aggregato  negativo  sarà  — n n — n\  che 

siccome  per  fine  nello  stesso  supposto  di  71  = 4 la  somma 
I -h  2 -4- 3 -H  4 estendesi  sino  al  quarto  termine  della  prò- 

. I ^ . 1 * I * esimo 

gression  naturale,  cosi  in  genere  estenderassi  al  termine  n , 
e varrà  conseguentemente  \'j  ^ n n:  onde 

conchiudesi  essere  in  genere  n(/2-f-i)“  — n — n ^ n -4- 

~ il  3 ^ 6t  -+-  /3  — 'y  — f-  A ^ C ^ 4 9 "d"  ^ ^ ) ) ® 

y /i’ -+- Y -l- "j  ^ = I 4 -1- 9 -4- 1 6.  ...  Determinata  per  la 
via  archimedea  la  somma  delle  serie  del  problema  4.°,  si  de- 
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terminali  le  somme  delle  serie  dei  problemi  i.‘  e 3.\  con  il 
solo  fare  a — i , a = 2;  e reciprocamente  determinata  nella 
maniera,  che  io  vengo  dal  dimostrare,  la  somma  della  serie 
di  i problema  i.°  non  si  ha  che  a moltiplicarla  per  4 ad 
aver  la  somma  della  serie  del  problema  3.°,  e per  a*  ad 
aver  la  somma  della  serie  del  problema  4".  Rimane  a di- 
mostrarsi la  somma  nel  2.”  problema  assegnata  della  serie 
de’ quadrati  dei  numeri  dispari . Ma  riflettasi , che  preso  nel- 
la serie  continua  de’  quadrati  di  tutti  i numeri  naturali, 
oggetto  del  problema  i.°,  un  numero  di  termini  an,  si  avrà 
in  esso  un  numero  n di  quadrati  di  numerj  dispari , ed  un 
numero  parimente  n di  quadrati  di  numeri  pari;  per  la  qual 
cosa,  se  nella  espression  della  somma  della  serie  continua 
dei  quadrati  di  tutti  i numeri  esposta  nel  problema  1.°  in 
luogo  di  n pongasi  2 /z , e dopo  da  essa  sottraggasi  la  espres- 
sion della  somma  della  parzial  serie  de’  quadrati  dei  nume- 
ri pari,  offerta  nel  problema  3.°,  ne  verrà  la  somma  di  un 
numero  n di  termini  dell’altra  parziale  serie  dei  quadrati 
de’  numeri  dispari.  Sarà  dunque  questa: 

zn  . 2(n-f-i)  (471-^2) (471+1) — (77+1). (477+3)) 

6 2.6  3 

« . (s  77*+6?7+1 — (477’+677+2))  77.(477* ’l)  77.(2  77 l)(2  77+l) 

_ — - — _ ^ Sic- 

come nel  problema  2.°  si  è prescritto.  Del  resto  abbiamo 
nella  moderna  teoria  delle  serie  una  dimostrazione  diretta 
di  questa  non  meno  che  delle  altre  tre  somme  , ed  una  ge- 
nerai espressione,  che  tutto  insieme  le  comprende.  Il  prin- 
cipio comune,  su  cui  si  fonda,  è,  che  i quadrati  a%  (a-hf^y , 
(a-ì-2ciy,  (a-ì-3dy,  (a-t-4c/)‘ de’  termini  di  una  pro- 

gressione aritmetica  qualunque  costituiscono  una  serie  a 
diiferenze  seconde  costanti  , essendo  le  differenze  prime 


2 ad  d\  2 a d-^r  ^ d\  2 a d-\-S  d' ^ 2 a d j d\  . . . ^ e le 

JilFerenze  di  queste  2 d\  2 d\  'id^ Di  una  serie  poi  a 

dilFerenze  seconde  costanti , il  cui  termine  generale  si  es- 
piima  per  A-^Bn-^  Cn^  la  somma  è 

B ->r  ^ n C n poiché  se  in  questa,  in  luogo  di 

il  si  sostituisca  n — i , invece  della  somma  sino  al  termine 

esimo  •SI  -1  • esimo 

n SI  avra  la  somma  sino  al  termine  n — i ; e sot- 
traendo questa  da  quella  somma,  dehbe  uscirne  la  grandez- 

1 I * esimo  *19  • É Tè  <x 

za  del  termine  n , o sia  1 espressione  stessa  A-^B  n-\~Cn 
del  termine  in  genere  della  serie;  e così  succede,  come  si 
vedrà  a prova.  Applicando  ora  il  termine  generale  A-\-Bn-^ 
Cn  alla  serie  1.4.9.16.25 n del  problema  i.°,  si  ha 

A =z  c , j5z=;o,  (7=1;  dunque  la  somma  n-\- ^ n -\- 

Nella  serie  del  problema  2.“  1.9.25.49 (2/2 — i 

essendo  il  termine  generale  (222 — 1)*=  4 22* — 4/2-Hi,  cotiFron- 
tatolo  con  A-\-Bn-\-Cn^  resulta  A=.  i , B =.  — 4,  C = 4, 
conseguentemente  la  somma  ^ ^ 3' ~ — 

y Ti-f-y/z’.  Paragonato  con  A-\-Bn-\-Cn  il  termine  ge- 
nerale 4/2“  della  serie  4.16.36 rd  de\  problema  3.“,  ne 

viene  A=.o^  B=.o^  0 = 4,  e quinci  la  somma  ==;y/2-t- 

2n'‘-ì--^n\  Finalmente  il  conFronto  del  termine  generale 
n*  a’  della  serie  del  problema  4.°  con  A-\-Bn-\-Cn  dà 

C = a 5 e perciò  la  somma  z=:  — n — • 

5. * Elevato  ciascuno  de’  numeri  i .2.  3. 4. 5. 6. 7. 8. 9 n 

della  continua  naturai  progressione  a cubo,  ritrovar  della 
serie  dei  cubi  1.8.27.64.125.216.343 n la  somma. 

Prendasi  il  prodotto  quadrato  ( “ ) x(/2-l-t)*.  Ad  aver 
per  esempio  la  somma  de’  cubi  dei  numeri  da  1 sino  a 6, 
essendo  22  = 6,  piglia  x (6-i-i )*=  3* . 7*=  9 . 49  =441, 
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Non  dice  Fra  Luca,  che  cjuesfa  regola  sia  di  Leonardo; 
anzi  disgiungendola  per  qualche  intervallo  da  quelle  per 
le  somme  de’  quadrati,  che  espressamente  gli  attribuisce, 
avrehhesi  ad  argomentare,  se  non  fosse  Fra  Luca  scrittore 
disordinato  qual  è,  di  altro  analista  a Leonardo  posteriore 
essere  l’invenzione.  Cardano  a Fra  Luca  medesimo,  cui  a 
questa  occasione  la  lode  concede  di  ottimo  aritmetico,  fa 
l’onore,  sì  della  regola  per  sommare  la  continua  serie  de’ 
quadrati  , sì  di  questa  per  sommare  la  serie  continua  de’ 
cubi:  ma  quanto  alla  prima  lo  smentisce  Fra  Luca  stesso 
in  asserirla  di  Leonardo;  e quanto  alla  seconda  è a crede- 
re, cbe  egli  non  avrebbe  taciuto  esser  sua,  se  stata  lo 
fosse.  Rimanendo  pertanto  incerto  e sconosciuto  rinventore 
di  tal  regola,  lio  stimato  di  qui  collocarla,  essendo  luogo, 
dove  cadeva  meglio,  che  in  qualunque  altro.  Siccome  nul- 
la dell’autore,  così  nulla  Fra  Luca  tocca  di  ciò  che  spet- 
ta la  ragion  della  regola . Per  i moderni  lumi  su  le  serie 
è noto  in  primo  luogo,  che  i cubi  a’,  (a-f-ad)’, 

|— ^a— j— i de’ 

termini  di  una  progressione  aritmetica  formano  una  serie  a 
differenze  terze  uguali  , per  esser  le  differenze  prime  3a%/-{- 
S d d -+— d , 3 a (/— 1— 9 a d — 7 d , 3 a d— 1 S a d — f-  1 ^ d , 3 ci^d—\~ 
aiad'-l-37d%  3 a“d-|- 27  a d’-)-6  i d* ....  le  differenze  di  queste, 

o sia  le  differenze  seconde  óad'-hòd^  6 ad"-^i2  d^,  6ad'-\- 
1 8 d’,  6 a d“-h24  d^...  e le  differenze  di  queste,  che  differen- 
ze terze  voglionsi  chiamare,  6 d*,  6d\  ód’......  tutte  uguali. 

Si  sa  in  secondo  luogo,  che  essendo  A -\r  B n C n D n 
il  termine  generale  di  una  serie  a differenze  terze  costanti , 

la  somma  di  un  numero  di  termini  n e ^ B-\-  C)n-\- 

\a  i 4'  \3  a/  4 


qui  ci  vieti  dato  di  facilmente  dedurre  la  somma  non  solo 
della  serie  continua  ed  intera  de’  cubi  dei  numeri  tutti, 
ma  delle  serie  ancora  parziali  dei  cubi  , o de’  soli  numeri 
dispari  , o de’  soli  pari  . Nella  serie  continua  ed  intera  dei 
cubi  di  tutti  i numeri  naturali  il  termine  generale  è «*,  ed 
imperciò  A = o,  B = o,  C=o,  D=:i,  con  che  la  som- 

ma  viene  ad  essere  — n n -\ « = ( — ) x 

4 a 4 \ 2 / 

come  nel  volume  di  Fra  Luca  si  prescrive.  Ed  è da  osser- 
varsi, clu'  ( ■“  ) X ( n -h  I è il  quadrato  della  somma  ~ x 
( /2 -t- 1 ) della  progressione  naturale  dei  numeri  semplici 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 n:  dunque  il  quadrato  della  som- 

ma di  questi  è la  somma  dei  cubi  loro.  Il  termine  genera- 
le della  serie  parziale  dei  cubi  dei  numeri  dispari,  cioè  del- 
la serie  1.27.125.343.729 (2/1 — i si  trova  adem- 
piendo l’elevazione  ^2  — — 1 2 -H  6 a/  — 1 , che 

confrontato  con  A B n-y-C  n D n dà  A-=. — i,  .5=6, 
C = — 12,  X)  z=  8 ; donde  l’espression  della  somma  riesce 
— /l’-ha/i*.  Ad  esempio  sia  «=4,  sarà  la  somma  dei 
quattro  cubi  1 . 27 . 1 25 . 3.i|.3  = — 16-^-2.256  = 496.  Del- 
la serie  parziale  dei  cubi  de’  numeri  pari  8.64.216.512. 
1000 (^2/2]%  essendo  il  termine  generale  8 cioè  il  pro- 

dotto del  termine  generale  n della  serie  intera  moltiplica- 
to per  8,  è chiaro,  che  la  somma  similmente  sarà  la  som- 
ma di  quella  moltiplicata  per  8,  e sarà  per  conseguenza 

2 n’  -+-  4 n’  -4-  2 n" . 

Riferisce  Targion  Tozzetti  nel  tomo  il  de’  suoi  Viaggi, 
che  tra  i manoscritti  della  biblioteca  del  regio  Spedale  di 
santa  Maria-Nuova  di  Firenze  conservavasi  in  un  grossissi- 
mo volume  in-foglio  un  trattato  di  abaco  compilato  da  un 
anonimo,  il  quale,  a libro  i6.‘  della  compilazione  avea  po- 
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sto  il  lavoro  di  Leonardo  sopra  i numeri  quadrati.  Desi- 
derando io  di  questo  copia , ne  scrissi  al  dottissimo  amico 
abate  Francesco  Fontani  bil)liotecario  della  Riccardiana  ; 
ma  ebbi  risposta  , che  essendosi  alcuni  anni  addietro  disper- 
sa quella  libreria,  non  avea  potuto  della  sorte  di  quel  co- 
dice sapere  cosa  alcuna.  Ho  io  in  conseguenza  dovuto,  con 
fatica  certamente  assai  maggiore  di  quella  che  l’originale 
cagionato  avrebbemi  , raccogliere  le  dottrine  di  Leonardo 
dal  ceneraccio , a dir  con  Annibai  Caro,  di  Fra  Luca. 
Avrà  forse  questi  ai  problemi  indeterminati  di  Leonardo 
meschiato  alcuno  da  analista  posteriore  aggiunto;  ma  sic- 
come dai  principj  per  Leonardo  insegnati  scaturito,  non  gli 
sconviene  il  riunimento  alla  sua  sorgente.  Non  farò  a Fra 
Luca  senza  un  argomento  il  torto  di  aver  per  l’opposto  om- 
messo  qualche  problema,  qualche  artifizio  di  Leonardo  sot- 
tile ed  importante.  Ciò,  di  che  sicuramente  ci  ha  privati, 
si  è persino  di  un  esempio  delle  geometriche  dimostrazio- 
ni , onde  all’avvertir  di  lui  stesso  , Leonardo  corredati  avea 
e lumeggiati  gli  scioglimenti  suoi  . Io  mi  figuro  il  libretto 
di  Leonardo  in  qualche  parte  simile  all’opera  Diofanto  Geo- 
metra di  Billy.  Ebbe  notizia  del  trattato  di  Leonardo  in- 
torno ai  numeri  quadrati  Xilandro  menimi  me  aliquando  le- 
nisse Leonardum  quendam  Pisanum  de  numeris  quadratis  scri- 
psisse  librum  . Ma  è precipitato  il  giudizio;  che  indubitata- 
mente soggiugne  non  dubito  quin  ex  nostro  transtulerit  Dio- 
phanto . L’aver  Leonardo  dopo  Diofanto  scritto  su  la  stessa 
materia,  non  è buona  ragione  per  inferir  senza  esitanza , che 
Leonardo  abbia  da  Diofanto  tolto , e su  le  sue  carte  trasfe- 
rito ciò  che  era  di  lui;  nè  altra  aver  ne  poteva  Xilandro, 
che  veduto  non  avea  il  libretto  di  Leonardo  a farne  con- 
fronto con  l’opera  di  Diofanto  ; che  non  sapeva  dei  viag- 
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crlo  tli  Leonardo  in  Africa,  della  educazione,  delTanimaestra- 
mento  di  lui  su  le  coste  di  essa  tra  gli  arabi,  delle  sue  na- 
vigazioni per  oggetti  di  traffico  alla  Sicilia,  alla  Grecia,  al- 
la Siria,  della  sua  cura  in  mezzo  ai  negozj  di  apprendere 
quanto  nella  scienza  de’  numeri  in  ogni  parte  studiavasi  ; 
che  ignorava  eziandio  la  versione  araba  di  Diofanto  per 
Moainad  AlBuziani  circa  la  metà  del  secolo  x.  Attesi  pe- 
rò questi  fatti  sembra  acquistar  fondamento  il  pensier  di 
Xilandro,  e soda  ragione  offrirsi  di  credere,  ch’egli  abbia 
per  sorte  colto  nel  vero.  Aggiungasi,  che  lo  stesso  Moa- 
inad AlBuziani,  non  pago  di  aver  tradotto,  ed  illustrato 
con  coinenti  Diofanto,  compose  in  oltre  un  libro  di  dimo- 
strazioni delle  proposizioni  , che  nei  libri  di  Diofanto  oc- 
corrono; dal  qual  libro  sorge  tosto  in  animo,  che  Leonar- 
do tratte  abbia  le  geometriche  dimostrazioni,  che  Fra  Luca 
accenna.  Con  tutto  ciò  nasce  difficoltà  nel  confronto  delle 
quistioni  di  Diofanto,  e di  quelle  di  Leonardo;  poiché, 
anzi  che  scorgervi  quella  rassomiglianza,  che  esser  vi  do- 
vrebbe tra  l’originale  e la  copia,  grande  è la  diversità 

che  vi  si  ravvisa.  Non  si  osservan  che  tre  quistioni  a 

Diofanto,  ed  a Leonardo  comuni,  e non  senza  quahhe  dif- 
ferenza. Ho  già  notato  a luogo  la  dilierenza  tra  il  proble- 
ma i.°  di  semplice  ugualità  di  Leonardo,  e la  quistion 
xl  del  libro  il  di  Diofanto.  Nel  2,.’  problema,  che  non  è 
appresso  Diofanto  che  un  porisma  , richiede  Leonardo , che 
li  due  numeri,  i quadrati  de’  quali  debbono  insieme  giun- 
ti formar  quadrato  , sieno  non  solo  razionali , ma  anche  in- 
teri ; condizione  non  richiesta  da  Diofanto  ; e la  seconda 
risoluzione,  che  Leonardo  ne  dà,  è cavata  da  una  origine, 

della  quale  Diofanto  non  fa  mai  uso.  I problemi  3.'  e 4.“ 

non  formano  presso  Diofanto  che  una  quistione,  la  x del 
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libro  iT , ed  una  comune  soluzione  ricevono.  Questi  tre 
problemi  sono  di  semplice  ugualità  : dei  problemi  di  dop- 
pia ugualità  di  Leonardo  non  ve  ne  ha  in  Diofanto  uno. 
Si  offrono  nei  libri  di  questo  molti  elegantissimi  e sottilis- 
simi problemi  da  Leonardo  non  toccati , e reciprocamente 
ne  tratta  egli  alcuni  di  singolare  beltà  e finezza,  che  in 
Diofanto  non  trovansi , almeno  nei  libri,  che  di  lui  ci  re- 
stano. Le  maniere  in  generale  di  sciogliere  di  Leonardo  so- 
no diverse  da  quelle  di  Diofanto.  Gli  scioglimenti  di  Leo- 
nardo ne’  problemi  di  semplice  ugualità  non  presentan  la 
forma  degli  artifizj  di  semplice  ugualità  di  Diofanto:  e ben 
più  lungi,  che  alcuno  degli  artifizj  di  doppia  ugualità  di 
questo  intraveggasi  negli  scioglimenti  dei  problemi  di  dop- 
pia ugualità  di  Leonardo.  Ambidue  e Diofanto  e Leonardo 
si  appoggiano  su  di  Euclide,  su  la  quarta  e su  la  quinta 
del  libro  il  degli  Elementi;  ma  in  modo  diverso:  Leonar- 
do in  modo  più  prossimo  e più  inerente;  Diofanto  in  mo- 
do più  rimoto  e più  astratto.  Leonardo  non  esibisce  di  al- 
cuni problemi,  quali  sono  li  5."  e 6.°  di  semplice  ugualità, 
che  risoluzioni  determinate;  laddove  l’artifizio  di  Diofanto  le 
porge  indeterminate,  e il  greco  analista  le  avrebbe  certa- 
mente a suo  modo  tali  offerte,  accennando  nelle  posizioni 
l’ai  bitrio  de’  numeri  . Ristrignesi  da  Leonardo  ad  un  sol  de’ 
due  casi,  e non  più  che  in  una  maniera  si  dà  sciolto  il 
problema  di  trovare  due  quadrati  nell’assegnato  intervallo, 
il  qual  Diofanto  tratta  in  tutta  estensione,  e indefinitamen- 
te scioglie . Queste  ultime  considerazioni  mi  muovono  sin- 
golarmente, e penso,  che  avranno  parimenti  fatto  colpo  su 
raoimo  del  leggitore.  Come  persuaderci,  che  Leonardo  ver- 
sarido  l’opera  di  Diofanto  non  avesse'  appresi  gli  artifizj  di 
Diofanto,  ed  apparato  non  avesse  a sciogliere  indefinita- 
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mente  tutti  i problemi,  che  ne  sono  capaci?  Come  indurci 
a credere,  che  tenendo  sorto  de’  suoi  occhi  la  riferita  qui- 
stion  di  Diofanto , in  faccia  della  illimitata  ampiezza  di  es- 
sa limitato  si  fosse  e nella  proposta,  e nello  scioglimento? 

10  non  so  dunque  piegar  la  mente  a pensare , che  Leonar- 
do abbia  veduto  l’opera  di  Diofanto,  e da  lui  abbia  tolto; 
tanto  più  che  non  nominandolo,  troppo  mancato  avrebbe  di 
onestà;  e che  nominato  non  l’abbia  con  tutta  probabilità 
si  deduce  dal  non  farne  menzione  veruna  Fra  Luca,  nè 
dove  i problemi  di  Leonardo  intorno  ai  numeri  cjuadrati 
inserisce,  nè  là  dove  in  erudizione  sfoggiando  ( pag.  67)  tesse 

11  novero  dei  più  insigni  aritmetici  di  diversi  tempi,  e di 
nazioni  differenti,  non  nominando  tra’  greci  che  Pitagora, 
e Nicomaco . Tragittò  Leonardo  per  affari  di  traffico  alla 
Grecia,  e pel  vivo  stimolo  di  sua  bella  curiosità  filosofica 
avrà  cercato  del  sistema  aritmetico,  che  colà  si  usava,  e 
del  meglio,  che  in  scienza  di  numeri  studiavasi  ; ma-  era 
quella  per  la  Grecia  stagione  , nella  quale  non  è ad  infin- 
gersi , che  vi  si  studiassero  le  sottilità  di  Diofanto  : in  trop- 
po alto  abbandono  erari  le  scienze  sepolte.  Quanto  alla  in- 
terpretazion  di  Diofanto,  ed  alle  dimostrazioni  delle  propo- 
sizioni di  lui  per  Moamad  AlBuziani  è da  osservare  , che 
questi  era  del  castello  di  Buzgian  soggetto  alla  città  di 
Nischabourg  nel  Khorasan , l’autico  regno  de’  Parti,  donde 
l’anno  969  passò  egli  nella  Irac  babilonese  ad  apprender 
prima,  ed  insegnar  poscia  le  matematiche  discipline.  Non 
si  sa  quanto  largo  di  là  si  difondessero  i libri  di  lui  su 
Diofanto,  ai  quali  mancava  il  favor  della  stampa,  e disfa- 
vor creava  la  sottigliezza  medesima  dell’originale,  e di  loro 
stessi.  Non  leggesi , che  gli  arabi  trionfatori  li  trasportas- 
sero nella  Spagna,  e ne  arricchissero  ivi  alcuna  biblioteca. 
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nè  raccontasi,  che  i desiderosi  di  scienza,  che  da  altre  par- 
ti di  Europa  si  trasferirono  ad  istruirsi  presso  gli  arabi  o 
nella  Spagna,  o nell’Africa,  o nell’Asia , e che  diligentemen- 
te raccolsero,  come  gemme,  le  opere  de’  greci  matematici 
nell’araba,  lingua  voltate,  e di  conienti  dagli  arabi  maestri 
illustrate,  recassero  alcuno  di  quei  due  scritti  di  Moamad 
AlBuziani  su  Diofanto  alle  patrie  loro.  Le  quali  cose  con- 
siderate non  ripugna  il  dire,  che  Leonardo  ad  onta  di  suo 
lungo  soggiornare  tra  gli  arabi  su  i lidi  d’Africa,  e di  suo 
valicar  alla  Sicilia,  alla  Grecia,  alla  Siria  non  abbia  vedu- 
to nè  nella  greca  originai  lingua,  nè  nell’araba  versione,  e 
nelle  dimostrazioni  di  Moamad  AlBuziani  l’opera  di  Dio- 
fanto  ; e per  altra  parte  fortissimi  argomenti  persuadono , 
che  veduta  realmente  non  l’abbia.  Non  pretendo  contutto- 
ciò  di  far  Leonardo  inventore  di  quanto  intorno  ai  numeri 
quadrati  ha  scritto.  Può  egli  aver  ricevuti  molti  lumi  su 
l’argomento  dagli  arabi  suoi  maestri,  e saranno  quei  lumi 
in  parte  stati  figli  delle  diofantee  dottrine  presso  gli  arabi 
dottori  via  via  propagate  per  la  interpretazione,  e per  le 
dimostrazioni  di  Moamad  AlBuziani.  Dico  in  parte,  e avan- 
ti di  aprire  interamente  il  mio  pensiero,  osservo  trovarsi 
nel  lungo  catalogo  delle  opere  del  gran  Thabeto  ben  Cor- 
rali, detto  anche  Thebit,  nato  in  Carrhe  della  Mesopotamia 
l’anno  8 35  , e perciò  di  circa  un  secolo  anteriore  a Moa- 
mad AlBuziani,  un  libro  De  numeris  polygonis . Ha  Diofan- 
to un  libro  con  lo  stesso  titolo;  ma  non  è lecito  immaginar- 
si, che  il  libro  di  Thebit  sia  una  versione,  un  cemento , 
un  seguito  di  quel  di  Diofanto.  Thebit,  oltre  a comporre 
moltissime  opere  di  suo  proprio  ingegno,  si  rendè  beneme- 
rito per  un  numero  non  minore  di  traduzioni,  di  epitomi, 
di  illustrazioni  di  scritti  di  greci  autori  e medici , e mate- 
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matici  ; ma  fu  fétiele  in  intitolare  i libri  giusta  ciò  che 
erano.  Con  qual  ragione  crederemo,  che  egli  sia  mancato 
a sè  stesso  ne!  libro  dei  numeri  poligoni?  Thebit  era  assai 
grande  da  sè , e sarebbe  in  lui  stata  una  meschinità  turpis- 
sima il  voler  ingrandire  dell’altrui  grandezza  . Combinando 
pertanto  le  cose,  io  concepisco  così;  che  fosse  tra  gli  arabi 
una  dottrina  su  i numeri  poligoni  di  arabe  e di  diofantee 
invenzioni  composta,  singolarmente  estesa  rispetto  ai  nuiueri 
quadrati,  dilatandosi  oltra  le  generazioni,  oltra  le  somme 
tlelle  serie  loro,  al  problemi  indeterminati  di  semplice  e dop- 
])ia  ugualità,  geometricamente  dimostrata  secondo  il  gusto 
tra  gli  arabi  regnante;  che  Leonardo  beesse  nelle  arabe 
scuole  e nelle  conversazioni  cogli  arabi  sapienti  le  regole 
precipue**  di  essa  dottrina,  e che  qualche  cosa,  capace  che 
ri’era,  aggiugnesse  intorno  . ai  numeri  quadrati,  su  di  essi 
di  proposito  versando,  dei  suo. 

Montucla  non  ha  parola  del  libro  di  Leonardo  su  i nu- 
meri quadrati  ; e per  non  aver  avuto  notizia  dei  problemi 
in  esso  trattati  ommise  di  contare  Leonardo  tra  quelli , che 
in  analisi  indeterminata  versarono  e scrissero;  con  che  gli 
diminuì  di  un  ramo  il  serto  di  gloria  dovutogli , richieden- 
do verità,  che  si  riconosca  primo  maestro,  e quasi  padre 
in  queste  regioni  della  determinata  e della  indeterminata 
analisi  ugualmente  ; e tanto  più  inescusabile  è del  francese 
Storico  delle  matematiche  la  colpa,  quanto  piu  facil  gli  era 
apprender  questo  punto  di  storia  da  Fra  Luca,  il  quale 
nell’esporre  i problemi  di  Leonardo  spende  , per  mutilar 
che  faccia,  più  pagine,  lui  nel  preambolo,  lui  tra  via,  lui 
nel  fin  nominando  . 

Il  Bossiit  nel  discorso  preliminare  alla  parte  matematica 
della  Enciclopedia  metodica  loda  nel  terzo  periodo  della 
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compendiosa  matematica  storia,  die  ivi  te?^e , Maurolico  di 
Sicilia  , il  quale  profondo  in  tutte  le  parti  delle  matemati- 
che si  distinse  con  appigliarsi  ad  un  ramo  di  calcolo  allora 
pressoché  sconosciuto,  qual  fu  la  sommazione  di  molte  serie 
di  numeri  , come  la  serie  dei  numeri  naturali  , quella  dei 
loro  quadrati,  quella  dei  triangoli  ec. , e diede  su  questo 
soggetto  de’  teoremi  pregevoli  per  la  sottigliezza  deH’inven- 
zione  , e per  la  semplicità  dei  resultati.  Cosi  Bossut  , sog- 
giugnendo  poter  ciò  valere  a prova  del  suo  piacere  in  ren- 
der giustizia  ai  saggi  di  estera  nazione.  Egli  debbe  accusa- 
re il  Montucla  , del  quale  contrasse  i volumi,  di  non  aver- 
lo in  essi  avvisato  delle  somme  delle  serie  e intera  , e par- 
ziali de’  quadrati,  che  Leonardo  insegnò,  e della  somma 
delle  serie  de’  cubi,  che  se  non  fu  dottrina  di  lui,  fu  di 
altro  italiano  ingegno  a lui  succeduto  ritrovamento  : Mon- 
tucla gli  tolse  il  piacere  di  rendere  a Leonardo,  ed  a quest’ 
altro  italiano  sapiente,  se  fu  diverso,  non  altrimenti  che 
a Maurolico,  giustizia.  Io  ho  tralasciato  a bello  studio  di 
addurre  le  dimostrazioni,  che  intorno  alle  somme  della  se- 
rie de’  quadrati  , e di  quella  de’  cubi  leggonsi  nel  libro  di 
Maurolico,  perchè  a lui,  alla  sottil  sua  teoria  su  i numeri 
poligoni  destino  un  Capo  a parte . 


CAPO  VI. 


Deir  origine  dell’  analisi  tra  gli  arabi. 


X.  trattato  la  quistione , se 


sia  stato  Diofanto  tra  i greci  Tinventor  dell’analisi  delle 
equazioni  ; e distinta  dall’analisi  determinata  l’analisi  inde- 
terminata , panni  di  aver  con  buone  ragioni  provato  non 
potersi  a Diofanto  attribuir  la  gloria  che  di  primo  autore 
dell’analisi  indeterminata  , e doversi  riconoscere  lui  ante- 
riore l’invenzione  dell’analisi  determinata:  e con  tal  distin- 
zione, alla  quale  non  si  era  posto  mente,  quantunque  ne- 
cessariamente segua  dall’attento  esame  dell’opera  stessa  di 
Diofanto , mi  lusingo  di  aver  tenuto  fra  le  due  opinioni 
una  via  di  mezzo  non  disaggradevole  ai  sostenitori  nè  dell’ 
una,  nè  dell’altra,  e nella  quale  anzi  possano  e gli  uni,  e 
gli  altri  facilmente  discendere  a conciliarsi.  Entro  al  pre- 
sente nella  controversia  su  l’origine  dell’analisi  tra  «[li  ara- 
bi  : se  da  Diofanto  l’abbiano  presa  ? se  prima  di  conoscer 
Diofanto  alcuno  di  loro  gente  l’abbia  inv^entata?  se  altronde 
l’abbiano  ricevuta?  Io  credo  non  esservi  quistione  più  in- 
tralciata di  questa.  Molti  su.  di  essa  scrissero,  e nelle  par- 
ticolari storie  della  matematica , e nelle  generali  delle  scien- 
ze, e nelle  affatto  immense  di  ogni  letteratura,  altri  fran- 
camente pronunziando,  altri  con  più  prudente  contegno 
proponendo  un  dubitoso  sentimento.  Ma  fuvvi  chi  retò  au- 
torità false,  chi  ommise  le  vere  e gravi,  chi  spinse  oltre 
dovere  le  illazioni  , chi  a sè  medesimo  contraddisse.  Io 
esporrò  quanto  mi  è riuscito  di  ragunare,  tenendo  per  fon- 
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nestarvi con  il  minimo  violamento  possibile  quello  di  unio- 
ne di  autorità  affini , e quello  del  confronto  di  autorità  ad 
autorità,  o di  autorità  a conseguenza  dedotta;  e dopo  tal 
discussione  raccorrò  quel  giudizio,  o parere,  che  da  tutto 
insieme  mi  sembrerà  più  verisimilmente  seguire. 

§.  IL  II  libro  più  antico,  che  ci  fornisca  tratti  relativi 
all’origine  dell’analisi  tra  gli  arabi  è la  Biblioteca  arabica 
de^  filosofi  ^ scritta  circa  l’anno  1198  da  anonimo  egiziano, 
del  quale  parlando  di  proposito  il  Casiri  nel  tomo  il  della 
sua  Biblioteca  arabico-liispanica  pag.  332  , dice;  Id  opus  non 
indiligenti  labore  aggressus  est\  ma  in  altro  luogo,  cioè  a 
pag.  370  del  tomo  I , gli  concede  la  lode  di  accuratissimo . 
Io  ricorderò  primieramente,  che  al  nome  dell’antichissimo 
e prestantissimo  indiano  astronomo  Katka  tra  le  pochissime 
opere  d’indiani  scrittori,  che  caddero  nelle  mani  degli  ara- 
bi, vien  contato  un  libro  di  arte  logistica:  Liber  artis  lo- 
gisticae  ( è traduzion  del  Casiri  ) a Mohamedo  ben  Musa 
AlChuarezmita  exornatus , qui  caeteros  omnes  brevitate  metho- 
di  ) ac  facilitate  praestat , indorumque  in  praeclarissimis  in- 
ventis  ingenium  , et  acumen  ostendit\  e ricorderò  insieme  co- 
me da  altro  luogo  della  stessa  Biblioteca  arabica  de’  filosofi 
raccogliesi,  che  Moamad  ben  Musa  il  Chuarezmita  o Khua- 
rezmita  , vale  dir  di  Chovaresm  , o Khovarezem,  più  anti- 
camente Chorasmia , regione  dell’Asia  all’oriente  del  mar 
Caspio,  fiori  nei  primi  lustri  del  secolo  ix , compendiato 
avendo  a comodo  di  Almamon  il  libretto  Sindo  Indo  mas- 
giore . Di  (juesti  lumi  valuto  mi  sono  nella  storia  dell’arit- 
metica, investigando  l’epoca,  in  cui  daU’India  passò  in  Ara- 
bia, e non  saranno  inutili  nell’indagine  presente.  Nell’elo- 
gio di  Moamad  ben  Moamad  ben  Jahia  ben  Ismail  ben 
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Aìaljras  Ahulvapha,  volgarmente  detto  AlBuzgiani,  0 Al- 
Buziani,  del  quale  ho  io  già  verso  il  fine  del  Capo  prece- 
dente divisato  il  sito  dei  natali , e il  tempo  di  suo  entrar 
nella  matematica  carriera,  sono  daH’anonimo,  oltre  parec- 
chie altre  di  lui  opere,  enumerate  le  seguenti:  Commenta- 
rius  in  librum  AlKhuarezmitae  mathematici  de  algebra.  — 
Commentarius  in  librum  Diophantis  de  algebra.  — Demonstra- 
tiones  propositionnm  j quae  in  Diophanti  libro  occurrunt . — 
De  universa  arte  logistica  lib.  iil.  Non  avendo  questo 
persiano  che  aiTanno  989  cominciato  ad  udire  le  lezioni 
aritmetiche,  e geometriche  di  All  Abu  Jahia  AlBavrdeo,  e 
di  All  Aiolà  Karnib  nelle  scuole  delTIrac  babilonese,  ap- 
parisce, che  fu  di  un  secolo  e mezzo  circa  posteriore  a 
Moamad  ben  Musa  AlChuarezmita . Di  luoghi  di  nascita 
non  furon  molto  distanti , confinando  tra  loro  la  provincia 
del  Khovarezem  , e quella  del  Khorasan  , nella  quale  situato 
era  il  castello  di  Buzgian.  Per  ciò  che  spetta  all’opera 
dell’AlBuzgiani  , che  dairanonirno  egiziano  vien  detta  Com- 
mentarius in  librum  Diophanti  ^e  algebra^  Tarmeno  Abulfa- 
ragio  scrive  , a!  tradur  di  Pocok  , Mohammed  AlBuziani 
Diophanti  librum  de  algebra  interpretatus  est'.,  e giusta  il  par- 
lar di  Cicerone  nec  converti  ut  interpres  sed  ut  orator  si 
dovrebbe  intendere  una  versione  piuttosto  che  un  cemen- 
to; ma  a combinar,  se  si  vuole,  le  espressioni,  intendere- 
mo una  versione  di  spiegazioni  accompagnata;  e questo  in- 
tendimento, o sia  componimento  d’idee,  è tanto  più  fonda- 
to, quanto  che  scorrendo  i cataloghi  dall’anonimo  egiziano 
tessuti,  e dal  Casiri  in  latino  voltati , delle  opere  degli  ara- 
bi autori,  io  scorgo  a tutte  quelle,  che  risguardano  greci 
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originali  il  titolo  Commentarius , e per  altra  parte  è natu- 
rale, che  chi  primo  traduceva  aggiugnesse  anche  illustra- 
zioni, essendone  l’originale  bisognoso,  qual  è Diofanto  . Ciò 
poi  che  più  importa  si  è,  per  lo  appunto  non  farsi  nè  dall’ 
anonimo  in  tutta  la  sua  Biblioteca  arabica  de’  filosofi , nè 
dall’Abulfaragio  nell’intera  sua  storia  delle  dinastie  menzio- 
ne di  altri  arabi  lavori  su  Diofanto  prjma  dei  due  di  Moa- 
mad  AlBiiziani,  nè  tampoco  dipoi  . Per  la  qual  cosa  a 
chi  se  non  ad  esso  Moamad  AlBuziani  riguarda  egli  l’ano- 
nimo stesso  neirencomio  di  Diofanto,  scrivendo:  Dìophan- 
tus  alexandrinus  egregius  ac  Celebris  aetate  sua  scriptor  grae- 
cus  l andati ssimum  de  arte  algebrica  librurn  edidit  qui  et  ara- 
bice  conversiis  est?  Prosegue,  e ciò  è,  che  merita  somma 
attenzione:  adeo  ut  quotquot  de  algebra  scripsere  illius  fun- 
damentis  institerint . Quamobrein  quisquis  in  hujusmodi  librum^ 
altius  penetraverit  oceanuni  hoc  in  genere  inveniet . Il  Casiri 
soggi  tigne  eadem  refert  Abulpharagius . E chi  non  estende- 
rebbe questo  eadem  del  Casiri  a tutte  ugualmente  le  parti 
del  parlar  dell’anonimo,  e npii  crederebbe  da  Abulfaragio 
ripetuto  quanto  quegli  dice?  Così  di  fatto  ha  creduto  il 
chiarissimo  abate  Andres , il  quale  per  conseguenza  nel  to- 
mo V cap.  Ili  pag.  8i  dopo  aver  voltato:  Diofanto  fece  un’ 
opera  lodatissima  dell’arte  algebraica , che  è stata  tradotta  in 
arabo;  e quanti  poi  hanno  scritto  di  algebra,  tutti  si  sono 
levati  su’  fondamenti  di  lui  : qui  fermatosi  non  dubita  su  la 
fede  del  Casiri  di  affermare  : nella  stessa  guisa  ne  parla 
Abulfaragio  nella  sua  storia.  Ma  realmente  manca  in  Abul- 
faragio ciò,  che  alfintenzione  del  Casiri  e dell’abate  An- 
dres è l’essenziale,  non  dicendo  egli  altro  nel  luogo  dal 
Casiri  stesso  citato,  cioè  alla  pag.  8y  , che  così:  Ex  iis  qui 
sub  /aliano  Apostata  floruerunt  etiarp  Diophantes , cujus  li- 
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her,  quem  Algehrani  vocat , Celebris  est  ^ in  quem , si  immiserit 
se  lector , oceanum  hoc  in  genere  reperiet . Ripete  bensì  Abul- 
faragio  , di  più  di  un  mezzo  secolo  aU’anonirao  egiziano  po- 
steriore, le  ultime  parole  di  lui,  ma  non  ripete  punto,  che 
quanti  arabi  di  algebra  scrissero,  siensi  su  i fondamenti  di 
Diofanto  levati.  Anzi  dal  non  adottar  Abulfaragio  questa 
asserzion  dell’anonimo , in  luogo  di  conferma  di  essa , come 
ha  voluto  tirare  il  Casiri , ne  segue  un  argomento  a sfavo- 
re. Ma  consideriamo  l’asserzion  dell’anonimo  in  confronto 
degli  altri  lumi  da  lui  stesso  donatici  . Non  si  può  sostene- 
re, che  gli  arabi  abbiano  da  Diofanto  tratta  l’algebra,  e 
che  quanti  dell’araba  nazione  di  essa  scrissero,  levati  si  sie- 
no  su  i fondamenti  del  greco  analista,  se  appresso  gli  arabi 
in  materia  di  algebra  cominciato  non  siasi  con  tradurre,  con 
illustrar  Diofanto . Ma  tutto  al  contrario  non  trovasi  nella 
Biblioteca  interpretazione  di  Diofanto  prima  di  quella  di 
Moamad  AlBuziani , posteriore  di  un  secolo  e mezzo  ad  un’ 
opera  di  algebra  di  Moamad  ben  Musa  AlChuarezmita’',  su 
la  quale  l’interprete  medesimo  di  Diofanto  ebbe  cura  di 
lavorar  un  comento . Dunque,  ahnen  per  i dati  offerti  dall’ 
anonimo  egiziano  nella  sua  Biblioteca  arabica  de’  filosofi, 
non  si  può  sostenere,  non  si  rende  persuasibile,  non  par 
vera  l’asserzione  di  lui , che  quanti  arabi  di  algebra  scris- 
sero , siensi  su  i fondamenti  di  Diofanto  appoggiati.  E cre- 
deremo poi , che  se  stata  vi  fosse  avanti  di  quella  di  Moa- 
mad AlBuziani  una  interpretazion  di  Diofanto  dell’algebra 
presso  gli  arabi  vera  madre,  non  se  ne  sarebbe  gelosamen- 
te serbata  memoria,  e che  l’anonimo,  Mahometano,  come 
scrive  il  Casiri,  orbe  perlustrato  ^ inspectisque  bibliothecis  ce- 
lebrioribus,  acquistata  non  ne  avrebbe , e neWdi  Biblioteca  sua 
de’  filosofi  inserita  notizia  ? 
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§,  III.  Dalla  Biblioteca  arabica  de''  filosofi  compilata  dall’ 
anonimo  egiziano  facciam  passaggio  alla  geografìa,  e storia, 
del  Cazuineo,  vale  dire  di  Zaccaria  ben  Moamad  ben 
Mahmud  di  Cazuin  , o Casbin,  città  lungo  tempo  capitale 
deH’impero  de’  Persi  , il  quale  mori  l’anno  dell’egira  674  , 
dell’era  nostra  1274.  Questi  al  riferir  del  Casiri  scrive, 
che  primo  di  tutti  ad  insegnar  ai  maomettani  l’algebra  fu 
Moamad  ben  Musa  Khuarezmita  : Omnium  princeps  teste 
Cazuineo  algebrae  artem  mahometanis  tradidit  Mohamad  ben 
Musa  Khuarezmita.  Ed  il  Casiri  adotta  ciò  nel  tempo  stes- 
so , che  su  la  sentenza  deH’anonimo  egiziano  tiene  essere 
stata  l’algebra  arabica  una  propaggine  dell’analisi  di  Diofan- 
to . A combinar  però  queste  due  cose  insieme  farebbe  me- 
stieri, che  Moamad  ben  Musa  Khuarezmita  stato  fosse  tra 
i maomettani  il  primo  a studiare  Diofanto  , a tradurlo  , a 
spiegarlo.  Eppure,  non  dirò  solo,  che  il  Casiri  medesimo, 
offrendo  nell’indice  della  sua  Biblioteca  arabico-hispanica  il 
novero  delle  opere  di  lui , non  parla  di  alcun  lavoro  di 
essolui  su  Diofanto  ; non  dirò  io  solo  questo  , scordandosi 
ivi  stesso  il  Casiri  del  libro  di  algebra  del  Khuarezmita 
matematico,  sopra  il  quale  traducendo  la  Biblioteca  arabica 
de’  filosofi a scriver  ebbe,  che  Moamad  AlBuziani  tessuto 
avea  un  comento  ; ma  dirò,  che  in  tutta  essa  Biblioteca  de’ 
filosofi  arabica  non  leggesi , che  Moamad  ben  Musa  Khua- 
rezmita siasi  dei  libri  di  Diofanto  occupato;  bensì  del  libro 
di  Arte  logistica  indiano.  Che  se  pongasi  mente  alla  somma 
diligenza  ed  accuratezza  dal  Casiri , e nella  prefazione  pa- 
gina XIV,  e nel  tomo  il  pag.  5 celebrata  nel  Cazuineo  in 
indagar  da  filosofo,  e descriver  da  geografo,  naturalista,  e 
storico  tutto  ciò , che  alla  fisica  costituzione  delle  africane 
ed  asiatiche  regioni , ai  costumi , ai  governi , ai  religiosi  si- 
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sterni,  alle  arti,  alle  scienze  de’  popoli  si  apparteneva,  a 
tal  segno  che  nihil  sibi  praetermittenduin  omnino  diixerit  aut 
visu  dignum  i aut  scita , aut  memoratu  \ non  è da  dubitare, 
che  nel  girare  almeno  di  si  bella  curiosità  si  vivamente  ac- 
ceso l’Egitto,  veduto  non  abbia  la  Biblioteca  arabica  de’ fi- 
losofi dall’anonimo  egiziano  , anni  circa  5o  prima , scritta , 
ed  in  essa  la  solenne  asserzione  , che  quanti  di  algebra 
aveano  scritto,  tutti  su  i fondamenti  del  greco  Diofaiito 
eransi  alzati  ; nè  vi  sarà  chi  non  si  senta  cjuinci  condotto 
ad  inferire , che  se  il  Cazuineo  conosciuta  Tavesse  alla  co- 
mune opinione  e fama  concorde  , omesso  non  avrebbe  in 
due  parole  di  ripeterla,  dicendo  aver  Moamad  ben  Musa 
Khuarezmita  di  tutti  il  primo  insegnata  ai  maomettani  l’ar- 
te dell’algebra  da  Diofanto  derivata . Ecco  un  secondo  ar- 
gomento a disfavore  di  essa  asserzione  . Supponendo  per 
fine  , che  il  Casiri  abbia  con  tutta  fedeltà  in  questa  espres- 
sione princeps  omnium  algebrae  artem  rnahometanis  tradidit  ^ 
latinamente  voltata  la  lode  dal  Cazuineo  a Moamad  ben 
Musa  Khuarezmita  tributata,  non  resta  però  ben  definito 
di  tal  lode  il  senso,  ed  il  valore.  Si  può  restrignerla  al  sen- 
so di  primo  maestro  a’  maomettani  di  arte  altronde  tratta, 
senza  però  che  tratta  intendasi  da  Diofanto  ; e non  discon- 
viene punto  all’espressione  il  darle  il  senso  di  una  lode  più 
alta,  e più  onorevole,  qual  è quella  d’inventore.  La  parti- 
colarità della  parola  rnahometanis  significa , che  Cazuineo 
avea  in  vista  altra  gente  prima  della  maomettana  nell’alge- 
bra instrutta;  ma  non  nega,  che,  siccome  uno  di  quella 
gente  in  mezzo  ad  essa,  così  il  Khuarezmita  matematico  tra 
la  maomettana  abbia  avuto  l’ingegno  d’inventar  l’algebra. 

§.  IV.  Dagli  stranieri  vengasi  agli  scrittori  nostri,  e pri- 
mamente a Leonardo  Pisano . Dichiara  egli  nella  prefazione 
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alla  testa  del  primo  lavoro  del  suo  abaco,  e nella  dedica- 
toria previa  alla  riforma  di  esso  , che  prende  ad  insegnare 
la  piena  scienza  de’  numeri  giusta  il  modo  degl’indiani  , e 
di  cpiesta  piena  scienza  de’  numeri  giusta  l’indiano  modo  fa 
membro  il  modo  di  algebra,  ed  almucabala,  non  assegnan- 
dogli che  parte  dell’ultimo  capitolo  del  libro,  senza  *la 
menoma  aria  di  cosa  di  origine  singolare,  ed  all’indiana  arit- 
metica estranea,  senza  un  cenno  d’inventore  diverso.  Vero, 
che  in  uno  de’  codici,  nel  Riccardiano  cioè,  di  6anco  del- 
le prime  linee  , nelle  quali  Leonardo  entra  a spiegare  l’ar- 
te , trovasi  in  margine  scritto  Maumeht  \ ma  non  essendovi 
nel  testo  parola,  che  a se  leghi  questo  nome,  apparisce 
manifestamente  essere  tal  nota  marginale  un  mero  arbitrio 
del  copista.  Di  ciò  si  ha  una  bella  irrefragabil  conferma 
dal  Canacci , il  quale,  proposta  la  quistione,  che  sin  d’allo- 
ra  agitossi  dell’inventore  dell’algebra  , e dopo  il  vago  dire 
di  Guglielmo  di  Lunis  , e di  altri,  che  ella  fosse  stata  com- 
posta da  un  maestro  arabo  di  grande  intelligenza  , addotto  il 
determinato  parere  di  alcu*ni  a favore  di  Geber , li  confuta 
avvertendo  non  esser  algebra  un  nome  dal  nome  dell’inven- 
tor  derivato,  ma  per  autorità  di  Leonardo  un  nome  espres- 
sivo di  una  delle  operazioni  dell’arte.  Dopo  di  che  si  arre- 
sta il  Canacci  , lasciando  dell’inventore  dell’algebra  ignoto 
il  nome,  e indecisa  la  quistione,  ciò  che  non  avrebbe  fat- 
to, se  nel  testo  di  Leonardo  stato  vi  fosse  Maumeht. 

§.  V.  Viene  in  conferma  Fra  Luca,  il  quale  con  diur- 
na mano,  e con  notturna  versò  l’abaco  di  Leonardo,  e tan- 
to per  il  suo  volume  ne  prese  : in  tutta  però  l’ampia  mole 
di  esso  non  nomina  una  volta  Muhamed,  nè  qualsiasi  al- 
tro individuo  per  inventore  dell’algebra.  Anzi  non  ha  luo- 
go, nel  quale  di  proposito  parli  egli  della  origine  della 
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medesima,  ma  soltanto  per  Incidenza  alla  pag.  67,  in  de- 
scrivere i gradi  algebraici,  dice  indeterminatamente  gli  ara- 
bi dell’algebra  primi  inventori . 

§.  VI.  Non  COSI  il  Cardano,  nelle  cui  varie  opere  ben 
quattro  passi  si  ritrovano  l’origine  dell’algebra  risguardan- 
ti.  Il  primo  si  offre  nel  libro  il  De  consolatione  ^ tomo  I 
Oper.  pag.  898  , dove  a provare  non  essere  delle  temperate 
regioni  sol  proprio  l’acume  della  mente,  e lunga  mano  in- 
gannarsi coloro,  che  si  fingono  alle  belve,  e pella  mostruo- 
sa forma  del  corpo  , e per  l’ottusità  déirintelletto  simili  agli 
abitatori  degli  estremi  lidi  della  terra,  arreca,  che  Leonar- 
dus  Pisanus  du/n  in  Indiani  et  Aethiopiam  penetrasset , ex 
India  arithmeticam  qua  nane  utimur , ex  Aethiopia  aìgehrae 
artem  supputandi  {argumenta  clarissimorum  ingeniorurn')  detulit . 
Da  questo  discorso  di  Cardano  inferir  si  dovrebbe,  non 
meno  che  d’indiano  ingegno  Taritmetica,  esser  di  etiopico 
ingegno  glorioso  parto  l’algebra.  Ma,  oltre  che  immagina- 
rio si  è il  penetrar  di  Leonardo  all’India,  ed  all’Etiopia, 
non  facendone  egli  menzione  nel  novero  de’  suoi  viaggi , 
siccome  ho  avvertito  nella  storia  dell’aritmetica,  l’attribuire 
ad  etiopico  ingegno  l’invenzione  dell’algebra  non  concorda 
con  ciò  , che  Cardano  stesso  dice  nel  libro  xvl.“  De  subtili- 
tate  tomo  iil  Oper.  pag.  607  , assegnando  l’ottavo  posto  tra 
i dodici  più  sottili  ingegni  del  mondo,  a Maometto  figlio  di 
Mose,  arabo,  dell’algebra,  a cosi  dire,  inventore,  dal  nome 
perciò  della  quale  cognome  acquistò  ; MaJiometus  Mosis  fi'^ 

lius  arabs  algebraticae , ut  dicam  artis  inventar ob  id  in- 

ventum  ab  artis  nomine  cognomen  adeptus  est.  E qual  cogno- 
me? Altro  non  può  esser  che  quello  di  Giaber,  o Geber; 
e cosi  intese  Wallis:  Cardanus  Mahometi  ben  Musa  aìge- 
brae  inventionem  adscribitj  eumque  ob  hanc  artem  Gebrum  fuis- 
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se  dictum  putat . Ecco  uii  errore  rovescio  eli  quello  già  due 
secoli  prima  confutato  dal  Canacci,  credendosi  malamente 
allora  da  alcuni  , che  dal  nome  deH’inventore  fosse  stata  ti- 
rata la  denominazione  Algebra^  ed  inventor  perciò  deducen- 
dosi Giaber  o Geber;  stimando  per  l’opposto  il  Cardano, 
che  il  nome  dell’algebra  aggiunto  avesse  al  suo  inventore  il 
cognome  di  Giaber,  o Geber . Ma  Geber , o Giaber  è un 
famoso  astronomo  di  Siviglia,  benemerito  singolarmente  di 
bei  teoremi  nella  trigonometria  sferica,  il  quale  nulla  ha  che 
fare  con  il  Moamad  ben  Musa , di  cui  si  tratta . L’ascriver 
poi  ad  un  arabo  l’invenzion  dell’algebra,  e il  farla  parto 
di  etiopico  ingegno,  sono  cose  tanto  fra  lor  discordi,  quan- 
to sono  differenti  l’Arabia  paese  dell’Asia,  e l’Etiopia  pae- 
se interno  dell’Africa.  Il  Casiri  dopo  aver  su  la  testimo- 
nianza del  Cazuineo  affermato:  Omnium  princeps  algebrae  ar- 
tem  mahometanis  tradidit  Mohamad  ben  Musa  Khuarezmita  ; 
prosegue:  Mathematicus  vel  apud  latinos  celeberrimus , cujus 
meminit  Cardanus  De  subtilitate  lib.  xiv  (xvi)  eum  algebrae 
instauratorem  appellans , atque  inter  subtilia  duodecim  orbis 
ingenia  numerans  octavum . Io  son  dell’avviso  del  Casiri,  che 
il  Moamad  ben  Musa,  di  cui  in  Italia  crasi  alzato  grido, 
celebrandolo  qual  inventore  dell’algebra,  fosse  il  Khuarez- 
mita;  e |)enso  io,  che  il  crederlo  arabo  provenisse  dall’ 
aver  esso  in  arabo  scritto  il  suo  libro  di  algebra,  siccome 
eziandio  altre  sue  opere,  collocandolo  appunto  il  Casiri  tra 
i matematici,  che  arabicamente  scrissero.  Quanto  più  la 
Corasmia,  all’oriente  del  mar  Caspio  situata,  discostasi, 
che  non  l’Arabia,  dall’Etiopia,  tanto  più  si  allontana  dal 
vero,  che  un  etiope  sia  stato  dell’algebra  creatore.  Non  si 
arrischia  Cardano  nel  citato  luogo  di  dire  Moamad  ben 
Musa  in  assoluto  e pieno  senso  inventor  dell’algebra,  ma 
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in  senso  solamente  modificato,  e ristretto  ut  ita  dicam . E 
che  intese  dire  il  Cardano?  TI  Casiri  interpreta  instaurator . 
Sebben , che  cercar  ciò,  se  Cardano  stesso  nel  terzo  luogo, 
che  già  mi  si  presenta,  cioè  nella  prima  linea  òeW Arte  ma- 
gna^ lasciata  ogni  modificazione 5 senza  verun  restrignimento, 
in  senso  assoluto  e pienissimo  pronunzia  : Haec  ars  olirti  a 
Mahometo  Mosis  arahis  filio  initium  sumpsit  ? Ecco  l’origine 
propiamente  dell’arte  a Moamad  ben  Musa  per  Cardano  at- 
tribuita: niente  esser  vi  può  di  più  chiaro.  Ed  affinchè  non 
se  ne  dubiti,  presenta  il  Cardano  il  testimonio,  etenim  hu- 
jus  rei  locuples  testis  Leonardus  Pisanus . Il  fatto  però  sta, 
che  Leonardo,  lungi  dall’essere  locuples  testis^  non  n’è  pun- 
to, non  nominando  per  alcun  modo  Maometto,  come  nel 
§.  IV.  ho  dimostrato.  Che  direm  noi  dunque,  fuorché  non 
aver  Cardano  letto  il  libro  di  Leonardo,  ed  esser  forse 
stato  ingannato  dalla  voce  senza  discernimento  sparsa  di 
quella  marginai  nota  Maumeht  ^ della  quale  nello  stesso  §.  iv 
ho  fatto  vedere  l’arbitraria  apponiziorm  ? Vero  è,  che  Car- 
dano tostamente  soggi ugne  : Reliquit  autem  Leonardus  capi- 
tuia  quatuor  ciim  suis  denionstratiombus , quas  nos  suis  locis 
adscribemus:  dalle  quali  ultime  parole  sembra,  che  avesse 
Cardano  il  libro  di  Leonardo  tra  le  mani.  Ma  rar^omento 
non  è certo:  senza  aver  tra  le  mani  il  libro  di  Leonardo, 
non  avea  Cardano  tra  le  mani  le  dimostrazioni  di  lui  nel 
volume  di  Frate  Luca?  Nè  ciò  , che  Cardano  dice  di  quattro 
soli  Cfl/jùo/i  da  Leonardo  trattati,  e lasciatici,  è giustamente 
detto  secondo  Leonardo,  il  quale  sei  ne  distinse,  e dovea 
distinguerne,  scelto  per  fonte  delle  distinzioni  il  sistema  di 
combinazione,  siccome  nel  Capo  I,  §.  x fu  per  me  dichia- 
rato: ottien  soltanto  giustezza  secondo  Cardano  medesimo, 
il  quale  sotto  l’idea  di  Capitolo  semplice  unisce  tutte  insie- 


me  le  ec|uazioni  di  due  termini,  associando  alla  forma  di 
quelle  di  primo  grado  le  forme  delle  pure  di  qualunque 
grado  si  sieno;  e in  tre  Capitoli  lascia  distinti  i tre  anti- 
chi casi  delle  equazioni  affette  di  secondo  grado . E falso  è 
poi , che  Leonardo  di  geometriche  dimostrazioni  corredato 
abbia  ciascun  dei  Capitoli  da  lui  sciolti , non  avendo  stima- 
to di  geometrica  dimostrazion  bisognosi  i tre  suoi  Capitoli 
semplici:  onde  la  dimostrazione,  che  rispetto  ad  essi  reca 
Cardano  nel  capo  iil,  non  potea  dirla  da  Leonardo  trascrit- 
ta. Ecco  accumularsi  gl’indizj  del  non  aver  Cardano  propia- 
mente letto  il  libro  di  Leonardo.  Ma  che  più,  se  ciò  imme- 
diatamente ricavasi  da  quello,  che  egli  medesimo  scrive  alla 
pag.  ii8  del  tomo  x delle  sue  opere  nel  cap.  il  del  libro 
De  mathematicis  quaesitis  ^ il  ix  tra  i Paralij)omeni  ? É qui- 
vi stesso,  dove  per  la  quarta  volta,  a mia  notizia,  parla  egli 
dell’invenzion  dell’algebra.  Si  presti  per  Tultima  fiata  a lui 
ascolto.  Dopo  avere  enumerati  varj  autori  di  aritmetica,  pro- 
segue; Fuit  et  Mahomet  Moisis  fìlius  ^ sic  enim  inveni'^  qui 
celebratam  artem , quarti  vulgo  Algehrae  vocant , in  Arabia  can- 
didi t , non  totam  , sed  quatuor  tantum  ejus  prima  capita.  Po- 
sterior  eo  fuit  Boetius  quanquam  illain  non  vidisse , aut  intel- 
lexisse  putandum  est  . Antiquior  eo  fuit  Alchindus , quem 
Averroes  satis  novisse  milii  videtur , cujus  opusculum  quidam 
tam  impudenter , quam  etiam  inepte  scriptis  suis , ut  ingeniosi 
viderentur  inseruerunt . Inter .iatinos  proximus  a Boetio  Leo- 
nardus  Pisauriensis  eritt'et  , si  ad  artem  respicimus , etiam 
melìor ; hujus  opus  in  bibliotheca  beati  Antonii  Venetiis  era- 
so  titillo  vidimus  conditum  jam  diu  ante  Fratrem  Lucam  : ve- 
rum  non  ab  ilio  aut  magnitudine  ^ aut  ordine,  vel  rebus  ipsis 
plurimum  differens , utque  suspicari  liceat  (^ciuod  et  Frater 
Lucas  fatetur  ex  parte),  totam,  quae  usque  ad  nostra  tem- 
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para  3 pinete r graecoriim  inventum  , defluxit , numerandi  peri- 
tiam , Leonardo  3 qui  ex  India  Arabia  eam  detuìit  3 trihui  de- 
here . Quante,  oltre  le  principali,  incidenti  riflessioni  cjui 
(la  me  richieggon  le  cose  da  Cardano  in  questo  luogo  affa- 
stellate! Mi  studierò  tuttavia  di  spedirmene  prestamente. 
Già  da  ciò,  che  poco  fa  rispetto  a Leonardo  ho  notato, 
apparisce  in  qual  senso  intender  si  debba  da  Cardano  scrit- 
to aver  Moamad  figlio  di  Mose  inventato  i soli  primi  quat- 
tro Capitoli  dell’arte  algebraica  ; e aggiugne,  non  l’arte  tut- 
ta , riferendo  ai  Capitoli  cubici,  de’  quali  per  Scipione  Fer- 
reo, per  Tartaglia,  e per  lui  fu  accresciuta.  Grosso  errore 
è il  fare  Boezio,  che  mori  sventurato  nel  826  , posteriore  a 
Moamad  ben  Musa  vissuto  sotto  Almamone  nel  secolo  ix  . 
Par  egli  questo  un  error  fratello  di  quello  di  Frate  Luca  a 
pag.  67,  dove  dice,  che  Boezio  exponendo  Euclide  fa  molto 
menzione  di  Thehit  maxime  nel  quinto^  e in  vece  di  Thebit 
è Archita,  che  Boezio  cita  e loda.  Ed  errore  è pure,  che 
Alchindo  sia  di  Moamad  ben  Musa  più  antico;  jxiichè  lad- 
dove di  questo  per  le  narrazioni  deH’anonimo  egiziano,  e 
di  Abulfaragio  è certo  , che  fiorì  nel  regno  di  Almamone,  il 
quale  cominciò  l’anno  814,  ed  ebbe  termine  l’anno  83i, 
di  (piello  non  parla  Abulfaragio  che  all’anno  dell’egira  279, 
al  quale  corrisponde  l’anno  di  nostra  era  892.  Di  Alchin- 
do due  opere  ad  algebra  appartenenti  registransi  nella  Bi- 
blioteca arabica  de’  filosofi . De  numeris  abditis  extrahendis  . — 
De  quantitate  relativa,  — sul  qual  titolo  vien  notato:  quam 
arahes  postenoris  aevi  algebram  vocitarunt . Io  non  so  se  sia 
alcuno  di  questi  due  l’opuscolo,  del  quale  certuni,  al  dir 
di  Cardano,  volevano  farsi  belli  inserendolo  negli  scritti  lo- 
ro. Dopo  Boezio  non  vi  fu,  che  si  sappia,  tra’ latini  veru- 
no sino  a Leonardo,  che  spargesse  lume  di  aritmetica:  in 
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questo  senso  di  non  esservi  stato  alcuno  tramezzo  può 
dirsi  Leonardo  prossimo  a Boezio,  quantunque  di  tempo 
distante  di  circa  sette  secoli  . Malamente  Leonardo  è da 
Cacciano  appellato  Pisauriensis  : a questa  appellazione  Leo- 
nardo si  crederebbe  di  Pesaro,  e non  di  Pisa.  Racconta 
Cardano  di  aver  veduto  nella  biblioteca  del  beato  Antonio 
in  Venezia  un  codice  dell’opera  di  Leonardo,  della  quale 
però  era  abraso  il  titolo.  Io  non  voglio  cercar  qual  fosse 
quella  biblioteca;  mi  basta  osservare,  che  egli  non  vantasi 
di  aver  mai  posseduto  un  codice  di  Leonardo  , come  nella 
pagina  stessa  gloriasi  del  possedimento  di  codici  di  altri 
scrittori  aritmetici  greci  e latini.  Presentatogli  in  quella 
biblioteca  quel  codice,  lo  avrà  Cardano  svolto,  e scorso; 
ma,  che  non  lo  esaminasse  attentamente,  che  non  lo  con- 
frontasse a bell’agio  con  il  volume  di  Fra  Luca,  ma  che 
frettolosamente,  e su  due  piedi  il  trascorresse,  lo  prova  il 
giudizio , non  esservi  tra  l’opera  di  Leonardo  e quella  di 
Frate  Luca,  nè  nelle  cose,  nè  nell’ordine  molta  differenza. 
Egli  stesso  il  Cardano , procedendo  poco  dopo  a parlar  di 
Fra  Luca,  dice,  che  nihil  quod  ad  rem  pertinere  posse  pu- 
taret  praetermisit . . . . quae  sparsa  erant  in  unum  redegit . E il 
fatto  è,  che  l’opera  di  Fra  Luca  supera  quella  di  Leonar- 
do in  ricchezza;  ma  di  gran  lunga  le  va  inferiore  nell’ordi- 
ne. Ciò  che  termina  il  recato  passo  del  Cardano,  che  Leo- 
nardo vale  dire  ex  India  Arabia  numerandi  peritiam  detulit , 
lo  spieghi , e lo  componga  con  gli  altri  detti  di  lui , con  i 
fatti  veri  chi  il  può. 

§.  VII.  In  fronte  alla  sesta  parte  del  generai  trattato 
de’  numeri  e misure  di  Niccolò  Tartaglia,  data  in  luce 
l’anno  i56o,  il  terzo  dopo  la  morte  di  lui,  da  Curzio  Tro- 
jano  leggesi  questa  dichiarazione  : nella  quale  si  delucida 
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queìVantica  pratica  speculativa  de  VArte  magna  detta  in  ara- 
bo Algebra,  et  Almucabala,  ovver  Regola  della  cosa  trovata 
da  Maumeth  figliolo  di  Mose  arabo.  E a credere,  che  que- 
sto spiegamento,  e il  lungo  frontespizio  tatto  sia  opera  del 
dotto  matematico,  al  quale  l’editore  affidò  la  cura  di  uni- 
re, ed  ordinare  in  continuo  discorso  i frammenti  di  alge- 
bra, che  il  Tartaglia  lasciati  avea . Ma  le  ultime  parole, 
che  sono  cpielle  che  ci  importano,  trovansi  nel  cap.  il  dal 
Tartaglia  medesimo  in  una  parentesi,  inserite.  Or  l’enun- 
ciarsi in  fronte,  l’iiiserirsi  tra  parentesi,  senza  cenno  di  pro- 
ve e testimonianze,  son  eglino  modi  di  cosa  giunta  ad  aversi 
per  indubitata,  ed  esser  già  di  comun  consenso,  e grido. 
A tale  dunque  salita  era  circa  l’anno  i56o  in  Italia  l’opi- 
nione, che  Moamad  ben  Musa  stato  fosse  dell’algebra  l’in- 
ventore. Qual  valor  però  accordar  dovrassi  a si  fatta  italia- 
na opinion  di  quel  tempo?  Io  non  amo  che  la  verità,  nè 
per  essere  italiana  opinione  corso  sono  ad  estimarla  più  di 
c|uello  che  merita,  o voglio  dissimulare  i riflessi,  che  pos- 
sono diminuirne  il  peso.  Considerando  primamente  la  faci- 
lità del  passaggio  dall’idea  di  primo  maestro  di  un’arte  in 
una  nazione  all’idea  d’inventore  dell’arte  stessa , ignorando- 
sene più  rimota  origine,  e coltura,  nasce  il  dubbio,  che 
alterazione  soffrisse  in  Italia  la  prima  fama  ad  onor  di  Moa- 
mad ben  Musa  da’  maomettani  paesi  venuta.  Secondamente 
l’incostanza  di  Cardano,  contenutosi  dapprima  ad  appellar- 
lo dell’algebra,  a cosi  dire.,  inventore,  avanzatosi  poscia  a 
pronunziarlo  assolutamente  tale  , par  che  dimostri  l’avveni- 
mento dell’alterazione,  e quasi  ne  segni  il  tempo.  Si  può 
temer  per  terzo,  che  l’autorità  di  Leonardo  da  Cardano 
falsamente  citato  testimonio  di  somma  fede,  iriefragabde 
dell’aver  l’arte  analitica  ricevuto  da  Moamad  ben  Musa  il 
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nascimento  suo^  abbia  portato  questa  opinione  a quel  gra- 
do di  forza  , e a quella  concordia  di  celebrainento  da  con- 
tarla c[ual  fatto  appieno  deciso,  ed  universalmente  noto. 

§.  Vili.  Si  è per  me  pel  Capo  I , v dal  dire  di  Car- 
dano rilevato,  che  girava  in  quel  tempo  per  Tltalia  in  lin- 
guaggio familiare  tradotto  un  libro  di  algebra  di  Moamad 
ben  Musa  , ed  oltre  il  passo  di  Cardano  ivi  addotto  già  da 
sè  concludentissimo,  un  altro  recar  ne  potrei  del  Capo  V 
medesimo  dell’arte  magna  ^ allorché  procedendo  Cartla- 
no  a sciogliere  molte  quistioni , le  distingue  così:  duas  ex 
Maìiumete  ^ reliquas  nostras . Io  non  saprei  indovinare  quan- 
do l’opera  di  Moamad  ben  Musa  sia  stata  portata  in  Italia, 
e dall’araba  lingua  tradotta:  certamente  dopo  che  Leonar- 
do Pisano  avea  con  il  suo  abaco  nel  1202  sparso  per  l’Ita- 
lia dell’algebra  il  primo  lume,  poiché  altrimenti  non  avreb- 
be avuto  il  coraggio  di  vantarlo  primo  , come  più  a lungo 
nel  Capo  I,  §.  iv  ho  spiegato;  mancami  fondamento  di  più 
dire.  Il  non  trovar  del  libro  di  Moamad  ben  Musa  cenno 
alcuno  presso  Frate  Luca  parrebbe  buona  ragione  per  in- 
ferire, che  introdotto  siasi  in  Italia  tra  il  tempo,  in  cui  Fra- 
te Luca  medesimo  stampò  il  suo  volume,  ed  il  tempo,  in 
cui  Cardano  diede  alla  luce  la  sua  Arte  magna  ^ cioè  tra  l’an- 
no iq94  ed  il  1 5.^.5 . Ma  presso  Frate  Luca  menzion  del 
pari  veruna  non  trovasi  della  Regola  d'algebra  ^ che  dall’ 
araba  in  toscana  lingua  voltata  da  Guglielmo  di  Lunis  fu, 
correndo  il  secolo  xiv,  tolta  a spiegare  da  Raffaello  Canac- 
ci  . Sarebbe  mai  tjuesta  Regola  stata  l’operetta  stessa  di 
Moamad  ben  Musa?  E da  avvertirsi,  che  essa  Regola^  per 
quanto  dal  Canacci  ricavar  si  può,  era  anonima,  e che  Gu- 
glielmo, il  traduttore,  scriveiulo  deH’inventor  dell’algebra 
non  assegnava  individua  persona,  e solo  indeterminatamen- 
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te  diceva  essere  stato  un  arabo  maestro  di  grande  intelli- 
genza . Quinci  a credere,  che  quella  Regola  fosse  una  cosa 
stessa  , che  il  libro  portante  a’  dì  del  Cardano  in  fronte  il 
nome  di  Moainad  ben  Musa  riguardato  qual  inventor  dell’  ’ 
algebra,  converrebbe  immaginare,  che  dapprima  fosse  l’ope- 
retta di  Moamad  ben  Musa  penetrata  nell’Italia  anonima, 
e tale  per  qualche  tempo  rimasta  fosse,  poscia,  venuto  a 
coiinizione  l’autore,  del  nome  di  lui  si  fosse  ornata.  La 
combinazione  non  è impossibile;,  ma  io  mi  asterrò  dal  dirla 
avvenuta.  Riputandosi  Moamad  ben  Musa  dell’algebra  l’in- 
ventore, necessaria  conseguenza  si  era,  che  in  pregio  si  te- 
nesse il  libro  di  lui.  E perciò  non  è a stupire,  che  impres- 
so a pubblico  comodo  il  volume  di  Frate  Luca,  cadesse  in 
abbandono  il  libro  di  Leonardo  Pisano,  benemerito  di  aver 
dall’Africa  trasferita , e in  Italia  trapiantata  l’algebraica 
dottrina,  e fosse  Moamad  ben  Musa  ne’  giorni  di  Cardano 
salito  a goder  tal  rispetto , che  Cardano  medesimo  temesse 
rimprovero  per  dipartirsi  in  una  dimostrazione  da  lui  . Cre- 
do cionulladimenò , che  l’operetta  di  Moamad  ben  Musa 
sia  sempre  rimasta  manoscritta,  e priva  della  sorte  della 
stampa,  non  meno  che  l’abaco  di  Leonardo.  Non  la  trovo 
nominata  nella  compilazione  dei  frammenti  di  algebra  di 
Tartaglia;  ma  Bombelli  scrive,  che  vedeasi  nel  lòja.  L’ar- 
ricchimento dellalgebra  per  le  scoperte  di  Scipione  Ferreo, 
di  Tartaglia,  di  Cardano,  di  Lodovico  Ferrari  solennemen- 
te  da  Cardano  stesso  dispiegato  , consegnando  alle  stampe 
V Arte  magna  ^ dovea  recarle  danno.  La  nuova  luce  ed  am- 
piezza dell’algebra  ebbe  sicuramente  parte  in  far  pronun- 
ziare al  Bombelli  , che  l’operetta  di  Moamad  eia  di  j>icciul 
valore.  Questa  sentenza,  e l’o[)era  medesima  del  Bondielli, 
nella  quale  l’algebra  compari  linamente  adorna  dei  diulaii- 
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tei  artifizj  furono  per  quella  nuovi  colpi  funesti.  Forse^ 
perita  in  Italia,  o giace  in  qualche  biblioteca  ignota  e inos- 
servata . Gode  ora  miglior  sorte  l’abaco  di  Leonarilo,  del 
quale  si  serbano,  e mostrano  parecchj  codici. 

§.  IX.  Non  solo  ebbe  Bombelli  il  coraggio  di  sentenzia- 
re di  piccini  valore  l’operetta  di  Moamad  ben  Musa,  ma 
contro  l’opinione  eziandio  in  Italia  invalsa  di  togliere  a lui, 
anzi  agli  arabi  universalmente  la  gloria  della  invenzion 
dell’algebra,  dicendo,  che  prima  di  loro  posseduta  l’aveano 
gl’indiani.  In  alta  però  maraviglia,  o piuttosto  in  un  ine- 
stricabil  mistero  s’involge  mia  mente  in  considerare  ciò , che 
a fondamento  egli  scrive  di  questo  suo  parere.  Quel  Bom- 
belli , che  al  reggiano  Pazzi  associato  cotanto  affar  si  prese 
di  Diofanto , che  cinque  dei  sette  libri  nel  Vaticano  codice 
ritrovati  ne  tradusse  , ed  avendo  sorte  ad  ambi  nemica , 
con  obbligarli  forse  a partire  di  Roma,  impedito  il  compi- 
mento del  lavoro,  si  appigliò  al  partito  di  versar  nella  sua 
opera  di  algebra  il  tesoro  di  quei  cinque  libri  diofantei  : 
che  a Bacheto , per  ingenua  confession  di’questo  stesso,  ser- 
vi di  lume  a penetrar  la  mente  di  Diofanto,  e racconciar- 
ne il  testo:  Bom'belli  in  persona  sua,  ed  in  quella  del  so- 
cio scrive:  Abbiamo  trovato,  che  Diofante  assai  voìte  citagli 
indiani;  con  che  mi  ha  fatto  conoscere , che  questa  disciplina 
appo  gl’indiani  prima  fa  che  agli  arabi.  Chi  a lui  non  si 
abbandonerebbe,  la  fede  prestandogli  più  cieca?  Franco 
tuttavia  si  levò  contro  l’asserzione  di  lui  Bacheto,  negan- 
dogli, che  Diofanto  pur  una  volta  citi  gl’indiani,  e rin- 
facciandogli di  aver  confuso  con  il  testo  di  Diolanto  le  in- 
salse  e putide  annotazioni  dello  scoliasta  (Pianude),  il  qua- 
le alla  delinizion  ix  un  avvertimento  inserisce  sul  modo  di 
moltiplicare  indiano  inverso  nell’ordine  del  greco . Non  è 
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questo  un  parlar  degl’indiani  , che  abbia  relazione  alcuna 
con  l’algebra,  tanto  è lungi,  che  tal  sia,  dal  quale  inferir 
si  debba  , o si  possa  aver  presso  di  loro  prima  che  presso 
gli  arabi  tenuto  l’algebra  soggiorno  ; non  è degl’indiani 
parlar  assai  volte;  non  è il  parlar  di  Diofanto  . Nè  può  so- 
spettarsi, che  il  codice  Vaticano  di  Diofanto  da  Bombelli 
letto  e meditato  fosse  dal  volume  che  noi  abbiamo  alle  stam- 
pe diverso,  sicché  si  trovassero  in  quello  citati  assai  volte 
gl’indiani,  quantunque  in  questo  non  trovinsi.  Il  dottissi- 
mo abate  Marini  nelle  sue  gentilissime  risposte  alle  mie  in- 
terrogazioni tra  i parecchj  codici  di  Diofanto,  che  nella 
Vaticana  esistono,  distingue,  quale  da  Bombelli  veduto,  il 
notato  del  num.  2co,  e non  una  fiata  in  esso,  nel  testo  di 
Diofanto,  il  nome  d’indiani;  in  ninno  parimente  degli  altri; 
nè  nelle  brevi  dilucidazioni  anonime  scritte  in  margine  del 
codice  sotto  il  num.  191.  E vero  è,  che  in  quel  Vaticano 
codice  da  Bombelli  rivoltato  mancava  dello  Scoliasta  il  no- 
me; ma  senza  ridire  della  distanza  tra  la  sottile  ed  alta 
indole  del  testo,  e la  per  lo  più  frivola  ed  umile  degli 
scolj  ; non  costrignea  a distinguere  da  Diofanto  lo  Scoliasta 
il  parlar,  che  fa  questi  in  persona  di\ersa?  Le  parole  pri- 
me dello  scolio  stesso  alla  definizione  ix  apposto,  sono,  al 
tradur  di  Xilandro,  defectum  vocat . Cosi  lo  Scoliasta:  echi 
è,  che  vocali  Diofanto.  Non  vi  ha  dunque  per  parte  veru- 
na scusa  la  più  menoma.  E nqn  è rispetto  a Diofanto  solo, 
che  erri  stranamente  Bombelli,  ma  rispetto  eziandio  a Fra- 
te Luca  grave  error  commette  affermando  da  lui  scriversi, 
che  la  voce  Algebra  araba  3 è quale  in  lingua  nostra  posizio- 
ne, e che  da  arabi  la  scienza  è venuta.  Di  vero  Frate  Luca 
non  scrive  solo  esser  la  scienza  algebraica  dagli  arabi  a noi 
venuta , ma  espressamente  essere  stata  da  loro  inventata  : 
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questo  però  è il  meno.  E dove  trovò  Bomlielli  da  Frate 
Luca  detto,  che  la  voce  algebra  in  arabo  è quale  in  lin- 
gua nostra  posizione  ? Algebra  voi  dire  restauratione , Almii- 
cabala  voi  dire  opposizione . Sono  le  rotonde  parole  di  Frate 
Luca  alla  pag.  148  , costantemente  ripetute  in  cento  altri 
lunghi  e cento  5 siccome  a lungo  nel  Capo  il  fu  da  me  di- 
mostrato. Or  come  errar  tanto  in  un  Bombelli  ! Il  dissi  io 
già  esser  questo  al  mio  intelletto  un  paradosso,  del  qual 
non  vale  a dissipar  la  maraviglia  quel  quandoque  bonus 
dormitat  Homerus^  volendovi  altro  che  un  dormicchiare  per 
togliere  si  fattamente  ad  un  Bombelli  la  vista,  e il  senno. 

§.  X.  L’idea , che  dagl’indiani  abbiano  gli  arabi  rice- 
vuta l’arte  algebraica,  piacque  al  Wallis,  il  quale  non  ci- 
tando Bombelli  parrebbe,  che  da  sè  conceputa  l’avesse,  se 
non  constasse  , che  fece  egli  sua  altra  cosa  miglior  del  Bom- 
belli, come  gli  rinfaccia  alla  pag.  487  del  tomo  I il  Mon- 
tucla  . Vero  però  si  è,  che  se  da  Bombelli  pur  prese  Wallis 
motivo  a concepire,  non  potè  prendere  il  fondamento  del 
concetto,  e tutto  nuovo  dovette  da  sè  costruirlo,  e lo  co- 
strusse.  E siccome  primieramente,  sparsa  mercè  le  cure  del 
Bombelli,  del  Xilandro,  del  Bacheto  per  l’Italia,  per  l’Ale- 
magna , per  la  Francia,  e per  le  altre  parti  dell’Europa  la 
cognizione  delTanalisi  di  Diofanto , acceso  di  essa  lo  studio, 
montato  Diofanto  stesso  in  alto  grido,  si  destò  il  parere  di 
dargli  l’onore,  che  l’opera  sua  stata  fosse  dell’algebra  ara- 
ba la  fonte;  così  dall’apporre  a questo  parere  due  conside- 
razioni incomincia  Wallis  il  suo  ragionamento.  La  prima 
considerazione  cade  sul  nome  Algebra^  nome  puramente  ara- 
bo, e ninna  affinità  avente  con  il  greco  linguaggio;  la  qual 
affinità  però  ne’  nomi  affectare  (scrive  Wallis)  arabes  vide- 
bantur  in  Us  quae  a graecis  acceperunt  : ut  liquet  in  vocibiis 
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descendisse  non  dubitem  . Ma  a dir  vero,  pochi  esempj  non 
bastano  ; e quanto  il  numero  è più  lontano  dal  mostrare 
una  regola  costante,  un  generale  costume,  tanto  l’argomen-  ~ 
to  è più  debole.  E l’esempio  poi  di  Aìgorismo  sembra  fuor 
di  proposito,  e provante  troppo  , essendo  certo , e riconoscen- 
dolo Wallis,  che  gli  arabi  non  da’ greci,  ma  dagl’fndiani  ri- 
cevettero i numeri , il  sistema  di  enumerazione  , la  dottrina 
delle  aritmetiche  operazioni  appellata  Algorismo . Più  vali- 
da è l’altra  considerazione,  la  quale  riguarda  il  diverso  te- 
nore di  Diofanto  e degli  arabi  nel  formare  la  scala  dei  gra- 
di, o delle  dignità,  e nel  comporne  i nomi  conseguente- 
mente . Il  tenor  di  Diofanto  è stato  già  da  me  esposto  sul 
fine  del  §.  vii  del  Capo  iv , e si  può  chiamare  Metodo 
DI  Moltiplicazione,  poiché  ogni  grado  superiore  si  consi- 
dera come  prodotto  dalla  moltiplica  di  due  inferiori , sciel- 
ti  i due  più  prossimi  fra  loro , allorché  varj  binarj  possono 
produrlo , siccome  ivi  castigando  il  Montucla  ho  avvertito  , 
e spiegato.  Il  tenor  degli  arabi  seguito  dagli  analisti  nostri 
primitivi  si  può  appellare  Metodo  di  Elevazione,  for- 
mandosi per  elevazione  a quadrato  o cubo  tutti  quei  gradi, 
che  possono  di  tal  guisa  essere  generati  ; ma  perché  vi  so- 
no molti  gradi,  che  non  ammettono  tal  generazione,  come 
l’x*,  V x\  l’x"...;  perciò  aH’ordine  dei  gradi  per  elevazion 
generati  fu  mestieri  interporre  un  altro  ordine  di  gradi  al- 
trimenti generati,  cioè  dalla  moltiplica  di  quelli  nel  iato  x, 
ad  esempio  x’  da  x*  x x , x^  da  x*xx,  e così  va  discorren- 
do. Questi  gradi  hanno  presso  Fra  Luca,  Cardano,  Tarta- 
glia il  nome  di  Relati.  Wallis  scrive  supersoUdorum  ( ut 
jam  loquimur  ) denominationes  interseruntur  : giusta  questa 
nuova  denominazione  Montucla  li  chiama  francesamente 
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sursolides . Trovo  nella  Biblioteca  arabica  de'  filosofi  dal  più 
volte  commendato  Moamad  AlBuziani*  composto  un  libro 
De  gradibus  arithmeticis  in-  tabulas  distributis  , con  la  lode 
liber  sane  praeclarus  : sarà  stato  simile  a quelli,  che  per  la 
pratica  dell’algebra  raccomanda  di  aver  tra  le  mani  Fra 
Luca  alla  pag,  143,  li  quali,  oltre  la  scala  dei  gradi,  con 
tenevano  le  tavole  delle  moltipliche,  e divisioni  fra  loro, 
e de’  quali  dà  ivi  Fra  Luca  un  saggio  distendendo  la  ta- 
vola delle  moltipliche  di  3o  gradi,  ciascuno  per  gli  altri 
tutti  : la  novità  forse,  o l’ampiezza  sarà  stata  la  cagione  di 
ornar  il  libro  di  Moamad  AlBuziani  del  titolo  di  preclaro . 
In  esso  pertanto  veder  si  potrebbe  quali  erano  presso  gli 
arabi  i nomi  dei  gradi , s'i  di  quelli  per  elevazion  genera- 
ti, Si  degli  altri  loro  interposti.  Che' sia  però  nato  in  Ita- 
lia il  nome  di  Belato,  non  altrimenti  che  quello  di  Cen- 
so, siccome  alla  pag.  67  dice  Fra  Luca,  nulla  importa, 
bastando  sapere  arabo  essere  il  sistema  della  scala  , il  te- 
ner della  formazione  di  essa.  Se  non  piacesse  il  distinguer- 
lo con  il  titolo  di  Metodo  di  Elevazione  , considerando- 
ne solo  la  parte  principale,  si  può  chiamare  la  scala  dio- 
fantea  Scala  uniforme  di  Moltiplica  di  due  gradi 

INFERIORI,  LI  MENO  TRA  LOR  DISUGUALI;  e la  scala  ara- 
ba Scala  mista  di  Elevazione  a quadrato  o cubo,  e 
DI  Moltiplica  di  un  quadrato  o cubo  con  la  radi- 
ce . Ma  ciò,  a che  principalmente  si  dèe  por  mente,  si  è 
l’effetto  delle  differenze  dei  due  metodi  ; e a dimostrare 
quale,  e quanto  sia  basteranno  due  esempj . Si  osservi  per- 
tanto, che  3c%  che  nella  scala  diofantea  è quadrato-cubo, 
nella  scala  araba  è relato  i.°,  e che  jc',  che  nella  scala  dio- 
fantea è cubo-cubo,  nella  scala  araba  è quadrato  di  cubo, 
ovvero  cubo  di  quadrato:  sono  queste  solenni  differenze,  e 
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magjgiori  si  fanno  nei  gradi  più  alti;  poiché,  per  esempio, 
nella  scala  diofantea  non  ha  che  una  generazione,  cioè 
3c'*xac'*,  e nell’arabo  ne  ha  tre:  (^^)*)’)*« 

Ho  sin  qui  illustrato  la  considerazion  del  Wallis  su  le  sca- 
le di  Diofanto  e degli  arabi;  ma  egli  non  ha  riflettuto  a 
due  altre  differenze  tra  le  scale  medesime.  La  prima  si  è, 
che  laddove  Diofanto  denomina  con  singolarità  Numero  il 
numero  ignoto  , denominando  Monade  il  numero  dato  di 
comparazione;  gli  antichi  italiani  degli  arabi  seguaci  deno- 
minano questo  il  Numero  ; e Radice , o Lato^  o Cosa  il  nu- 
mero sconosciuto.  La  seconda  è,  che  Diofanto  comincia  la 
scala  dal  numero  ignoto;  e Fra  Luca,  Tartaglia,  Cardano 
la  incominciano  dal  numero  noto.  Ecco  le  due  scale  di  rin- 
contro, onde  meglio  risaltino  aU’occhio  le  differenze  loro. 
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Scala 

SCALA  DIOFANTEA 

SCALA  ARABA 

ESPO- 

NENZ. 

con  nomi  greci  tradotti. 

con  nomi  italiani  antichi. 

ODIER. 

Gradi 

Gradi 

1."  Numero....  il  Noto. 

X 

i.“  Numero  ...  l’Ignoto 

2.”  Cosa,  Radice,  Lato. 

a 

X 

2,.“  Podestà 

3.°  Censo. 

3 

X 

3.'  Cubo 

4.'  Cubo . 

4."  Podestà-Podestà 

5.°  Censo  di  Censo. 

5 

X 

5.°  Podestà-Cubo  i 

6."  Relato  i.“ 

x‘ 

6.”  Cubo-Cubo  j 

7."  Censo  di  Cubo,  0 Cubo  diCenso. 

x^ 

.1 

1 

8."  Relato  2.° 

x' 

1 

9.“  Censo  di  Censo  di  Censo . 

x’ 



10."  Cubo  di  Cubo. 

z e 

X 

11.“  Censo  di  Relato  i.' 

X z 

X 

12.”  Relato  3.*' 

1 % 

X 

i3.”  Cubo  di  Censo  di  Censo,  ò 

Censo  di  Censo  di  Cubo,  0 

- 

Censo  di  Cubo  di  Censo . 

1 3 

X 

14.'  Relato  4.* 

x'‘^ 

i 

1 5.*  Censo  di  Relato  2.* 

x6 

X 

I 

) 6.*  Cubo  di  Relato  1.* 

Diofanto  non  procede 

Frate  Luca  prosegue  sino  al 

oltre  il  sesto  suo  grado. 

grado  30'';  ma  bastano  li  16  tra- 

scritti  a far  comprendere  l’anda- 
mento all’infinito  . 

Delle  sue  considerazioni  dice  Wallis  di  stimarle  argumenta 
non  contemnenda  ^ che  gli  arabi  non  abbiano  da  Diofanto 
appresa  l’algebra;  onde  si  dichiara  portato  a pensar  piutto- 
sto o che  Tabbiano  eglino  da  loro  inventata,  o che  da  al- 
tra gente  che  dalla  greca  l’abbiano  ricevuta;  potius  pula- 
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verini  arahas  sive  ipsos  invenisse , sive  ab  aliis  quam  a graecis 
algebrani  suani  accepisse , jani  ante  Diophanti  tempora . E tra 
questi  due  pareri  il  secondo  è quello,  al  quale  si  manifesta 
più  propenso,  assej^nando  eziandio  la  regione,  onde  crede 
l’algebra  uscita,  e sino  neH’Arabia  dilFusa  , cioè  l’India.  11 
rillesso,  su  cui  si  fonda,  è,  che  di  colà  ricevettero  gli  arabi 
le  numerali  figure,  ed  il  più  bel  metodo  di  variarne  il  va- 
lore, e di  usarle  ad  ogni  sorta  di  conteggio,  con  che  non 

è improbabile,  che  dagl’indiani  medesimi  abbiano  apparato 

« 

profonde  sjiecolazioni  intorno  ai  numeri , e possano  aver  ri- 
cevuta l’algebra  ancora:  Haud  improbabile  est  arabas  qui  ab 
indis  figuras  numerales  acceperint  {^graecis  ignotas^  simul  in- 
de didicisse  tum  earum  usus  j turn  profundas  de  illis  specula- 
tiones , quas  ncque  latini,  ncque  etiam  graeci  prius  noverint , 
quam  ab  arabibus  tandem  fuerint  edocti . Ab  indis  iisdem  etiam 
accepisse  potuerint  algebrani  suam  ^ potius  quam  a Diophanto 
{^qui  solus  graecorum  , quantum  scimus , de  ea  scripsit)  idque 
sero,  et  in  methodo  multum  diversa  ab  ea , quae  est  arabuin . 
A sentire  il  peso  del  raziocinio  di  Wallis  bisogna  ricordarsi, 
che  appresso  gli  arabi  l’algebra  esercitavasi  in  numeri  , e 
non  era  che  una  parte  di  aritmetica.  Nè  mi  sarà  imputa'- 
to  a delitto  , se  per  mettere  il  raziocinio  in  tutta  la  sua 
giusta  forza,  e per  meglio  seguire  la  verità  mi  sono  fatto 
lecito  di  discostarini  alcun  poco  dal  testo  di  Wallis,  trasfe- 
rendo dal  numero  delle  non  improbabili  illazioni  nella  pre- 
messa, qual  cosa  già  certa,  che  in  un  con  le  numerali  figu- 
re abbiano  gli  arabi  dagrindiani  ricevuto  l’uso  loro  ancora, 
essendo  questa  una  cosa  di  fatto  dimostratissimo  e indu- 
bitato, come  dalla  mia  Storia  deW Aritmetica  manifestasi. 
Sebben  poi  creda  Wallis  , che  dagl’indiani  siasi  agli  arabi 
trasfusa  l’algebra , non  crede  però , che  da  quelli  a questi 
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trasfusa  si  sia  immediatamente;  ma  che  per  le  mani  de’ 
persiani  passata  sia.  Quod  apucl  arabas  olim  in  usu  fuerit  al- 
gcbiQ,  Imud  jìiiìius  certuni  ^ citiiis  Jhrtasse  Qucini  cipud  graecos 
a Dìopìianto  tradita'j  quani  eos  accepisse  credibile  est  3 non 
tam  a graecis , quam  a persis  , et  hos  ab  indis . Moamacl 
ben  Musa  AlChuarezmita , che  il  primo  di  tutti  per  fede 
del  Cazuineo  insegnò  ai  maomettani  l’algebra,  non  fu  pro- 
piamente di  Persia,  ma  di  provincia  vicina.  Ciò  che,  con 
il  dir  del  Cazuineo,  non  si  può  per  verun  modo  accordare , 
anzi  diametralmente  ad  esso  ripugna,  si  è,  che  jam  ante 
Diophantum  sieno  stati  gli  arabi  nell’algebra  scienziati,  e che 
profandas  de  numeris  speculationes  neque  graeci  prius  noverint , 
quam  ab  arabibus  tandem  fuerint  edocti . Di  molti  secoli 
Diofanto  precorse  a Moamad  ben  Musa  AlChuarezmita,  il 
quale  non  fiori  che  al  secolo  ix  ; onde  di  lui  in  confron- 
to dell’autor  greco  con  ragion  si  può  dire,  che  sero  trattò 
l’algebra,  non  a rovescio.  Wallis  però  medesimo,  che  nei 
due  luoghi,  dei  quali  ho  qui  ripetuto  le  parole,  sembra, 
che  franco  getti  il  suo  pensiero,  dubitoso  il  propone  con  un 
fortasse  nell’ultimo  luogo  recato,  e così  in  un  altro.  Ben 
diversamente  dal  Wallis  sentì  degli  arabi  il  Brukero,  scri- 
vendo; nihil  arabos  graecorum  observationibus  adjecisse  3 in 
multis  eos  vehenienter  depravasse . Al  Brukero  si  fa  incontro 
nel  tomo  I,  capo  vili,  pag.  147,  il  chiarissimo  abate  An- 
dres , e dopo  avergli  opposti  alcuni  altri  sapienti  uomini, 
che  non  così,  com’egli,  degli  arabi  opinarono;  non  cosi 
(prosegue)  il  dotto  Wallis  3 il  ^ qual  e agli  arabi  attribuisce 
l’invenzione  dell’algebra  3 e li  rende  padroni  assoluti  e proprie- 
tarj  di  un  bene  3 che  altri  solamente  lor  davano  in  prestito^ 

0 che  credevano  forse  da  loro  a’  greci  involato.  Ancorché  pe- 
rò, lungi  il  Wallis  dall’aggiudicare  agli  arabi  decisamente 
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la  gloria  di  aver  da  loro  stessi  inventata  l’algebra  , si  ma- 
nifesti assai  inclinato  a credere,  che  dagl’indiani  per  mezzo 
dei  persi  l’abbiano  ricevuta  ; tuttavìa  non  meritan  eglino  i 
rimproveri  del  Brukero , avendo  recate  a maggior  lume  e 
perfezione  alcune  cose  greche , massimamente  di  quelle  alla 
trigonometrìa  , ed  all’astronomìa  appartenenti  . 

§.  XI,  Se  dall’aver  Cardano  citato  Leonardo  Pisano  lo- 
cupletem  testem  del  nascimento  dell’algebra  dall’ingegno  di 
Moamad  ben  Musa  io  inferii , che  Cardano  non  avea  letto 
di  Leonardo  il  libro;  debbo  ora,  in  procedere  a Montucla, 
dall’aver  lui  ignorata  cotal  citazione  inferire,  che  non  furon 
per  esso  lette  le  prime  linee  deW Arte  magna  di  Cardano . 
Mohammed  ( scrive  egli  nella  parte  il  , lib.  I , art.  ix  ) 
Mohammed-hen-Musa  est  donne  par  Cardan  pour  Vinventeur 
de  la  résolution  des  équations  da  second  dégré : f ignare  sur 
quel  fondement.  Avrebbe  potuto  ignorare  Montucla  il  fonda- 
mento, su  cui  Cardano  fondava  l’onore  a Moamad  ben  Mu- 
sa attribuito,  se  avesse  presa  in  mano  V Arte  magna  di  lui? 
E sebben  falso  falsissimo  tal  fondamento,  sarebbe  stato  del- 
la maggiore  autorità  e forza  per  Montucla  , che  non  aven- 
do veduto,  nè  cercato  lumi  sopra  il  codice  di  Leonardo, 
non  avrebbe  potuto  riconoscerlo  falso.  Tratto  tratto  occor- 
reranno ne’  seguenti  Capi  palpabili  c(mferme , che  Mon- 
tucla non  ebbe  la  cura  di  svolgere  V Arte  magna  di  Carda- 
no, libro  per  la  storia  dell’analisi  della  precipua  importan- 
za. Bello  è ciò,  che  Montucla  immediatamente  soggiugne: 
la  découverte  n’ est  pas  assez  difficile  pour  lui  ( à Mohammed- 
hen-Musa  ) faire  heaucoup  ddionneur . Ma  per  esser  equo  ver- 
so l’inventore  della  risoluzion  delle  equazioni  di  secondo  gra- 
do, chiunque  si  fosse,  dovea  Montucla  ricordarsi  del  rifles- 
so da  lui  stesso  fatto  a favor  di  Diofanto  , cosi  nella  par- 
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te  I,  lib.  V,  art.  vT,  animonenclo  : Il  seroìt  injuste  <Iattendre 
que  l’aìgebre  ancienne  se  fut  élevée  au  méme  point  que  la 
notre  . Mais  Vouvrage  de  Diophante  nous  apprenda  qu’elle 
s’eleva  da  moins  jusqu’ aux  éqiiations  da  second  dégré^  con  il 
resto  da  me  recato  Capo  iv , §.  vii,  pag.  73.  E non  è poi 
un  intero  riferir,  ma  scemo  lo  scrivere,  che  per  Carda- 
no Moamad  ben  Musa  fu  l’inventor  della  risoluzione  delle 
equazioni  del  secondo  grado  ; quasi  che  stata  vi  fosse  già 
la  risoluzione  delle  equazioni  di  grado  primo  , l’industria 
del  porre  il  problema  in  equazione , o in  equazioni , la 
sagacità  di  passare  nel  secondo  caso  ad  una  sola , la  pe- 
rizia di  ridur  questa  con  ogni  sorta  di  trasposizione , e con 
l’elevamento  delle  irrazionali  quantità,  alla  più  semplice 
forma:  in  una  parola  il  fondo  tutto  dell’arte  analitica.  Car- 
dano dice  nel  terzo  dei  quattro  suoi  passi  da  me  reca- 
ti , che  da  Moamad  ben  Musa  trasse  VArte  magna  il  suo 
principio,  initium  sumpsit  ^ riguardando  come  principio  di 
essa  arte  tutto  ciò,  che  spetta  lo  scioglimento  dei  proble- 
mi di  primo  e secondo  grado,  in  confronto  della  estensio- 
ne, alla  quale  fu  la  medesima  recata  con  raggiunta  dell’ 
analisi  delle  equazioni  derivative  di  secondo,  e di  quelle  di 
terzo,  ed  eziandio  di  quarto:  estensione  che  tutta  egli  im- 
prende a percorrere  nel  libro  suo.  E più  espressamente  nel 
quarto  passo  alferma,  che  Moamad  ben  Musa  fabbricò  la 
celebrata  arte  d’algebra , celehratam  algehrae  artem  condidit  , 
e sciolse  i quattro  di  lei  capitoli  primi,  prima  quatuor  capi- 
ta. Non  è pertanto  attribuire  a Moamad  ben  Musa  tutto 
ciò  che  Cardano  gli  attribuisce,  anzi  togliergli  molto,  il 
circoscrivere  l’invenzione  di  lui  allo  scioglimento  delle  equa- 
zioni di  secondo  grado , essendo  assai  più  facile  l’arricchire 
un’arte  di  un  ritrovato,  che  concepirne  la  prima  idea,  e 
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crearla  a cosi  dire.  E non  sareÌDbe  cereamente  piccolo,  ma 
onor  anzi  grande,  e preclaro  per  Moamad  ben  Musa,  se 
con  sicurezza  pronunziar  si  potesse  aver  lui  gettati  dell’ar- 
te algebraica  i fondamenti , costrutte  le  regole , ed  essersi 
sino  allo  scioglimento  delle  equazioni  di  secondo  grado  ele- 
vato. Ma  vediamo  quale  rispetto  all’origine  dell’algebra  fra 
l’araba  gente  sia  stato  di  Montucla  l’opinare.  Incomincia 
col  proporre  un  riflesso,  che  potrebbe  a parer  di  lui  con- 
durre a pensare  non  esser  gli  arabi  stati  spunto  gli  inven- 
tori dell’algebra,  ma  averla  essi  dai  greci  ricevuta,  ed  è 
il  vantar  l’algebra  fra  gli  arabi  un’antichità  non  di  molto 
minore  che  le  altre  parti  della  matematica,  le  quali  te- 
nevano dai  greci . L’aìgebre  n’est  guère  moins  ancienne  chez 
les  arabes  j que  les  autres  parties  des  mathématiques , qu’ils 
tenoient  des  grecs  . Cela  pourroit  donner  lieu  de  pensee 
qu’ils  n en  sont  pas  les  inventeiirs , mais  qu’ils  la  doivent 
aussi  à ces  derniers . Vuol  dire  Montucla,  che  trovandosi 
l’algebra  presso  gli  arabi  di  non  molto  alle  altre  parti 
della  matematica  da’  greci,  dic’egli  indistintamente,  ricevu- 
te posteriore,  non  ebber  tempo  d’inventarla , onde  vi  ha 
ragion  d’inferire,  che  dai  greci  abbianla  similmente  rice- 
vuta . Avanti  di  esaminar  la  conseguenza  debbo  io  ri- 
schiarar la  premessa,  svolgerla  nelle  sue  parti  , segnare 
più  esattamente  i tempi,  ridurla  insomma  a sensi  più  de- 
terminati, e più  veri.  Abu  Giafar  detto  Al-Mansor  ( // 

Vittorioso^  il  xxl  nella  succession  de’ Califfi,  salito  a tal 
dignità  l’anno  764  , prestante  nella  dottrina  delle  leggi, 
fu  quegli,  che  nei  tranquilli  ozj  , frutti  de’  suoi  trionfi, 
dedicandosi  egli  stesso  alla  filosofia,  e precipuamente  all’ 

astronomia  , diede  loro  fra  gli  arabi  moto  e vita , di  mo- 
do che  gli  eruditissimi  monaci  autori  della  grand’opera  Art 
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de  vérifier  les  dates  , non  dubitan  di  scrivere,  che  la  phi- 
losophìe  et  V astronomie  fleurirent  chez  les  arabes  soiis  son 
regne . Questo  fiore  però  non  fu  che  un  principio  di  quel- 
lo , a cui  le  lettere,  le  arti,  le  scienze  crebbero  sotto  gli 
auspicj  di  Haroun  AlRaschid  , montato  a Califfo  xxiv  l’an- 
no 786.  Di  lui  dicon  gli  stessi  monaci,  che  protettore  delle 
lettere  arricchì  gli  arabi  di  tutte  le  dovizie,  letterarie  de’ 
greci , facendo  tradurre  le  opere  loro  migliori  : Protecteur 
des  ìettres,  il  fit  passer  cliez  les  arabes  toutes  les  richesses  lit- 
téraìres  des  grecs  par  les  traductions  qu’il  fit  faire  de  leurs 
meilleiirs  ouvrages  . L’anonimo  egiziano  nella  Biblioteca  ara- 
bica de’  filosofi  in  parlare  di  Euclide  colloca  tra  le  versioni 
arabe  degli  Elementi  in  j)rimo  luogo  una  versione  chiamata 
Haronea  ^ perchè  a comando  di  Haroun  eseguita  da  Hegia- 
go  ben  Joseph  . Non  parla  di  questa  version  sotto  Haroun , 
nè  di  Hegiago  il  francese  storico  delle  matematiche.  Hegia- 
go  rivide,  e riformò  la  sua  versione  per  ordine  di  Mamo- 
ne , dal  cui  nome  la  version  novella  fu  appellata  Mamonea. 
Mainone,  o come  più  comunemente,  premesso  l’arabo  arti- 
colo, si  suole  scrivere  Alrnamone  Califfo  xxvl,  il  cui  regno 
cominciò  l’anno  8i3,  quanto  di  Almansor,  e di  Haroun  più 
ornato  di  filosofici  lumi,  tanto  fu  più  fervoroso  a promovere 
tra  la  gente  sua , e per  le  vaste  sue  provincie  più  lar- 
go stendere  il  bello  felice  giorno  delle  scienze.  Bailly  nel 
tomo  I ò.q\V Astronomia  moderna,  libro  vi,  §.  vili,  pone  tra 
lui,  ed  il  padre  Haroun  questa  differenza:  che  egli  amò, 
e coltivò  le  scienze,  le  quali  Haroun  contentato  crasi  di 
proteggere  Il  aima , et  cultiva  les  Sciences  qu’ Haroun  s’étoit 
contentò  de  proteger.  Ma  non  così  THerbelot , il  quale  all’ 
articolo  Haroun:  Ce  Kalife  (dice)  aimoit  fort  les  gens  de 
lettres , et  cultivoit  lui-mème  les  Sciences.  Quello  che  si  può 
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con  verità  dire,  si  è,  che  Alraamone  possedeva  le  scienze 
ad  un  grado  di  gran  lunga  più  alto  che  Haroun  . Dell’ 
amore,  e della  liberalità  di  questo  verso  la  gente  di  lettere 
vuole  Herbelot,  che  si  riconosca  uno  splendido  atto  nella 
compera  della  sapiente  schiava  Taovadod  Khatoun  per  il 
prezzo  di  zecchini  venti  mila . A questo  generoso  atto  con- 
trapporre si  può  la  somma  di  monete  d’argento  ben  cin- 
quanta mila  da  Almamon  regalata  al  grammatico  Nadr,  so- 
lamente per  averlo  con  destra  ingenuità  corretto  deU’errcre 
in  pronunziare  Sadad  invece  di  Sedad,  ed  avergliene  spie^ 
gate  le  diverse  significazioni.  La  differenza,  che  diligente- 
mente considerando  e raccogliendo  i racconti  degli  arabi 
storici  si  ricava  tra  Haroun  ed  Almamone,  si  è,  che  Haroun 
amò,  e protesse  le  amene  lettere,  le  arti,  le  scienze  mora- 
li, la  medicina,  più  che  le  matematiche;  Almamone  a que- 
ste intese  il  suo  ingegno,  il  cuor  suo,  il  suo  zelo.  Prova 
di  questo  zelo  di  singoiar  memoria  degna  si  è la  filosofica 
condizione,  senza  esempio  nelle  storie,  che,  accordando  pa- 
ce, imponeva  ai  greci  re  di  spedirgli  invece  di  un  tesoro 
di  fulgido  metallo , sete  de’  guerreggiatori  avari  , gli  scritti , 
che  avean  migliori,  de’  greci  filosofi,  nella  Grecia  già  in  un 
con  le  scienze  scaduti  di  pregio . A non  errar  però  nell’or- 
dine de’  tempi  è mestieri  allontanarsi  da  Montucla  e Bail- 
ly  , che  dicono  all’imperador  Michele  iil  imposta  la  condi- 
zione, atteso  che  Almamone  morto  l’anno  833  non  potè 
aver  che  fare  con  Michele  iil  salito  alfimpero  di  Costanti- 
nopoli l’anno  842 . Siccome  gli  scritti  de’  greci  filosofi  tra- 
passati, cosi  attese  Almamone  ad  acquistare  i filosofi  più  ri- 
putati, che  rimanevano  nelle  greche  provincie ; e la  durezza 
deirimperator  Teofilo  contro  i desiderj  di  lui  fece  spiccarne 
l’ardore,  e la  costanza.  Yolea  a sè  Leone  arcivescovo  poi 


di  Tessalonica,  il  matematico  (dice  Condillac)  più  grande 
che  fessevi  a quel  tempo  in  Costantinopoli , ma  che  pur 
trovavasi , narran  gli  autori  deW Arte  di  verificare  le  date,  nel 
misero  stato  di  vivere  dando  lezioni  agli  schiavi.  Inviare  a 
Teofilo,  con  cui  Almamone  avea  guerra,  ambasciadori  con 
sceltissimi  presenti,  offerirgli  considerevoli  somme  se  a Leo- 
ne permetteva  di  recarsi  a Bagdad , scusarsi  del  non  andare 
in  persona  a chiedergli  questo  filosofo;  a tanto  giunse  un 
Califfo  pel  desiderio  di  un  matematico.  Ricusò  ostinatamen- 
te Teofilo  accondiscendere , non  per  condegna  stima  che  fa- 
cesse di  Leone,  ma  per  non  appagar  le  brame  dell’inimico 
Califfo;  del  che  irritato  Almamone,  invadendo  con  tutta  la 
forza  delle  sue  armi  l’impero,  e menando  sacco,  gli  fe- 
ce pagar  caro  il  villano  rifiuto  . Fu  verso  il  fin  del  suo  re- 
gno, l’anno  83o , che  Almamone  soffri  questo  amaro  sconten- 
to da  Teofilo  non  montato  al  trono  di  Costantinopoli  che 
Fanno  829.  Felice  già  nei  primi  anni  del  regno  avea  a se 
tratti  e raccolti  periti  interpreti  delle  greche  opere  : e bel- 
lo il  vederlo  farsi  di  loro , e delle  versioni  lor  commesse  il 
più  grande  affare,  tener  con  essi  la  più  frequente  conver- 
sazione, presedere  alle  conferenze  loro,  udirne  con  diletto 
le  dissertazioni,  interessarsi  delle  dispute,  proporre  come 
un  di  loro  i suoi  lumi.  Dopo  che  le  versioni  furon  fatte, 
quante  maniere  per  incitare  i maomettani  a legger  quei  li- 
bri, per  ispirare  loro  il  genio  delle  alte  scienze,  che  con- 
tenevano! E collegj  , e università,  e accademie,  e premj  , 
e il  suo  esempio .-  Alniamon  scientiam  suis  locis  quaerere  ag- 
gressus  cuin  graecorum  regibus  intercedens  petiit  ab  illis , ut, 
qui  apud  ipsos  essent , libros  philosophicos  ad  ipsuin  initterent , 
qui  ciiin  ad  ipsos,  quos  babebant , inisissent , conquisitis  ille 
interpretlbus  peritis , eos  ipsis  accurate  vertendos  imposuit  , 
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dunque  qua  fieri  potuit  diligentia  versi  essent , homines  ad 
eos  legendos  incita\/it , eorumque  perdiscendorum  ingenium  in- 
gessiti ipseque  doctis  vacare  > et  eorum  disputationihps  interes- 
se solitus  , et  eoriun  delectationibus  delectari . Cosi  ' Abulfara- 
gio  tradotto  dal  Pocok . Per  le  quali  cose  giustamente  gli 
assennati  autori  dtW'Arte  di  verificar  le  date  pareggian  A!- 
inainone  ad  Augusto,  a Leon  x,  a Luigi  xiv  . II  Bailly  di- 
ce, che  de’  greci  libri  il  primo  a tradursi  sotto  gli  auspi- 
cj  di  Almamone  fu  V Almagesto  di  Tolommeo.  Supposto  ciò 
vero,  coiivien  dedurre,  che  esistessero  già  in  araba  lingua 
voltati  i libri  greci  di  geometria  alPintelligenza  duAV Alma- 
gesto  necessari  : il  libro  degli  Elementi  di  Euclide  vi  esiste- 
va certamente  per  comando  di  Haroun,  e per  opera  di  He- 
giago  ben  Joseph.  Strano  è ciò  che  Montuela,  dopo  ave- 
re, a cagione  dei  traduttori  diversi,  che  dall’Herbelot , e 
dal  Peiresc  si  nominano,  conghietturato , essersi  fatte  sotto  il 
regno  di  Almamone  àtW Almagesto  più  traduzioni , soggiu- 
gne , considerando  il  bisogno,  che  rastronomia  ha  dei  geo- 
metrici principj  . La  plùpart  des  géométres  grecs , et  princi- 
palenient  ceux , qui  sont  nécessaires  pour  Vintelligence  des  li- 
vres  d’astronomie  i cornine  Euclide,  Théodose , Hypsicle , Mé- 
nélaus , furent  mis  en  arabe  dès  le  regne  d’ Alrnamon , ou  peu 
de  tems  après  lui.  Come  dopo!  Come,  senza  previa  versio- 
ne di  greca  geometria,  farsi  più  versioni  della  greca  astro- 
nomia! Sicuramente,  o gli  arabi  possedevano  già  in  idioma 
loro  de’  greci  geometri  i libri  a comprendere  le  dottrine 
deW Almagesto  necessarj  , se  fu  questo  de’  greci  libri  per 
impero  di  Almamone  tradotti  il  primo  ; o si  dovette  per 
ordinato  comandamento  di  lui  alla  traduzion  di  questo  la 
tradu/ion  premetter  di  quelli.  A me  pare,  che,  siccome  su 
i nuovi  esemplari,  com’egli  è a credere,  da  lui  conseguiti, 
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persuaso  che  migliori  fossero  di  quelli  che  Haroun  procu- 
rati avea , ingiunse  ad  Hegiago  ben  Joseph  di  emendare  la 
versione  degli  Elementi  di  Euclide  , non  altrimenti  se  pre- 
esisteva in  arabo  volta  altra  opera  geometrica  greca  all’in- 
tendimento  AeW Almagesto  richiesta,  di  essa  in  simil  modo 
ingiunto  ne  avrà  l’esame,  ed  il  riparo  d’ogni  infedeltà,  di- 
fetto, oscurezza  . Che  che  sia  di  ciò,  quello  che  è certo  si 
è,  che  l’astronomia  fu  lo  studio  precipuo  di  Ahnansor , la 
passione  di  Almaraone,  il  centro  delle  filosofiche  cure  di 
lui . Non  è qui  luogo  di  celebrare  i grandi  strornenti  da 
lui  fatti  lavorare,  le  osservazioni  da  lui  medesimo  istituite 
intorno  all’obbliquità  dell’ecclittica , la  magnifica  intrapresa 
di  esaminare  il  computo  greco  della  grandezza  della  terra, 
commettendo  a due  drappelli  di  valenti  astronomi  di  misu- 
rarne nella  vasta  pianura  di  Singar  due  gradi,  la  raccolta, 
il  congiungimento  , la  tessitura  in  un  corpo  delle  astrono- 
miche cognizioni  da  diversi  fonti  ricavate , o per  nuove  os- 
servazioni conseguite,  nel  volume  recante  in  fronte  il  titolo 
Astronomia  elaborata  a compluribus  D.  D.  jussu  regis  Mai- 
mon . Operazioni  s'i  grandiose  e solenni  non  potevano  non 
incantare , non  scuotere , non  spignere  la  maomettana  na- 
zione. Hanno  de’  regnanti  gl’ingegni  il  potere  di  determi- 
nar, ov’essi  si  affisano,  gl’ingegni  dei  popoli.  Sotto  un  re 
appassionato  di  astronomia  doveano  all’astronomia  indiriz- 
zarsi i maomettani  ingegni,  di  essa  riscaldarsi  gli  animi,  a 
proporzione  del  vincolo  con  l’astronomia  formarsi  i giudizj 
della  utilità  delle  altre  opere  matematiche,  sorgere  la  pre- 
mura di  averle  nel  proprio  linguaggio,  ed  appararle.  La 
greca  opera  di  Diofanto  riguardante  le  astratte  relazioni  de’ 
numeri  dimostrava  un  oggetto  troppo  estraneo,  anziché 
affine,  al  greco  Almagesto  . Questa  io  credo  la  cagione,  per 
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cui  non  trovasi  la  traduzione  di  essa  sino  ad  arrivare,  anzi 
passar  oltre  alla  metà  del  secolo  x , quando  divenuta  l’astro- 
nomica scienza  tra  i maomettani  più  adulta , più  facile  , 
più  comune,  l’amore  della  novità,  l’ambizione  di  uno  spic- 
co singolare,  il  genio  della  sottigliezza  spinsero  alcuni  inge- 
gni a cercar  altri  spazj  matematici,  e Moamad  AlBuziani 
tra  questi  a penetrare  negli  astrusi  artifizj  diofantei . Ante- 
riore di  più  di  un  secolo  e mezzo,  ed  astronomo  a ninno 
secondo  nel  regno  di  Almamone,  fu  c[uel  Moamad  ben  Mu- 
sa Kbuarezmita,  primo  ad  insegnare  ai  maomettani  l’arte  dell’ 
algebra.  A guadagnarsi  più  distinta  del  regnante  la  grazia 
compendiò  egli  ad  uso  di  cjuello  il  libro  Sindo  Indo  mag- 
giore^ uno  dei  tre,  spiega  l’anonimo  egiziano  nella  Bibliote- 
ca arabica  de’  filosofi , uno  dei  tre  sistemi  astronomici  india- 
ni, e l’unico,  di  cui  tra  gli  arabi  diffusa  siasi  chiara  notizia, 
non  essendo  degli  altri  due  a lor  penetrati  che  i nomi  di 
Argebakro  , ed  Arkando  . Fece  più  il  Khuarezmita  astrono- 
mo. Su  la  norma  di  esso  Sindo  Indo  maggiore  costrusse 
le  sue  tavole  astronomiche  appresso  i maomettani  celebratis- 
sime, nelle  quali  però  come  poco  accurate,  per  ciò  che 
spetta  il  moto  medio,  riprende  le  tavole  degl’indiani.  Onde 
da  lor  dipartendosi , in  ciò  massimamente  che  all’equazione 
del  moto,  ed  alla  declinazione  appartiene,  si  volge  a calco- 
lare la  prima  giusta  il  sistema  de’  pei  si , e la  seconda  con- 
forme alla  mente  di  Tolommeo , con  aggiugnere  alcune  in- 
venzioni sue  proprie,  certamente  non  ispregevoli . Questa 
opera  egregia  piacque  in  quella  stagione  agli  astronomi  in- 
diani stessi  ; e lungi  dallo  scemare  col  tempo  di  grido  , Io 
stese  di  età  in  età  sino  a questo  giorno,  scrive  nel  1198 
1 anonimo  egiziano  , ognora  più  ampiamente , rendendosi  fa- 
mosa per  tutta  la  terra.  Il  sistema  de’  persi,  da  Moamad 
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ben  Musa  prescelto  in  confronto  di  quel  degl’indiani  nel 
calcolo  della  equazione  del  moto  medio  presenta  l’astrono- 
mia tra’  persi  già  in  buon  grado  al  tempo  del  regno  di  Al- 
mamone  ; e rimontando  ad  Almansor,  Abulfaragio  mi  mo- 
stra a’  fianchi  di  lui  un  persiano  astronomo,  Nabacht,  uomo 
esimiamente  dotto,  e conoscitor  ottimo  delle  cono-iunzioni 
delle  stelle,  e degli  effetti  loro.  Io  non  so  conciliar  queste 
cose  con  ciò,  che  al  §.  xxviil  del  libro  vi  sopra  citato 
scrive  Bailly,  cominciando  a dire  della  nuova  astronomia  de’ 
persi  , avendo  già  detto  della  primitiva  nella  Storia  dell’ 
astronomia  antica:  Cette  Science  s’éteignit  che%-eux , ou  pas- 
sa aux  chaldéens  I de-là  transplantée  à Alexandrie , elle  ne 
revint  dans  la  Perse  qu’ après  avoir  refleuri  chez  les  arahes . 
Dall’esposto  per  lo  contrario  apparisce,  che  l’astronomia 
de’  persi  concorse  al  fioriinento  deU’astronomia  appresso  gli 
arabi , siccome  pure  l’astronomia  degl’indiani  . Laonde  ma- 
nifestasi, che  dei  paesi  tutti,  che  li  circondavano,  trassero 
i saraceni  a profitto  lor  le  dottrine,  siccome  naturai  cosa 
era,  che  facesse  una  nazione  elevata  a grandezza  di  regno, 
ed  ambiziosa  di  elevarsi  ugualmente  a grandezza  di  scienza. 
Il  vide,  l’appoggiò  a ragioni,  e sol  mancò  di  stabilirlo  co’ 
fatti  il  Wallis  : Cum  tarn  sollicite  curarent  saraceni  authores 
graecos  praestantissimos  plerosque  omnes  in  arabicam  linguam 
traducendos } quo  eorum  doctrinae  forent  participes , non  dubi- 
tandum  est  qiiin  persarum  , indorum , aliorurnque  orientalium 
doctrinani  pariter  ambiverint , quorum  item  linguae  ab  illa  ara- 
bum  minus  differebant . Ed  un  regnante  si  illuminato,  e si 
desideroso  di  render  illuminata  la  gente  sua,  quale  Alma- 
mone,  se  avea  ragione  di  una  singolare  premura  e diligen- 
za a raccogliere  gli  scritti  degli  antichi  filosofi  greci  , non 
potea  restrignere  ai  filosofi  nella  Grecia  viventi,  ne’  quali 
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la  scienza  era  venuta  meno,  i suol  inviti;  ma  dovea  con 
proporzione  più  allettanti  estenderli  alle  regioni,  nelle  quali 
le  scienze  trovavansi  in  fiore.  L’Herbelot  ce  lo  clipigne  di 
fatto  qual  esser  doveva:  Mamoun  fut  amateur  des  lettres 
qu’ìl  possédoit  à un  très-haiit  dégré . Il  s^étoit  appliqué  parti- 
culiérement  aux  Sciences  spéculatives , et  il  fit  des  dépenses 
extraordinaires  pour  assembler  de  tout  coté  des  gens  savans , 
et  pour  rechercher  les  livres  les  plus  curieux  écrits  en  liébreu  , 
en  syriaque  et  en  grec  j qiCil  fit  traduire  en  langue  arabi— 
que  , Il  favorisa  indifféremment  les  personnes  doctes  de 

quelque  réligion  qidils  fussent,  les  quelles  réciproquement  con- 
tribuoient  beaucoup  à la  gioire  de  ce  monarque  par  les  pré- 
sens  qu'ils  lui  faisoient  de  leurs  ouvrages , recueillis  de  tout 
ce  qiCil  y avoit  de  plus  rare  chez  les  indiens , les  mages , les 
juifs  et  les  chrétiens  orientaux  de  toutes  les  sectes  . Nè  fu 
novità  del  re^no  di  Mamone  il  trasferirsi  dall’India  nelle 
maomettane  provincie  dottrine  e dotti . Retrocedendo  con 
Ahulfaragio,  io  scorgo  alla  corte  di  Haroun  il  medico  in- 
diano Saleho  ben  Nahiila,  ed  altro,  parimente  indiano, 
dall’Herbelot  additato  mi  viene  di  nome  Manghè.  E sicco- 
me a detta  di  Abulfaragio  , sebbene  prima  di  Almansor 
non  si  attendesse  dagli  arabi  punto  alle  scienze,  eccezione 
però  donavasi  alla  medicina,  della  quale  l’amor  della  vita 
facea  sentire  il  pregio,  e persuadeva  il  coltivaraento  ; cosi 
forse  anche  in  quel  tempo  a lume  migliore  dell’arte  tira- 
vansi  dall’India  e mediche  cognizioni  e medici;  e fu  forse 
tal  oggetto  , che  aprì  la  scientifica  comunicazione  della  mao- 
mettana con  l’indiana  gente.  Il  frutto  migliore  di  cjuesta 
comunicazione  si  fu  l’indica  aritmetica  tra  l’araba  nazione 
trasfusa.  E questo  frutto  fu  certamente  anteriore  al  regno 
di  Almamone , porgendone  sicuro  argomento  il  compendio 
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del  libro  Sindo  Indo  maggiore  a comodo  di  lui  fatto  da 
Moamad  ben  Musa  Khuarezmita.  Senza  che  l’indiana  arit- 
metica si  fosse  già  tra  la  maomettana  nazione  introdotta, 
come  avrebbe  potuto  Moamad  ben  Musa  Khuarezmita  in- 
tendere, é trarre  in  ristretto  il  libro  per  sua  natura  pieno 
di  numeri  e di  computi  all’indiana,  e come  avrebbe  il  com- 
pendio potuto  servire  ad  uso  del  gran  Califfo?  Ciò  anzi 
suppone,  che  l’indica  aritmetica  fosse  già  per  tutto  il  mao- 
mettano impero,  dall’Arabia  alla  Corasmia,  propagata,  be- 
ne stabilita,  ed  ai  sapienti  almeno  divenuta  familiare. 
Avanti  pure  che,  salito  Almamone  al  trono,  salir  facesse  nel 
più  alto  grado  di  auge  l’astronomia,  di  essa  accendendo  i 
più  prestanti  ingegni,  io  son  portato  a credere,  che  Moa- 
mad ben  Musa  adornasse  il  libro  di  logistica  indiano  , del 
eguale  ho  altra  volta  parlato  ; ed  eziandio  , che  ai  maomet- 
tani egli  desse  le  prime  lezioni  dell’arte  algebraica.  Dove- 
va egli  essere  di  scienza,  e di  età  maturo,  allorché  prese 
a ridurre  in  compendio  ad  uso  di  un  regnante  sapiente, 
quale  Almamone , il  libro  Sindo  Indo  maggiore  : il  calcolo 
poi  della  declinazione  conforme  alla  mente  di  Tolommeo  di- 
mostra, che  lavorò  egli  le  famose  sue  tavole,  dopo  che  per 
ordine  di  Almamone  era  stato  tradotto  V Almagesto  . Il  pe- 
netrar ben  la  mente  di  Tolommeo;  il  confrontare  con  le 
osservazioni  le  tavole  indiane,  ed  il  sistema  persiano,  e 
scorgere  i difetti  di  quelle,  la  giustezza  di  questo;  il  com- 
binare insieme  tutto,  e su  di  un  sistema  composto  calcolar 
nuove  tavole:  tutto  ciò  non  potè  esser  opera  che  di  lun- 
ghi anni,  i quali  aggiunti  ai  già  maturi , che  Moamad  avea 
prima  di  compendiare  il  Sindo  Indo  maggiore  , dovevano  in 
lui  formare  un’età,  nella  quale  non  si  può  persuadersi , che 
si  volgesse  ad  illustrare  quel  libro  di  logistica  indiano,  ed 
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a formare , e dettar  ai  maomettani  nuove  lezioni  di  arte 
algehraica.  Viene  ad  appoggio  del  mio  pensiero,  per  quan- 
to all’algebra,  una  tradizione  citata  dai  bravi  monaci  au- 
tori deir^r^e  di  verificar  le  da*e  : On  prétend  ( scrivon  egli- 
no di  Haroun  ) que  c’est  sous  son  regne  que  les  arabes  in- 
venterent  Valgebre.  Questa  tradizione  risolvesi  in  due  parti; 
la  prima,  che  sotto  il  regno  di  Haroun  cominciarono  gli 
arabi  ad  aver  l’algebra;  la  seconda,  che  essi  da  loro  la  in- 
ventarono. Stenteranno  si  certamente  quelli,  che  pensano 
aver  gli  arabi  da  Diofanto  cavata  l’algebra  a spiegare  co- 
me nel  tempo,  in  cui  appena  cominciavasi  dai  maomettani 
a conoscere  le  cose  matematiche  greche,  un  di  loro  alzato 
si  sia  ad  intendere  le  sottigliezze  di  Diofanto,  e dai  primi 
libri  trarre  l’arte  algebraica  per  la  parte  che  spetta  Tana- 
lisi  delle  equazioni  di  primo  grado,  e dal  libro  iv  e se- 
guenti con  penetrazione  maggiore  raccogliere  Tanalisi  delle 
equazioni  di  grado  secondo,  senza  invilupparsi,  e perdersi 
nelle  astruse  contemplazioni  dei  più  reconditi  rapporti  de’ 
numeri  , e negl’infiniti  spazj  dei  problemi  indeterminati , 
ove  frequentemente  si  smarrì  Xilandro  , e tal  fiata  Vieta , 
ed  eziandio  Bacheto.  All’incontro  essendo  i maomettani  da 
qualche  tèmpo  in  possesso  delTaritmetica  indiana,  elevata 
già  dalTacuto  ingegno  degl’indiani  stessi  a preclarissime  in- 
venzioni, splendenti  appunto,  al  dir  dell’anonimo  egiziano, 
nel  libro  di  logistica  da  Moamad  ben  Musa  Khuarezmita 
adornato;  qual  difficoltà,  che  un  maomettano,  cioè  Moa- 
mad medesimo,  continuando  il  filo  di  quelle  preclarissime 
invenzioni  abbia  composto,  e discoperte  le  regole  dell’arte 
algebraica;  se  pure  non  era  quest’arte  una  di  quelle  pre- 
clarissime invenzioni  medesime?  Si  può  in  successione  di 
tempo  aver  detto,  che  gli  arabi  inventarono  l’algebra,  e in 
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individuo,  che  invencoila  Moamad  ben  Musa,  in  quella 
maniera  che  , giusta  l’osservare  del  Bailly  nel  libro  v deli’ 
Astronomìa  antica  §.  x,  li  greci  appellarono  inventori  tutti 
quelli,  che  loro  recarono  cognizioni  forestiere,  e per  essi 
nuove.  Les  grecs  appelloient  inventeurs  tous  ceux  j qui  leur 
apportoient  des  connoissances  étrangeres , et  nouvelles  poar  eux. 
Venendo  però  noi  dal  Cardano  istruiti,  che  il  libro  di  al- 
gebra di  Moamad  ben  Musa  conteneva  delle  geometriche 
dimostrazioni,  converrà  inferire,  che  erano  già,  quand’ei  lo 
compose  , in  arabo  tradotti  gli  euclidei  Elementi . Da  tutto 
il  sin  qui  (più  a lungo  di  quello,  che  da  principio  conce- 
pito avea,  ma  non  senza  utilità  j per  me  esposto,  si  fa  pa- 
lese: i.",  che  la  Grecia  non  fu  l’unica  sorgente,  dalla  qua- 
le gli  arabi  tirarono  le  matematiche  cognizioni , ma  che  da 
altre  sorgenti  pur  ne  tirarono;  che  l’astronomia  loro  fu  di 
dottrine  greche,  perse,  indiane  composta;  che  tutta  da  una 
sorgente  dalla  greca  ben  rimota,  dall’indiana  cioè,  ebbero 
l’aritmetica,  la  parte  fondamentale  di  tutte  le  altre  parti 
matematiche,  ed  insieme  quella,  della  quale  presso  loro 
l’algebra  non  fu  che  un  ramo:  2.%  che  l’algebra  appo  gli 
arabi,  anzi  che  di  non  guari  meno  antica  che  le  matema- 
tiche dottrine  greche,  fu  delle  astronomiche  di  Tolommeo 
più  antica,  e degli  Elementi  di  Euclide  di  tanto  poco  meno 
antica,  che  dir  si  può  coetanea:  3.”,  che  quanto  con  tale 
antichità  è facile  a comporsi , che  l’algebra  insegnata  ai 
maomettani  per  la  prima  volta  da  Moamad  ben  Musa  Kbua- 
rezmita  sia  stata  una  delle  preclarissime  aritmetiche  inven- 
zioni indiane,  od  una  invenzione  dal  Chuarezmita  matema- 
tico ad  esse,  il  lume  lor  seguendo,  aggiunta;  tanto  riesce 
penoso,  se  non  anzi  impossibile,  a conciliarsi,  che  sia  sta- 
ta una  derivazione  dairopera  di  Diofanto.  Per  le  quali  co- 
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se  al  ridesso  di  Montucla  restano  tolti  i fondamenti,  e ri- 
volta in  contrario  la  conseguenza.  Obbiettasi  egli  medesi- 
mo la  diflerenza  dal  Wallis  notata  fra  le  due  scale  di  Dio- 
fanto  e degli  arabi,  e non  può  a meno  di  confessare:  Cette 
différence  seinble  effectivement  designer  une  Science  puisée  dans 
une.  autre  source . Pure  resistendo  alla  forza,  che  sentiva 
tarsi,  soggiugiie:  Je  ìd  ose  cependant  point  trop  insister  sur  la 
validité  de  cette  raison . Forse  avrebbero  finito  di  determi- 
narlo Je  altre  due  dilFerenze  tra  le  medesime  scale  da  me 
avvertite.  Sebbene,  qual  bisogno  di  tali  nuove  ragioni,  se 
nella  parte  iil,  libro  il,  art.  I si  decide  da  sè  medesimo? 
L’atgebre  (scrive  egli)  qui  avoit  pris  naissance  chez  les  ara- 
bes  . Questo  però  è troppo;  poiché  supposto  anche,  che  gli 
arabi  abbiano  per  parte'  loro  inventato  da  loro  stessi  l’al- 
gebra, non  si  può  tuttavia  dire,  che  l’algebra  preso  abbia 
appo  gli  arabi  il  nascer  suo,  essendo  indubitato  che  prima 
fu  ella  presso  i greci . 

§.  XII.  Contraddice  ad  alcune  cose  da  me  qui  sopra  ad- 
dotte ciò,  che  a sostegno  della  greca  origine  deU’algebra 
araba  scrive  il  rinomatissimo  abate  Andres  nel  cap.  iil 
del  tomo  iv  , pag.  8 1 : Gli  arabi  preser  da’  greci  V aritmeti- 
ca, la  geometria  3 l’astronomia  ^ e tutte  le  parti  delle  mate- 
matiche j e solo  avranno  lasciata  l’algebra  , e si  saranno  pre- 
sa la  fatica  di  cercarla  da  loro  stessi  ^ mentre  l’avevano  ne’ 
libri  greci  ? L’argomento  cade  , sol  che  dal  numero  delle  par- 
ti matematiche,  che  gli  arabi  ebber  dai  greci,  si  tolga  l’arit- 
metica; e su  di  ciò,  senza  mandare  il  mio  leggitore  a veder 
nella  mia  Storia  dell’ aritmetica  l’indiana  origine  dell’aritme- 
tica araba,  oggidì  nostra,  io  lo  prego  leggerne  le  prove 
dal  medesimo  preclaro  Storico  d’ogni  letteratura  egregiamen- 
te recate  nel  capitolo  il  del  tomo  medesimo.  Si  troverà  an- 
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che  rispetto  all’astronomia  molto  in  poco  in  quel  bel  trat- 
to . Non  ardirò  di  fissare  con  precisione  il  vero  tempo  deW 
introduzione  delle  indiane  cifre  presso  gli  arabi;  ma  si  po- 
trà congetturare  con  qualche  prohabdità , che  sino  dal  tempo 
di  Aroun  Raschid , e molto  più  in  quello  di  Almamon , quan- 
do si  intraprendevano  spedizioni  letterarie  all’India  per  acqui- 
stare i lumi  scientifici  f che  conservavano  i bramani ; quando 
si  facevano  traduzioni  de’  libri  astronomici  3 e di  altri  degli 
indiani;  quando  insomma  avidamente  si  abbracciava  quanto 
poteva  servire  alla  coltura,  ed  alla  istruzione  degli  studiosi 
arabi:  che  allora  appunto  coll’astronomìa , e con  molte  altre 
filosofiche  cognizioni  dagl’indiani  si  acquistasse  anche  la  lor 
aritmetica.  Nè  poi  dal  non  aver  gli  arabi  dalla  greca  alge- 
bra tratta  la  loro,  ne  segue,  che  abbiano  lasciato  di  farne 
conto  in  mezzo  alla  premura,  che  ebbero  di  ornarsi  delle 
altre  greche  matematiche  dottrine . Non  di  tutte  queste  al 
medesimo  tempo  si  ornarono  ; e quando  furono  in  grado 
tradussero  anche  Diofanto , e dei  sottili  lumi  di  lui  illu- 
strarono l’ingegno  loro 

§.  XIIL  Non  senza  ragione  l’anonimo  egiziano , il  Ca- 
zuineo,  l’Abuifaragio  al  patronimico  nome  Moamad  ben 
Musa  aggiunsero  rappellazione  locale  Khuarezmita.  Ciò  fe- 
cero per  distinguere  questo  Moamad  ben  Musa  da  un  altro, 
cui,  la  genealogia  continuando,  dissero  Moamad  ben  Musa 
ben  Schaker . Era  tanto  più  necessaria  la  diversità  degli 
aggiunti  , quanto  era  più  da  temersi , che  si  confondesse 
l’uno  dei  celebri  uomini  con  l’altro.  Ambidue  denominati 
eziandio  x4bu  Giafar  , ambidue  astronomi,  ambidue  nel  re- 
gno di  Almamone  vissuti:  qual  cosa  più  facile,  che  pren- 
der questo  per  quello,  attribuire  all’uno  gli  onori  all’altro 
dovuti?  Gasili  li  distingue  nell’indice  della  sua  Biblioteca 
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' arahico-hìspanìca  sì  al  nome  Moamacì  ben  Musa,  sì  a quel- 
lo di  Abu  Giafar  , notando  alcune  delle  cose  ed  opere  lo- 
ro diverse.  Io  ne  trascelgo  due;  l’una  del  Moamad  ben  Mu- 
sa Khuarezmita,  ed  è l’aver  esso  costrutte  le  tavole  astro- 
nomiche sul  sistema  Sindo  Indo^  con  alcune  correzioni , fon- 
date , per  tanto  tempo  fra’  maomettani  celebri  ; l’altra  del 
Moamad  ben  Musa  ben  Schaker,  ed  è l’essere  stato  mae- 
stro di  Thebit  . Cardano  , e Tartaglia  ornmisero  il  locale  ag- 
giunto di  Khuarezmita,  perchè  ignorando  eglino,  e gli  al- 
tri italiani  analisti  di  quel  tempo  la  ragione  particolare  di 
esso,  l’avranno  stimato  un  dippiù  di  niuna  importanza;  e 
l’ommissione  non  partorì  in  loro  equivoco,  perchè  di  cosa 
spettante  a Moamad  ben  Musa  ben  Schaker  non  ebbero  a 
parlare  , e rispetto  a Moamad  ben  Musa  Khuarezmita  tutto 
il  lor  dire  si  restrinse  a decantarlo  delI’alo;ebra  inventore. 
Non  fu  così  in  due  illustri  sapienti  dell’età  nostra,  quali 
Bailly,  ed  Andres.  Il  primo  nel  tomo  I àQ.\V Astronomia 
moderna  libro  v,  degli  Eciaircìssemens  détaillés  vii,  fa  uno 
stesso  il  Moamad  ben  Musa  autor  delle  famose  tavole  astro- 
nomiche, ed  il  Moamad  ben  Musa,  che  con  i due  insigni 
fratelli  Ahmed,  ed  Hasen  nella  casa  loro  sul  ponte  di  Bag- 
dad, osservando  le  altezze  meridiane  del  sole  nel  solstizio 
d’inverno,  e in  quello  di  state,  dedusse  di  gradi  23,  minuti 
35  l’obbliquità  dell’ecclittica  ; e questi  tre  valenti  fratelli 
furono  i figli  di  Schaker.  L’abate  Andres  nel  tomo  iv , ca- 
po III,  subito  dopo  aver  detto,  che  Moamad  ben  Musa  fu 
secondo  il  testimonio  del  Cazuineo  citato  dal  Casiri  il  pri- 
mo, che  insegnasse  ai  maomettani  l’algebra,  soggiugne,  che 
discepolo  di  Moamad  fu  Thabit  ben  Corrali  ; e così  ecco 
anche  per  uno  scrittore  sì  versato  nell’araba  letteratura , 
quale  l’abate  Andres,  il  Moamad  ben  Musa  Khuarezmita, 
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il  vero  maestro  primo  deU’algebra  ai  maomettani  Identifica- 
to con  Moamad  ben  Musa  ben  Schaker,  che  ebbe -per  van- 
to di  aver  discepolo  Thebit.  Da  questi  due  equivoci  a due 
SI  chiari  Storici  sfuggiti  manifestasi  l importanza  di  ristabi- 
lire le  intere  denominazioni  dagli  arabi  storici  usate  : Moa^ 
mad  ben  Musa  Khuarezmita  — Moamad  ben  Musa  ben  Scha- 
ker, facendosi  legge  di  non  disgiugner  dal  patronimico  co- 
mune gli  aggiunti  distintivi. 

§.  XIV.  Giudicherà  da  tutto  ciò,  che  per  me  fu  sino  ad 
ora  discusso , il  leggitore , se  io  abbia  da  principio  esagera- 
to in  qualificare  di  intralciatissima  la  quistione  dell’origine 
dell’algebra  presso  gli  arabi.  Tempo  è di  coglier  il  frutto 
delle  discussioni  congiugnendo  i riflessi,  e ricavandone,  se 
non  il  vero,  ciò  che  è il  più  verisimile.  Vo  a farlo  nel 
continuo  ordine  delle  proposizioni,  che  seguono: 

Proposizione  /.  Ciò  che  intorno  aH’origine  dell’algebra 
presso  gli  arabi  si  ha  di  autentico,  si  è,  che  Moamad  ben 
Musa  Khuarezmita  il  primo  la  insegnò  loro.  Il  Cazuineo 
scrittor  autorevole  il  dice,  §.  iil:  niun  fatto  storico,  niuna 
sentenza,  niun  raziocinio  vi  si  oppone.  Con  ciò  unitamente 
al  primo  maestro  vien  anche  assegnato  aH’incirca  il  tem- 
po, in  cui  gli  arabi  cominciarono  ad  essere  nell’algebra 
istrutti.  E questo  tempo  combina  con  la  tradizione,  che  ciò 
sia  succeduto  sotto  il  Califfo  Haroun , §,  xil. 

Proposizione  IL  Quantunque  l’anonimo  egiziano  a lode 
di  Diofanto  asserisca,  che  quanti  arabi  di  algebra  scrissero, 
su  i fondamenti  di  lui  insistettero  ; pure  deesi  attendere  : 
i.°  che  Abulfaragio  trascrivendo  dell’anonimo  le  altre  paro- 
le di  lode  rispetto  a Diofanto , non  trascrive  quelle  di  tale 
asserzione,  §.  il:  2.*,  che  essa  asserzion  non  concorda  con  i 
tempi  d’assai  fra  lor  discanti,  nei  quali  fu  tra  gli  arabi  l’al- 
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gchra  introdotta,  e presentasi  Diofanto  In  araba  lingua  con- 
vertito, c interpretato-  3.°  nè  può  comporsi  con  la  inabili- 
tà, in  cui  al  tempo  di  Haroun  , o all’intorno,  si  trov^ivano 
gli  arabi  di  penetrare  le  sottigliezze  di  Diofanto.  Laonde 
l’autorità  dell’anonimo  egiziano  resta  in  ciò  per  varj  modi 
combattuta.  Ed  aggiugnerò,  che  esso  anonimo  nell’estollere 
il  raro  e mirabile  geometrico  ingegno  di  Hassen , il  minore 
dei  tre  celebri  fratelli,  dopo  aver  raccontato,  che  non  vol- 
le mai  passar  oltre  il  vi  libro  degli  Elementi  di  Euclide^ 
per  poter  vantarsi  di  scioglier  da  se  qualunque  altro  pro- 
blema geometrico,  pone  tra  i nuovi  escogitati  di  lui,  non  ca- 
duti in  mente  ad  alcun  degli  antichi,  il  problèma  di  condur 
due  linee  medie  proporzionali  tra  due  altre:  nel  che  ognun 
vede  quanto  poco  dimostrisi  istrutto  della  greca  geometria; 
laonde  sorge  in  animo  sospetto,  che  essendolo  ugualmente 
della  greca  algebra  e della  araba,  possa  aver  alterato  ciò 
che  da  altri  avea  udito,  estendendo  al  primo  maomettano 
maestro  di  algebra,  già  di  ben  quattro  secoli  da  lui  lonta- 
no, il  profitto,  che  gli  algebristi  maomettani  di  seguito  trat- 
to aveano  ila  Diofanto  . 

Proposizione  JIL  Paragonando  l’algebra  greca  e la  ara- 
ba, cresce  la  ragione  di  negar  fede  all’asserzion  dell’ano- 
nimo egiziano;  poiché  lungi  dal  ravvisar  nella  seconda  fat- 
tezze , che  la  dimostrin  figlia  della  prima  , vi  si  scorge 
all’incontro  essenzial  dissomio-lianza  . La  scala  dei  oradi  , 
fondamento  delTanalisi  primario  , e Wallis  dice  unico  , 
è per  ogni  verso,  di  natura,  di  principio,  di  progresso, 
differente  presso  Diofanto,  e presso  gli  arabi,  §.  xil.  E 
ciò  non  basta . Diofanto  servesi  di  un  simbolo  astratto  a 
significare  il  numero  sconosciuto,  e di  un  altro  ad  indicar 
il  meno.  Crederemo,  che  se  avessero  gli  arabi  da  Diofan- 
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to  cavata  l’algebra  non  avrebbero  conosciuto  Tutilità  cH  tali 
simboli?  Che  adottati  non  gli  avrebbero?  Che  a conformità 
non  ne  avrebbero  aggiunti  degli  altri,  sino  a tutta  render 
simbolica  l’algebra  loro?  E che  di  astratti  simboli  non  ah- 
bian  gli  arabi  fatto  uso  , si  deduce  con  diritto  dal  non  ve- 
derli in  Leonardo,  che  l’algebra  araba  trasportò  in  Ita- 
lia; e sarebbe  una  immaginazione  affatto  arbitraria  l’infin- 
gersi l’opposto . ' 

Proposizione  IV.  L’opera  di  Diofanto  non  è un  libro, 
dal  quale  uno  senza  idea  veruna  di  arte  analitica  possa  aver 
tratto  l’analisi  delle  equazioni  di  primo  e secondo  grado  ; 
ma  un  libro  per  lo  contrario,  che  suppone  un  analista  eser- 
citato . Il  concederà  chiunque  ha  una  giusta  cognizione 
dell’opera  di  Diofanto;  sentì  così  Bacheto  , e si  riveijga  tut- 
to ciò,  che  io  ho  scritto  su  questo  proposito  nel  §.  x del 
capo  IV.  Per  quelle  ragioni  stesse,  per  le  quali  ho  creduto 
non  poter  essere  stato  il  libro  di  Diofiinto  una  produzione 
di  scienza  tutta  nuova  tra’  greci,  stimo,  e mi  persuado  non 
poter  essere  stato  il  fonte  delle  prime  algebraiche  nozioni 
presso  gli  arabi . 

Proposizione  V.  Non  si  può  dire,  che  l’algebra  araba  sia 
stata  presa  da  qualche  altro  libro  greco  diverso  da  quel  di 
Diofanto,  facile,  piano,  elementare,  acconcio  alTuopo . 
Avendo  io  sostenuto  nel  §.  x del  capo  iv , che  avanti  di 
Diofanto  si  sapesse  da’  greci  l’analisi  determinata,  e di  es- 
sa girassero  scritti , potrebbe  talun  di  ciò  valersi , e pre- 
tendere, che  da  qualcheduno  di  tali  scritti  fessesi  l’algebra 
araba  derivata  . Ma  oltre  al  non  potersi  di  sì  fatta  deriva- 
zione trarre  dagli  arabi  storici  testimonianze,  non  parlando 
eglino  di  altro  greco  analista  che  di  Diofanto,  sussistereb- 
bero contro  questa  riformata  opinione  della  nascita  deH’al- 
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jrebra  araba  dalla  greca  le  osservazioni  tutte  esposte  nella 
Proposizione  HI,  - 

Proposizione  VI.  Nulla  vi  ba  nella  storia  rispetto  a Moa- 
mad  ben  Musa  Khuarezmita  in  individuo,  che  favorisca 
l’opinione  aver  lui  dai  greci  presa  l’algebra,  che  egli  il 
primo  a’  maomettani  insegnò.  Se  fosse  stato  Moamad  ben 
Musa  ben  Schaker  il  primo  maestro  d’algebra  ai  maometta- 
ni , si  potrebbe  dare  una  speciosa  sembianza  aH’opinione, 
che  dalla  greca  si  togliesse  l’algebra  araba;  riferendo  l’ano- 
iiimo  egiziano,  che  Moamad  ben  Musa  ben  Schaker,  essen- 
do ricco,  fece  di  grandi  spese  per  acquistar  greci  scritti; 
che  molto  si  occupò  con  altri  dotti  da  lui  largamente  sti- 
pendiati ad  interpretarli  ; e che  fu  in  persona  nel  paese  de’ 
greci.  Nulla  di  ciò  in  Moamad  ben  Musa  Khuarezmita. 
Non  ci  presenta  la  storia  in  esso  che  un  matematico  di 
una  regione  dalla  Grecia  lontanissima,  ed  all’India  vicina, 
perito  dell’indiana  lingua,  amante  delle  indiane  cose,  le 
quali  traduce,  emenda,  compendia,  adorna;  e questi  è il 
priino  maestro  dei  maomettani  nell’arte  algebraica . Ecco  un 
frutto  della  distinzione  tra  i due  Moamad  ben  Musa  , ed 
una  conferma  della  necessità  di  essa  per  non  lasciarsi  abba- 
gliare , e trar  in  errore . 

Proposizione  VII.  Moamad  ben  Musa  Khuarezmita  non 
avendo  cavata  l’algebra  dai  greci,  o la  inventò  egli  stesso  , 
o dagl’indiani  la  prese.  Delle  due  la  seconda  mi  par  la  ve- 
risimile. Se  fama  primieramente  fosse  stata,  che  Moamad 
ben  Musa  Khuarezmita  avesse  di  suo  ingegno  inventato  l’al- 
gebra, perchè  non  avrebbelo  più  espressamente  detto  il  Ca- 
zuineo?  Perchè  avrebbe  egli  lasciato  di  rendergli  in  termi- 
ni chiari  e solenni  cjuesto  onore?  Girava  per  secondo  al 
tempo  di  Cardano  il  libro  di  algebra  di  Moamad  ben  Mu- 
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sa  Kliuarezmita , e pure  Cardano  in  celebrarlo  inventor 
dell’algebra  non  dice,  che  ciò  apparisse  dal  libro  stesso,  ma 
in  un  luogo  cita  falsamente  a testimonio  Leonardo  Pisano, 
in  un  altro  reca  di  aver  cosi. trovato  scritto.  Dovrem  sup- 
porre nel  lUttwmettano  algebrista  modestia  tanta  di  non  la- 
sciar trapelare  il  inerito  suo  d’invenzione,  se  veramente  gli 
fos^ spettato?  Per  altra  parte  l’algebra  non  fu  presso  i 
maomettani  che  un  membro,  il  più  nobil  certo  e più  bello, 
ma  non  più  che  membro,  dell’aritmetica  o logistica.  Ampis- 
sima nella  Biblioteca  arabica  de’  filosofi  osservasi  la  signifi- 
cazione di  queste  due  voci , e con  preferenza  della  secon- 
da; e già  abbiamo  al  §.  il  veduto  intitolar  De  universa  lo- 
gistica un’opera  in  tre  libri  cjuel  Moamad  AlBuziani  , che 
comentò  l’algebra  del  Kliuarezmita  matematico,  e che  fu 
l’interprete  di  Diofanto . Or  un  libro  di  logistica  appunto 
indiano  raccontasi,  che  adornò  Moamad  ben  Musa  Kuarez- 
inita;  libro  prestante  , e nel  quale  spiccava  l’acute/za  , l’in- 
gegno  degl’indiani  a cagione  delle  preclarissime  loro  inven- 
zioni. La  cura  stessa,  che  un  uomo  della  fatta  di  Moamad 
ben  Musa  Khuarezinita  si  diede  di  adornarlo,  accresce,  ed 
eleva  l’idea  di  questo  libro.  Il  pènsare  adunque,  che  tra 
quelle  preclarissime  invenzioni  indiane  vi  fosse  l’arte  alge- 
braica  , non  è fuor  di  ragione  . E io  credo  , che  uno  , anzi 
il  più  bello  degli  ornamenti , de’  quali  Moamad  ben  Musa 
Kliuarezmita  fregiò  l’indiano  libro,  sarà  stato  il  corredare 
delle  euclidee  dimostrazioni  le  regole  dell’analisi  delle  equa- 
zioni di  secondo  grado  . Se  tra  i maomettani  non  vi  ebbe 
traduzione  di  Euclide  prima  deiriiarounea , §.  x , la  geome- 
tria di  lui  fra  essi  non  potea  contar  che  poca  età,  quando 
Moamad  ben  Musa  Kliuarezmita  se  ne  valse  nel  suo  scrit- 
to di  algebra.  Attesa  questa  poca  età  della  euclidea  geo- 
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metria  tra  i maomettani,  vi  ha  pena  a concepire,  che  un^ 
maomettano  traesse  dal  secondo  libro  di  essa  rartifizio  dello 
scioglimento  delle  equazioni  di  secondo  grado;  egli  è ben 
più  facile,  che  avendo  dall’indiana  aritmetica  le  regole  del- 
lo scioglimento,  abbia  conosciuto  il  rapporto  di  esse  con  i 
teoremi  di  Euclide  , e gli  abbia  loro  applicati  a dimostrazio- 
ne . Esse  regole  possono  aver  avuta  una  origine  meramen- 
te aritmetica;  poiché  la  verità,  su  la  quale  si  appoggiano: 
che  il  quadrato  di  una  quantità  di  due  parti  composta  è 
Vguule  ai  quadrati  di  ciascuna  delle  due  parti,  ed  al  dop- 
pio prodotto  di  una  con  l’altra  ; verità  si  bella  , e sì'  fecon- 
da ad  un  attento  calcolator  si  appalesa  in  ogni  moltiplica 
di  un  numero  di  due  cifre  per  lui  medesimo,  o sia  nella 
formazione  del  suo  quadrato.  Sia,  per  esempio,  da  formarsi 
il  quadrato  di  35.  Scrivendo  al  modo  indiano  il  35  sotto 
il  35,  e moltiplicando  in  primo  luogo  il  5 con  il  5 , si  ve- 
de tosto  il  quadrato  del  5;  procedendo  a moltiplicare  il  5 
di  sotto  con  il  3 di  sopra , poi  viceversa  il  3 di  sotto  con 
il  5 disopra,  comprendesi  nascerne  il*  doppio  prodotto  del 
3 con  il  5;  finalmente  moltiplicando  il  3 di  sotto  con  il 
3 di  sopra  si  presenta  il  quadrato  del  3 . É facile  traspor- 
tare la  verità  spontaneamente  oiTerentesi  nel  quadrato  di 
un  numero  qualunque  di  due  cifre  al  quadrato  di  un  nu- 
mero di  una  sola  figura , per  esempio  al  7 , concependolo 
diviso  in  due  parti,  per  esempio  4,  3.  Non  già,  che  non 
debbano  aver  avuto  gl’indiani  i geometri  loro,  ugualmente 
che  i greci;  ma  vo’  dire,  che  la  verità,  su  la  quale  l’ana- 
lisi delle  equazioni  di  secondo  grado  si  fonda  , non  ha  del- 
la geometria  una  necessità  assoluta,  e che  senza  di  questa, 
speculando  solamente  su  i numeri ,,  poterono  gli  eccellenti 
indiani  aritmetici  quella  inventare.  Concepisco  adunque  il 
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trattato  di  algebra  di  Moamad  ben  Musa  Khuarezmita  un 
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composto  d’indiana  aritmetica  dottrina  nell’essenza , di  eu- 
clidea dottrina  nel  modo,  o sia  nel  corredo.  Questo  com- 
posto concetto  e intorno  all’origine  dell’algebra  tra  gli  ara- 
bi ciò  che  in  ultimo  esame,  il  tutto  conciliando,  mi  par 
avervi  di  più  verisimile,  ed  a che  mi  appiglio,  abbando- 
nando un  altro  sistema  d’idee , che  dapprima  sorto  mi 
era  in  mente:  che  il  Khuarezmita  matematico,  esercitandosi 
in  aritmetiche  quistioni  , fosse  primieramente  dall’indiretta 
via  di  trarre  dagli  errori  il  vero  per  l’artifizio  delle  false  po- 
sizioni alla  bella  diretta  via  passato  di  trarre  dai  rapporti 
dello  sconosciuto  con  il  conosciuto  numero  il  valor  di  quel- 
lo pel  semplice  mezzo  di  equazioni  di  primo  grado;  che 
meditando  indi  su  la  geometria  di  Euclide,  e fissando  par- 
ticolarmente sul  quarto  teorema  del  libro  il  l’attenzione, 
avanzasse  di  un  altro  passo,  con  tirare  da  esso  l’analisi  del- 
le equazioni  di  grado  secondo.  Ciò  non  toglieva,  che  il  Khua- 
rezmita matematico  potesse  esser  detto  dell’araba  algebra 
inventore.  C^ì  salvo'  gli  rimanea  questo  glorioso  grido,  che 
già  in  Italia  godette.  Ma  che  prendersi  affare,  ed  usarsi 
violenza  per  salvargli  tal  gloria,  se  non  fu  sollecito  di  dar- 
gliela il  Caziiineo,  se  non  se  la  diede  egli  medesimo? 

§.  XV.  Non  ho  stimato  degno  di  esser  posto  nella  schie- 
ra degl’illustri  dotti,  de’  quali  ho  sopra  discusso  le  testi- 
monianze ed  i pareri,  il  Saverien  : tanto  sono  grossolani 
gli  errori,  de’  quali  è pieno  zeppo  l’articolo  di  lui  su  la  sto- 
ria dell’algebra.  Produrrollo  io,  o no,  sotto  lo  sguardo  del 
mio  leggitore?  Sarà  lo  scorrerlo  giovevol  cosa  a chi  troppo 
ama,  e grata  a chi  giustamente  apprezza  certe  opere  di 
ampissima  sfera,  qual  è ([nella  del  Saverien:  Histoire  des 
progrès  de  V esprit  ìiumain  dans  les  Sciences  exactes , et  dans 
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Ics  arts  qui  en  dependent . Les  mathématiciens  arahes  (dice 
egli)  sentirent  les  preniiers  le  défaut  de  V arithmétique  i et 
pour  y suppléer  ils  chercherent  a la  généraliser  en  calcu- 
lant  avec  des  caracteres  symholiques . Par  le  moyen  de  deux 
sortes  de  caracteres  ils  distinguerent  les  choses  conmies  de 
celles  qu’ils  ne  connoissoient  pas , et  f or nierent  aussi  ime  nou- 
velle  arithmétique  , qidils  appellerent  symbolique.  Dove  ha  egli 
il  Saverien  apparato  tutto  ciò?  Nous  ignorons  ( e lo  ignore- 
remo eternamente)  ce  que  c’étoient  que  ces  symholes  j et 
en  quel  tems  les  arabes  commencerent  à les  employer  : seu- 
lement  nous  savons  qu’en  suivant  cette  idée}  c’est-à-dire  en 
se  servant  d’expressions  ^générales  et  de  signes  universels , ils 
vinrent  à hout  de  calculer  non  seulement  ce  qu’ils  ne  con~ 

noissoient  pas  encore , mais  aussi  ce  qu’on  ne  sauroit  expri- 

nier  par  aucun  nomhre . Ils  firent  plus  : ils  soiimirent  au 
calcai  les  quantités  positives  et  les  quantités  négatives , et 
dès  lors  ils  résolurent  des  questions  , dans  les  quelles  il  s’agìs- 
soit  d’évaluer  en  méme  tems  et  le  hien  qiC un  homme  avoit } 
et  celui  qu’il  ne  possédoit  pas.  Bravi  arabi!  Sconsideratissimo 
Leonardo  di  Pisa,  che  trasportando  dalle  provincie  loro  in 
Italia  l’algebra,  lasciò  là  i simboli  e i calcoli  delle  quanti- 
tà negative!  Ma  e il  libro  di  Moamad  ben  Musa  Kluiarez- 
mita  come  vi  venne  di  si  belle  cose  sfregiato  ? On  croit  que 
ces  peuples  ont  appris  tout  cela  des  indiens . C’est  une  pré- 

tention  : e falsa,  tosto  che  gli  arabi  furono  i primi;  e ccmi 

essendo,  falsa  del  pari  l’opinion,  che  segue.  Il  y a des  éru- 
dits  au  contraire  3 qui  veulent  que  ce  soient  les  grecs  qui 
aient  enseigné  cette  invention  aux  arahes,  Quoiqu’il  en  soit , 
ceux-ci  ( gli  arabi  ) employoient  des  caracteres  grecs  ( curio- 
sa cosa!)  pour  exprimer  les  quantités  connues  et  les  quan- 
tltés  inconnues . Ils  purent  par  ce  moyen  décomposer  une  que- 
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suoni  pour  comparer  ensemble  ces  quantités , et  ih  formerent 
aitisi  une  arithmétique  symholique , ou  un  art  qu’ih  appelle- 
rent  Algial  W Almulkahala , (voleva  dire  Algiahara  et  Al- 
mukabala deux  mots  qui  signifient  reparer,  rétablir  ( si- 
gniliclierebber  lo  stesso  j , et  que  nous  avons  rendiis  par  le 
mot  algebre . Dopo  che  gli  arabi  hanno  fabbricato  un’arit- 
metica simbolica  di  caratteri  greci,  possiam  noi  pure  aver 
venduto  con  voce  araba,  ed  una  sola,  derivante  daU’un 
dei  nomi  arabi  di  essa , le  significazioni  di  ambedue . Si 
vegga  il  capo  il.  Les  ouvrages , qu’ils  (gli  arabi)  publie- 
reiit  sur  cet  arti  ne  sont  point  venus  jusqidà  nous  1 et  nous 
igìiorérions  la  découverte  qu’ils  en  ont  fatte  1 si  Diophante  1 
qui  vivoit  vers  le  milieu  du  quatrùeme  siede  ( vedi  cap.  iv 
§.  IV  ) ne  nous  l’eùt  appris  : on  peut  ménte  regarder  cet  au- 
teur  cornine  le  premier  algébriste . Son  livre  est  intitule  Que- 
stions  aritlimétiques  . C’est-là  qu’on  voit  les  progrès  que  les 
arabes  y avoient  faits  jusqu’à  ce  tems  . Dove  son  io  ! Leggo 
o sogno?  Diofanto  fu  egli  greco,  o arabo?  E se  fu  desso 
il  primo  algebrista , come  l’opera^  sua  mostra  i progressi 
deU’algebra  sino  al  tempo  di  lui?  Xilandre  dans  le  cinquìe- 
me  siede  traduisit  Vouvrage  de  Diophante  du  grec  en  latin . 
Et  environ  vers  le  huitieme  siede  un  arabe  nommé  Moham- 
med-ben-Musa  composa  un  traité  d’ algebre  1 dans  ìequel  il 
donna  la  résolutioii  des  problèmes  du  second  dégre  ; problémes 
qu’on  n’avoit  point  encore  résolus  parfaitement . Confusi  i ca- 
ratteri, confuse  le  lingue,  le  persone,  le  nazionali  attinen- 
ze lóro,  non  dovevano  andar  esenti  i tempi,  e conformità 
voleva,  che  fossero  essi  pure  confusi.  Lascio  di  Moamad 
ben  Musa,  primo  tra  i maomettani  a sapere,  ed  insegnar  di 
algebra , fatto  qui  un  tardo  algebrista  tra  loro , che  l’ana- 
lisi delle  equazioni  di  secondo  grado  perfeziona;  ma  Xi- 
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Janeiro,  che  di  tre  Secoli  lo  precede,  die  nel  secolo  quinto 
traduce  l’opera  di  Diofanto,  non  avendo  realmente  ciò  fat- 
to che  verso  il  fine  del  secolo  xvl.  Dio  buono!  qual  per- 
vertimento di  tempi  non  è questo  ? Si  può  pertanto  dare 
storia  di  falsità,  d’incoerenze  più  ridondante  di  quella,  che 
il  Saverien  olfre  dell’algebra?  Tristo  frutto,  ed  esempio  di 
una  inconsideratezza,  il  più  sovente,  uguale  al  coraggio  di 
troppo  vasta  intrapresa  ! 

APPENDICE. 

Del  grado,  al  quale  gli  arabi  giunsero  nell’analisi , 
e degli  scritti  loro  . 

JVIoamad  ben  Musa  Khuarezmita  espose  nel  suo  libro  di 
algebra  l’analisi  delle  equazioni  complete  di  secondo  grado; 
ma  non  toccò  certamente  alle  miste  di  terzo,  poiché  giran- 
do per  Italia  esso  libro  di  lui  , non  avrebbero  avuto  a stu- 
diare per  ritrovarne  lo  scioglimento  Scipione  Ferreo,  e Tar- 
taglia. E non  è maraviglia,  che  la  prima  algebra  dal  Khua- 
rezmita matematico  agli  arabi  insegnata,  alle  equazioni  di 
secondo  grado  si  limitasse.  Ma  fermaronsi  qui  sempre, "e 
tutti  gli  arabi  algebristi?  Ebbero  eglino  la  scala  dei  gradi 
aigebraici;  e quale  il  motivo,  quale  l’oggetto  di  questa  sca- 
la? Combinando  fra  loro  i gradi,  ciascun  con  tutti,  costrus- 
sero  delle  estese  tavole  dei  prodotti  loro  . L’uso  di  sì  fatte 
tavole  è chiaro:  ne  avean  bisogno,  e se  ne  valsero  ad  ab- 
bassare al  vero  grado  le  equazioni  di  grado  spurio;  per 
esempio,  per  abbassare  ad  x‘  z=zn  l’equazione  spuria  di  sesto 
grado  ac®  = 71  ed  alla  = la  ac® -H  jo  72  . 

Ma  non  dovette  esser  questo  tutto  lo  scopo,  tutto  l’utile 
della  scala,  anzi  nemmeno  il  primario,  e il  più  intrinseco, 
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Diofanto  premise  alle  quistloni  sue  la  scala  sua  de’  gradi , 
perchè  aveva  in  esse  a sciogliere  delle  equazioni  pure  di 
gradi  superiori:  è ben  naturale,  che  allo  stesso  intento  ah- 
bian  gli  arabi  formato  la  scala  loro  de’  gradi  . Sapevano 
eglino  per  dottrina  della  indiana  aritmetica  estrarre  non  so- 
lo la  radice  quadrata,  ma  del  pari  la  cubica;  con  ciò  era- 
no immediatamente  in  istato  di  sciogliere  non  meno  l’equa- 
zione pura  di  terzo  grado,  che  la  pura  di  secondo.  Com- 
ponendo la  estrazione  della  radice  quadrata  con  la  estra- 
zione della  radice  cubica,  poterono  facilmente  sollevarsi  allo 
scioglimento  di  tutte  quelle  equazioni  pure,  che  son  di  gra- 
do per  elevazion  quadrata  ed  elevazion  cubica,  cjuanto  si 
voglia  ripetute,  generato:  restavano  escluse  le  equazioni 
pure  de’ gradi,  che  non  sono  di  tal  generazione;  come  z:*=/7, 

x’zzz.n Io  ardirei  quasi  asserire,  che  fu  appunto  lo 

scioglimento  per  estrazione,  che  avevano  in  vista,  ciò  che 
determinò  gli  arabi  a considerare  per  elevazion  generati , 
piuttostochè  per  prodotto,  quei  gradi,  che  ammettono 
Tuna  e l’altra  considerazione;  a considerar  esempigrazia  x* 
piuttosto  come  ripetuto  cubo  che  come  prodotto 

X : onde  limitando  la  considerazione  del  generaraento 
per  prodotto  a quei  gradi,  che  questa  sola  permettono,  for- 
marono la  scala  di  due  ordini  differenti,  l’uno  all’altro  in- 
tramischiati . Questa  scala  dovette  esser  dagli  arabi  forma- 
ta, e stabilita  avanti  che  Moamad  AlBuziani  traducesse,  e 
comentasse,  verso  il  fine  del  secolo  x,  l’opera  di  Diofanto; 
poiché  altrimenti  abbracciata  avrebbero  la  scala  di  lui  , 
senza  pensare  a fabbricarne  su  di  una  nuova  ragione  una 
differente,  od  almeno  serbato  avrebbero  allo  sconosciuto  nu- 
mero Tantonomastica  appellazione  di  Numero,  e la  colloca- 
zione a primo  grado  della  scala.  Per  conseguenza,  giusta  il 
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mio  avviso,  prima  altresì  di  tal  epoca  presero  gli  arabi  a 
sciogliere  equazioni  pure  di  gradi  al  secondo  superiori 
Moainad  AlBuziani,  non  che  incontrare  nell’opera  di  Dio- 
fanto  equazioni  di  tal  sorta  da  risolvere  per  iterata  estra- 
zion  di  radice  quadrata  o cubica,  vi  trovò  da  estendere  so- 
pra più  composti  soggetti,  ed  in  più  sottil  maniera  esercitar 
le  idee  e le  regole  del  quadramente,  e cubamente.  Gli  pose 
Diofanto  sotto  degli  occhi  un  quadrinomio  di  terzo  grado  in- 
determinato, e gl’insegnò  a renderlo  con  razionale  valore  per- 
fetto cubo  di  un  binomio;  lo  condusse  ad  un  indeterminato 
quinquinomio  di  quarto  grado,  e ad  un  indeterminato  qua- 
drinomio di  grado  sesto;  e gli  artifizj  gli  scopri  per  far  dive- 
nir quello  un  esatto  quadrato  di  un  trinomio  di  grado  se- 
condo , e questo  un  quadrato  esatto  di  un  binomio  di  ter- 
zo (capo  V Quadro  algebraico  deH’analisi  di  Diofanto,  par- 
te il,  Artifizj  di  semplice  ugualità  num.  7,  8,  10).  Ciò 
non  basta  ; lo  portò  seco  ad  abbattersi  in  una  equazione 
completa  di  terzo  grado  (capo  iv  , §.  vii),  e gli  assegnò  del- 
lo sconosciuto  numero  il  valore.  Era  in  verità  equazione  di 
facile  scioglimento  ; se  Diofanto  abbia  inoltrato  Moamad 
AlBuziani  a maggiori  difficoltà;  se  lo  abbia  levato  più  alto, 
non  possiamo  noi  con  certezza  deciderlo,  che  non  abbiamo 
fuorché  la  prima  metà  dell’opera  di  Diofanto;  laddove  in- 
tera è a dirsi  che  l’avesse  Moamad  AlBuziani,  se  vale  il 
non  essere  dall’Abulfaragio , e dall’anonimo  egiziano,  nel  ri- 
ferir della  interpretazione,  notata  per  imperfetta.  Veduta 
da  Moamad  AlBuziani,  e da  quelli,  che  lessero  il  cemento 
di  lui  sopra  Diofanto,  l’equazione  di  terzo  grado  dal  greco 
analista  sciolta,  non  sarebbe  maraviglia,  anzi  cosa  natura- 
lissima , che  alcun  arabo  invogliato  si  fosse  di  tentar  altri 
simili  scioglimenti  di  cubiche  equazioni.  Montucla,  che  non 
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coiisiiderò , non  seppe  alcuna  delle  cose  sin  qui  osservate, 
pure  avverte  esistere  nella  Biblioteca  di  Leyden  un  mano- 
scritto intitolato:  Algebra  delle  equazioni  cubiche  j o Risolu- 
zione dei  problemi  solidi'^  opera  di  Omar  ben  Ibrahim  . Un 
libro,  che  ha  a tutto  suo  argomento  le  equazioni  cubiche,  e 
i problemi  solidi,  non  è a credere,  che  si  ristringa  al  pro- 
blemi solidi  delle  equazioni  cubiche  pure.  Sono  pertanto 
giusti  i lamenti  di  Montucla  : Que  des  faits  curieux  j et  peut- 
etre  intéressans  à d’autres  égards , n’y  auroit-il  pas  à recueillir 
dans  plusieurs  de  ces  manuscrits  ! Qu’il  est  à regretter  de  ce 
que  panni  ceux  qui  sont  à portée  de  les  consulte!' , et  qui 
connoissent  la  langue , dans  laquelle  ils  sont  écrits , il  n’y 
ait  pérsonne , qui  ait  le  zele  d’aller  au  de-là  du  titre  . Con- 
tro tutto  lo  esposto  nasce  una  difficoltà,  considerando,  che 
Leonardo  Pisano,  il  quale  nel  secolo  xil  fu  in  Africa  e 
in  Asia,  e di  là  portò  in  Italia  con  tutte  le  altre  parti  dell’ 
aritmetica  l’arte  algebraica  ancora,  il  quale  vantasi  di  dare 
nel  suo  abaco  la  piena  dottrina  de’  numeri,  plenum  numero- 
rum  doctrinam^  non  oltrepassa  però  l’equazione  pura,  e l’e- 
quazione completa  di  secondo  grado . Ma  non  manca  a me , 
secondo  i miei  divisamenti , una  qualche  risposta.  Dichiara 
Leonardo  di  aver  composto  il  libro  suo  tutto  dell’indiana 
dottrina,  di  qualche  cosa  di  Euclide,  di  qualche  cosa  del 
suo  : egli  si  arrestò  all’analisi  delle  equazioni  di  secondo 
grado,  non  altrimenti  che  Moamad  ben  Musa  Khuarezmita  , 
perchè  l’indiana  analisi,  almen  quella  dall’India  uscita,  non 
si  estendeva  più  in  là . Ecco  pertanto  tutto  il  mio  pensare 
su  l’algebra  araba.  Moamad  ben  Musa  Khuarezmita , .pri- 
mo ad  insegnare  ai  maomettani  l’algebra , trasse  dagl’in- 
diani scritti  l’analisi  delle  equazioni  di  primo  e secondo 
grado,  e la  parte  spettante  le  equazioni  complete  di  grado 
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secondo  di  euclidee  dimostrazioni  adornò,  e iniim  : i culto- 
ri delTalgebra,  che  gli  succedettero,  formarono  la  scala  dei 
gradi  , e sciolsero  le  equazioni  pure  di  que’  gradi  superio- 
ri, che  per  ripetuta  elevazion  quadrata  e cubica  si  genera- 
no : su  l’opera  di  Diofanto  passarono  a contemplare  , assog- 
gettarsi , trasferire  a determinata  forma  quadrata,  o cubica 
grincogniti  polinomi,  ad  acquistar  idea  di  una  equazione 
completa  di  terzo  grado,  e dello  scioglimento  di  essa;  quin- 
ci eccitati  altre  equazioni  cubiche , o complete  , o imper- 
fette si  finsero,  che  vessando  lo  ingegno  riuscirono  a scio- 
gliere; ma  sempre  forse  con  particolari  artifizj , nè  mai  con 
regola  generale.  Lo  zelo  degli  arabi  per  l’algebra,  il  pre- 
gio, in  che  presso  loro  tenevasi , apparisco!!  dalla  moltitu- 
dine degli  scritti  e dottrinali,  e poetici  su  di  essa.  In  tut- 
ti gli  arabi  libri  di  aritmetica,  di  logistica,  di  scienza,  o 
disciplina  di  numeri  universa,  ed  in  molti  eziandio  mancan- 
ti di  questo  espresso  aggiunto,  intender  debbesi  compresa 
l’algebra  come  parte.  Io  non  ripeterò  qui  di  essi  la  nota 
data  nella  mia  Storia  dell’ aritmetica , nè  mi  fo  carico  di  tut- 
ti enumerare  i libri  particolari  di  algebra , ma  solamente 
quelli,  che  nelle  biblioteche,  le  quali  ho  dovuto  leggere, 
mi  è avvenuto  di  trovar  registrati . 
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SCRITTI  ARABI  DI  ALGEBRA. 
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Scritti  lodati  nella  Biblioteca  arabica  de*  filosofi^  tradot- 
ta in  latino  dal  Casiri  nel  tomo  I della  sua  Biblioteca  ara- 
bico-hispanica  . 

Aìimad  ben  Mohamad  ben  Meruan  Ehn  Althajeb  persa 
Sarkhasensis  f Jacobi  ben  Isaaci  Alchindi  auditor.  — Lib.  De 
arithmetica , algebra  ^ et  comparatione  seu  proportione . 

Alì  ben  Alimud  Alomrani  Muselensis . — Comment.  in  li- 
bros  de  algebra  jamdudum  evulgatos  ab  Abì  Kamelo  Schagia 
ben  Aslam  qui  Aegyptius  calculator  vocitatur . — Fatis  con- 
cessit  an.  egirae  3^4,  Christi  955. 

Alhassan  ben  Alhassan  ben  Alhaitam  Abu  Alì  ortu  Baso- 
rensis  i Aegypti  incoia  — Scholia  in  algebram.  — Obiit  an. 
egirae  480 , Christi  1039. 

Mohamad  AlBuzgiani  — Commentarius  in  librum  Alkhua- 
rezmitae  mathematici  de  algebra.  — Comment.  in  librum  Dio- 
phantis  de  algebra.  — Comment.  in  librum  Abì  laida  de  al- 
gebra . — Demonstrationes  propositionum j quae  in  Diophanti 
libro  occurrunt  . 

Thabetus  ben  Corrali  ....  qui  vulgo  Thebit  appellatur , 
natus  Carrhae  an.  egirae  221,  Christi  835.  — Problemata 
algebrica  geometricis  demonstrationibus  demonstranda . 

Scritti,  al  riferir  del  Casiri,  esistenti  nella  Biblioteca 
delTEscuriale  . 

Abì  Zaid  Ahdelrahmanus  Alì  ben  Omar  Aldalaili  Cordu- 

herisis . — Opus  de  algebra  tìtulo  operationum  arithmeticarum 
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analysis  cum  Commentariis  Alì  Othaman  Said  ben  Mohamad 
ALocbani  granatensis . 


2.3  I 

Ahi  Aldalla  Mohamad  ben  Omar,  vulgo  ben  Badr  his- 
palensis  — T ractatus  tripartitiis  exaratus  anno  egirae  744  ^ 
Christi  1348^  ubi  de  logistica,  apologistica,  et  analogistica 
Aisseritur  hac  inscriptione , algebrae  et  comparationum  epitome. 

Poèma  ex  hemistichiis  constans  ejusdem  argumenti , qiiod 
Mohamad  ben  Alcassem  granatensis  tractatum  de  algebra 
proxime  memorotum  illustraturus  condidit  an.  egirae  711. 

Anonyrni  Poèma  de  algebra  . 

Khogia  Nassireddinus  Thusaeus . — Ariihmeticae  et  alge~ 
brae  compendiiim  in  cap.  Xll  distributum  . — Floruit  an.  egi- 
rae 663  , Christi  1264. 

Scritti  mentovati  daH’Herbelot  nella  sua  Biblioteca  orien- 
tale alla  voce  Gebr. 

Boème  compose  d'hémistiques  sur  V algebre , par  Ebn  fas- 
sin  , ou  Jasmin  . 

Les  merveilles  de  V algebre.  — Livre  compose  par  Pakhred- 
din  At  addir . 

Le  dernier  terme  oìi  Von  peut  arriver,  et  le  plus  grand 
effort  de  V esprit  humain  sur  t algebre.  — Ouvrage  d’Ebn  Al- 
Ilareth  Alkhovarezmi . 

Les  fondemens  et  les  principes  de  V algebre  , par  Anburi. 

Scritto  al  fine  del  tomo  I della  Biblioteca  Orientai  Va- 
ticana illustrata  dall’Assemani , riposto  tra  quelli,  che  egli 
stesso  recò  dall’oriente  . 

Mohammad  Abu-Abdalla  ben  Mohammad  ben  Amri  pha- 
nuchensis . — De  algebra. 


CAPO  VII. 


De  progressi  dell' algebra  da  Leonardo  Pisano 
a Fra  Luca  Pacioli . 


§.  I.  ivi  ancherebbe  a questo  Capo  la  materia , se  vero 
fosse  ciò  cbe  nella  parte  iil,  libro  ni,  art.  iv  asserisce 
il  Montucla  ; U algebre  de  Lucas  de  Biirgo  ne  va  pas  au  de- 
là des  équations  da  second  dégré . E non  fu  di  ciò  ripeter 
contento  il  Bossut  nel  discorso  preliminare  alla  parte  mate- 
matica della  Enciclopedìa  metodica^  ma  volle  di  più  aggiu- 
gnere  nella  pagina  xxx  : On  prétend , que  Lucas  de  Burgo 
na  pas  été  aiissi  loin  que  les  arahes  ^ ni  méme  que  Léo- 
nard de  Pise,  quoiqu’il  lui  soit  postcrieur . E da  dii  si  pre- 
tese tutto  ciò?.  Orsù,  io  bo  già  fatto  vedere  sin  dove  giun- 
sero gli  arabi,  dove  nel  suo  abaco  arrestossi  Leonardo:  ve- 
diamo, ad  un  fondato  e giusto  giudizio,  cbe  ci  esibisca  nel 
volume  suo  Frate  Luca. 

§.  IL  Al  fine  della  pagina  148  prende  egli  a trattare 
dei  capitoli^  equazioni  diremmo  noi,  proporzionali^  dicendo, 
cbe  li  prischi  antecessori  hanno  strette  lor  forze  operative  a 
sei  capitoli,  alli  quali  poi  proportionaliter  infiniti  altri  si  pos- 
sono formare.  I capitoli  proporzionali  cbe  quivi  scioglie,  so- 
no, al  nostro  modo  di  esprimere, 

© 4.  04  D o 4 ^ 

I.  X = 71 2.  X =7ZJC i.  X = nx 

4 . X -H  n = ^ X ....  5.  X q x =■  n ....  0.  x =.  n -H  q x . 
Ma  in  oltre  dai  problemi  17  e 20  su  le  quantità  continua- 
mente  proporzionali  a questo  luogo  rimise  la  intelligenza 
dello  scioglimento  della  equazione  x* <7  x^=  , del  quale 
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anticipò  colà  intanto  II  resultato,  cioè  il  Valore  di  x . E le 
parole  teste  recate  di  lui  apertamente  manifestano , che  sen- 
za limite  estese  egli  Fra  Luca  le  idee  sue,  tutte  in  un  sol 
atto  comprensivo  della  mente  abbracciando,  di  qualunque 
grado,  le  equazioni  della  forma  in  genere  f y x'”  ~-\-n  = o , 
e di  tutte  intendendo  dar  norma^di  scioglimento  nell’inse- 
gnare  il  modo  di  sciogliere  le  tre  di  quarto  grado  qui  so- 
pra espost^.  Di  fatto  dopo  la  spiegazione  di  tal  modo  con- 
cliiude  ; E quello  che  abbiamo  dedutto  di  censo  de  censo  se 
liabi  a intendere  de  qualunca  altra  dignità  proportionaliter . 
Chiama  poi  Fra  Luca  codeste  equazioni  proporzionali  a quel- 
le del  secondo  grado perchè  siccome  nell’equazione  in  ge- 
nere del  secondo  grado  x'-^qx-^n=.o  vi  ha,  rispetto  ai 
gradi  di  x,  il  medesimo  intervallo  dal  termine  n al  termine 
qx,  e da  questo  al  termine  x’ ; non  altrimenti  nell’equa- 
zione, ad  esempio,  x®^f7x*^n  = o,  ed  universalmente  nel- 
la  x"^™  ^ <7  x”  ^ 7?  — o , l’intervallo  dei  gradi  di  x è ugna- 
le dal  termine  n al'^t^mine  ^x”^,  e da  cpiesto  al  termino 
X®”*.  Or  non  «si  può  concepire  questa  uguaglianza  d’intervalli 
ne’  gradi  di  x,  se  nel  termine  n non  si  concepisca  x a gra- 
do zero,  senza  però,  che  n sia  moltiplicato  per  zero,  poi- 
ché altrimenti  il  termine  n non  sussisterebbe,  cadendo  a 
zero.  Noi  concepiamo  n moltiplicato  per  x”,  e dimostria- 
mo, che  x°  è = I , il  perchè  la  moltiplica  di  n per  x'  non 
annienta,  nè  altera  per  alcun  modo  n.  Io  non  dirò  giam- 
mai, che  Fra  Luca  ebbe  queste  idee;  ma  altrettanto  non 
mi  si  negherà,  che  fu  qualche  cosa  di  queste  idee,  un  ru- 
dimento di  esse,  un  primo  passo  alle  medesime  il  conside- 
rare nel  termine  n l’incognita  quantità  x a grado  zero,  sen- 
za alteramento  del  valore  di  esso  tz  , ed  il  paragonare  lo 
stesso  grado  zero  di  x con  gli  altri  gradi  numerici  di  lui , 
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e misurarne  gVlntervalli . Spanclesi  quinci  lume  su  la  sca- 
la de’  gradi  dagli  arabi , e poi  dai  primi  nostri  analisti 
usata  (capo  vi,  §.  x):  il  numero  noto  n posto  a primo 
grado  della  scala  comparisce , a non  penetrar  più  oltre , 
una  cosa  alla  scala  medesima  estranea,  e affatto  slegata  dai 
gradi 'di  x;  ma  il  legame  vi  si  concepisce,  se  ad  n s’inten- 
de accoppiato  x a grado  zero.  Noi  siamo  soliti  chiamare  le 
equazioni  della  forma  x^'^^  ^ x”" ^ n = o , Equazioni  deriva- 
tive del  secondo  grado  ^ perchè  la  forma  loro  dalla  forma  di 
quelle  del  secondo  grado  deriva  . Non  dèe  dispiacere  il  no- 
me primo  loro  imposto  di  equazioni  a quelle  del  secondo 
grado  proporzionali.  E si  osservi,  che  oltre  a prender  que- 
sto titolo  nel  significato  di  somiglianza  nella  gradazione  de’ 
termini,  si  può  dargli  un  senso  più  profondo.  Sia,  a spie- 
garmi, da  scioglier  l’equazione  x^ q x^"  — /?  = o : posto 
codesta  equazione  di  ottavo  grado  si  trasforma  nel- 
la equazione  di  secondo,  X' q X — ;2  = o;  esupposto,  per 
lo  scioglimento  di  questa,  determinato  il  valore  di  X,  si 

troverà  poi  x — f^X=:  X ^ . Ora  X è il  quarto  termine 
di  una  proporzione  continua  cominciata  da  A,  cioè  della 

S " * _ ^ 

proporzione  continua  X^:X^:X^  :X^  Dunque  suppo- 
nendo due  equazioni  : i jc’  -t-  ^ JC  — ;?  = o ; 2."  a'  -l-  — 

«=o,  nelle  quali  le  quantità  p,  n sieno  le  medesime, 
passa  tra  le  radici  della  prima,  e le  radici  della  seconda 
un  determinato  rapporto  di  continua  geometrica  proporzio- 
.ne;  cioè  la  radice  della  seconda  è quarta  continua  propor- 
zionale dalla  radice  della  prima  discendendo  per  gli  espo- 
nenti rotti  Y , o reciprocamente  la  radice  della  pri- 

ma è la  quarta  continuamente  proporzionale  dalla  radice, 
della  seconda,  ascendendo  per  esponenti  interi  nella  prò- 


gressioiie  x 
o 


X ; X 
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E in  generale  supposte  due  equa- 
zioni : i."  ^ ac  = o ; x“”*  ^ x"* 72  = o , le  quali 

abbiano  ai  termini  gli  stessi  segni,  e comuni  le  quantità 

p,  w,  la  radice  della  seconda  sarà  una  m’  " proporzionale 
continua  dalla  radice  della  prima,  discendendo  da  i per 

wi' — a m — 3 I 

, e recjproca- 

m m m i 


gli  esponenti  rotti 


mente  la  radice  della  prima  sarà  la  continua  propor- 

zionale dalla  radice  della  seconda,  ascendendo  da  i per  gli 
esponenti  interi  2 , 3 , 4 ....  w.  Per  due  versi  adunque 
alle  equazioni  della  forma  x""”  ^ ^ x"*^ /z  = o , egregiamen- 
te conviene  il  titolo  di  proporzionali  a quelle  di  secondo 
grado  ; e perchè  procedendo  i gradi  delTincognita  nei  tre 
termini  delle  urie,  e delle  altre  con  due  uguali  intervalli, 
ciascun  la  metà  del  grado  dell’equazione,  cioè  della  gran- 
dezza m,  essendo  il  grado  dell’equazione  2 m , tengono  con- 
seguentemente un  situile  e proporzionato  processo  di  arit- 
metica progressione  j e perchè  le  radici  delle  une  hanno  al- 
le radici  delle  altre  un  determinato  rapporto  di  continua 
proporzionalità  geometrica.  Per  le  quali  cose  rendesi  mani- 
festo essere  il  titolo  di  equazioni  proporzionali  a quelle  di 
secondo  grado  più  significante  che  il  titolo  di  derivative  di 
esso.  Del  rimanente  non  è nuovo,  o recente  questo  titolo, 
usato  avendolo  Cardano , il  quale  sul  principio  della  sua 
Arte  magna' scn\e,  che  ai  capitoli  da  Leonardo  Pisano  tra- 
mandati furono  dopo  lunghi  intervalli  di  tempo  da  incerto 
autore  aggiunti  tre  capitoli  derivativi  , i quali  però  Luca 
Paciolo  pose  con  i principali.  Post  multa  vero  temporum  in- 
tervalla tria  capitala  derivativa  illis  3 quae  Leonardus  Pisa- 
nus  reliquit  3 addita  sunt  incerto  authore , quae  tamen  cum 
principalihus  a Luca  Paciolo  posila  sunt . Al  dir  del  Carda- 
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no  Fra  Luca  non  si  può  riguardare  per  l’autor  dello  scio- 
glimento delle  tre  equazioni  x''+-n=.qx\  q x"  n ^ 

== /z -4- (7  che  sono  le  tre  più  immediatamente  deriva- 
te , o con  proporzione  più  immediata  formate  dalle  tre  di 
secondo  grado  x'^  n =.q  x ^ x^  q x=.n  ^ x'  z=n  q x , 
e delle  quali  Cardano  intende  parlare.  E di  vero  Fra  Lu- 
ca, lungi  dalTarrogarsi  l’invenzion  di  tali  equazioni,  e de- 
gli scioglimenti  loro,  dice  in  espressi  termini  che  si  danno 
per  essi  regole  ordinarie.  Non  disse  però  tutto  Cardano  in 
dire,  che  Luca  Pacioli  pose  nel  suo  volume  esse  tre  equa- 
zioni, avendovi  eziandio  anticipatamente  posta,  e sciolta  la 
equazione  più  alta  e di  ottavo  grado,  5C* H- </ = « , getta- 
to lo  sguardo  delTintelletto  , ed  il  parlare  su  la  infinita  mol- 
titudine di  simili  equazioni,  ed  avvertito  di  a tutte  traspor- 
tar le  regole  di  risoluzione  applicate  a quelle  tre;  e disse 
male  in  dire,  che  Fra  Luca  pose  le  medesime  tre  equazio- 
ni con  le  principali,  avendole  egli  trattate  a parte,  e del 
nome  di  proporzionali  a distinzione  insignite  . Soggiugne 
Cardano  , che  letto  avea  pure  , che  in  seguito  erano  stati 
da  ignoto  analista  inventati  tre  altri  capitoli  derivativi  non 
mai  usciti  alla  luce,  sebhen  dei  primi  di  gran  lunga  più 
utili,  siccome  quelli,  che  insegnavano  la  estimazione,  o sia 
determinazion  del  valore  dell’incognita  quantità,  allorché  si 
uguaglian  tra  loro  cubo-cpadrato,  e cubo  di  essa  incogni- 
ta quantità,  e numero  dato.  Deinum  etiam  capitala  alia  tria 
derivativa  a quodam  ignoto  viro  inventa  legi , haec  tamen  mi- 
nime in  luceni  prodierant , cum  essent  aliis  longe  utiliora  ^ 
nani  ciibi  et  numeri  et  cubi  quadrati  aestimationeni  docebant. 
I tre  capitoli  derivativi  ^ di  cubo-quadrato,  di  cubo,  di  nu- 
mero, come  qui  Cardano  accenna,  composti,  sono 

H z=.q  X 2.  a -h  ^ 2 « . . . . 3.  X = n -\-q  X . 


ì.  X 


Ma  e non  erari  questi  compresi  negli  infiniti  capitoli  pro- 
porzionali da  Fra  Luca  contemplati?  Non  si  può  dubitarne. 
Forse  che  non  bastavano  le  regole  da  lui  date,  e che  dai 
più  bassi  volle  ai  più  alti  capitoli  proporzionali  trasferite  ; 
forse  che  non  bastavano  esse  regole  a sciogliere  codesti  tre 
in  una  maniera  generale  e compiuta,  e a ciò  intese  lo  stu- 
dio suo,  e riusci  l’ignoto  autore?  Io  non  posso  dilucidar 
questo  punto , se  non  mostrando  ciò  che  importa  il  gene- 
rale, e compiuto  scioglimento  della  equazione  x’”  — j- 

n = nel  che  son  difettosi  gli  stessi  libri  moderni  di  ana- 
litico ammaestramento.  A proceder  con  ordine,  e chiarezza 
farò  principio  daU’equazione  di  tal  sorta  più  semplice,  cioè 
da  quella  di  cjuarto  grado,  deH’ultima  analisi  della  quale, 
senza  questo,  io  già  doveva  ad  altro  oggetto  parlare,  a 
render  cioè  palese , cosa  quanto  all’antica  analisi  onorevole, 
ignorata  altrettanto  . E non  so  se  non  dovrà  rimpetto  all’an- 
tica soffrirne  l’analisi  moderna  qualche  offuscamento. 

§.  III.  Data  a sciogliere  l’equazione 
con  aggiugner  da  ambe  le  parti  ® trasporre  ^ 

ha  x^ -^q  x' q' =.-^  onde,  estraendo  la  radice, 

x'  —{-  — q -=.  ^ <7*  z:|:  n ^ , e quinci  poi,  trasposto  q^, 


ed  estratta  di  nuovo  la  radice  x = q . 

L’analisi  dell’equazione  data  non  è qui  iinita  : lo  sciogli- 
mento compiuto  di  essa  ricerca  un  altro  atto,  che  io  chia- 
merò l’ultimo  atto  analitico,  ed  è l’estrarre  la  radice  qua- 
drata dalla  quantità  H-  ^ q ^ /(  Questa  com- 

prende quattro  casi , che  sono 


5:  -i-  ~ q — n 
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Della  prima  quantità,  essendo  negativa,  non  si  può  estrar- 
re radice  quadrata;  e tal  espressione  di  x , che  noi  chia- 
miamo valor  di  lui  immaginario,  non  fu  dai  primi  nostri 
analisti  considerata.  La  seconda  fu  da  essi  presso  a Euclide 
chiamata  binomio^  in  quanto  di  due  nomi,  o due  parti  tra 
lor  incommensurabili  composta.  Alla  terza,  ed  alla  quarta, 
nel  caso  di  esser  positive  dieder  gli  antichi  italiani  il  nome 
di  reciso^  corrispondente  a quello  da  Euclide  usato  di  apo- 
tome  ^ e significante  l’elfetto  inesprimibile  del  rescindimento 
di  una  quantità  da  altra  a quella  incommensurabile.  Nell’ 
algebraico  linguaggio  odierno  l’appellazion  di  binomio  esten- 
desi  al  complesso  di  due  c^uantità  cjualunque,  sieno  anche 
tra  loro  commensurabili,  ed  ambedue  razionali,  e sieno  o 
congiunte,  o disgiunte,  e a cosi  dire  l’una  dall’altra  reci- 
sa . Il  vocabolo  di  reciso  non  si  ode  più  . L’Eulero  nei  suoi 
Elementi  d’algebra^  capo  vili,  prende  di  proposito  a trattar 
de  V e xtr action  des  racines  quarrées  des  binomes  ; ed  inco- 
mincia con  definire  : On  nomine  en  algebre  un  binome  ime 
quantité  composée  de  deux  parties  , qui  sont  ou  tout  affectées 
du  signe  de  la  tacine  quarrée  ^ ou  dont  Vune  au  moins  ren- 
ferme  ce  signe.  Sotto  la  quale  definizione  nota  quegli,  che 
tradusse  essi  Elementi  dalla  lingua  alemanna  alla  francese  : 
Quoique  dans  Valgebre  on  nomine  en  général  binome  une  quan- 
tité composée  de  deux  terines  3 M.^  Euler  a jugé  à propos  d’ap- 
peller  ainsi  en  particulier  les  expressions  que  les  analystes 
franqois  designent  par  quantités  en  parties  commensurables  et 
en  parties  incommensurables . Questa  appellazione  francese,  ol- 
tre che  non  abbraccia  tutta  la  definizion  di  Eulero  , è trop- 
po lunga,  e non  bene  conviene  al  genio  del  linguaggio  al- 
gebraico, che  cerca  d’essere  al  possibile  conciso  e spedito. 
L’Eulero  ha  fatto  fare  al  vocabolo  binomio  il  primo  passo 


retrogrado  alla  sua  particolarità  nativa.  Sarebbe  bene  far- 
gli fare  il  secondo,  separandone  l’idea  di  due  quantità  fra 
loro  incommensurabili  l’una  daU’altra  didotta,  che  l’Eulero 
vi  lasciò  compenetrata , riconfinandolo  a significar  non  al- 
tro che  il  congiungimento  di  due  quantità  incommensura- 
bili tra  loro,  e ritornando  al  disgiungimento  di  esse  il  suo 
distinto  nome  di  reciso.  E non  mancherebbe  altro  vocabolo 
per  significare  in  universale  ampiezza  il  complesso  di  due 
quantità  qualunque,  e con  qualunque  segno  tra  loro.  Il 
semplice  vocabolo  bino  non  potrebbe  egli  servire?  e così 
trino  in  vece  di  trinomio.,  quadrino  in  vece  di  quadrinomio...^. 
Abbiansi  però  questi  in  conto  di  riflessi  ad  occasion  data 
gettati.  La  cosa  di  mio  proposito,  e di  momento  si  è la 
via,  che  gli  antichi  italiani  analisti  tennero  per  estrarre  la 
radice  quadrata  dai  binomi  e dai  recisi,  siccome  richiedesi 
a render  compiuta  l’analisi  delie  equazioni  proporzionali  a 
quelle  del  secondo  grado.  Il  dirò  io  : il  si  crederà  egli,  che 
la  maniera  loro  fu  più  legittima,  più  retta,  più  elegante 
eziandio  dell’odierna?  Si  darà  il  giudizio  dopo  che  io  le 
avrò  poste  a confronto.  Adoperarono  gli  antichi,  non  come 
noi,  uno,  ma  tre  teoremi  a base  del  metodo  loro. 

Teorema  /.'Qualunque  sieno  le  quantità  a,  Z»  il  quadra- 
to del  binomio,  o reciso  è ~4-  2.ah  b\ 

Teorema  II.  La  somma  dei  due  quadrati  è mag- 

gior del  rettangolo  doppio  i ab  . L’eccesso  anzi  è uguale  ad 
a‘ — 2aà-i-Z>*=:(a  — Z»)*,  ovvero  (b  — a)\  cioè  al  qua- 
drato dell’eccesso  della  quantità  maggiore  sopra  la  minore. 
Cosi  è,  a meno  che  a,  b non  sieno  quantità  immaginarie, 
che  propiamente  non  meritano  il  nome  di  quantità,  e del- 
le quali  non  erasi  sino  a Fra  Luca  introdotta  la  considera- 
zione, molto  meno  il  computo  cresciuto  oramai  a lussuria. 
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Teorema  III.  TI  prodotto  dei  due  quadrati  l’uno  in  l’al- 
tro uguaglia  la  quarta  parte  de!  quadrato  del  doppio  ret- 
tangolo, cioè  y.  h"  ■=.^^  a'  h\ 

Supposti  questi  teoremi,  rappresenti  un  qualun- 

que binomio,  o reciso,  concependo  una  alinen  delle  quanti- 
tà o ilf,  od  m irrazionale;  ed  elevate  ambedue  le  quantità 
a quadrato,  sia  M la  più  potente,  o sia  quella,  il  cui  qua- 
drato possa,  o vaglia  più,  ed  m la  meno  potente.  Chiame- 
remo perciò  M con  gli  antichi  il  nome,  o co’  moderni  il 
termine  maggiore,  ed  m il  nome,  o termine  minore.  Vo- 
lendo da  Mz^m  estrarre  la  radice  quadrata,  e supponen- 
do questa  rappresentata  per  «ri:  ^5  ne  segue  dal  teorema 
secondo  , che  il  maggior  nome  M è quello  che  debbe  com- 
prender l’aggregato  dei  due  quadrati  a"-hò\  ed  il  minor 
nome  m quello  che  pareggiar  dèe  il  doppio  rettangolo  2 a ò . 
E per  il  terzo  teorema  s’inferisce,  che  il  prodotto  dei  due 
quadrati  x deve  uguagliarsi  ad  Quindi  compo- 

nesi  la  regola  . 

Regola.  Si  divida  il  maggior  termine  in  due  parti,  le 
quali  moltiplicate  fra  loro  producano  la  quarta  parte  del 
quadrato  del  nome  minore;  la  somma  delle  radici  di  tali 
parti  sarà  la  radice  del  proposto  binomio;  e la  differenza 
la  radice  del  reciso  . 

Ma  quale  sarà  l’artifizio  a dividere  il  maggior  nome  M 
in  .due  parti , che  adempiano  la  condizione  stabilita?  Qui  è 
dove  dopo  la  più  grande  giustezza  si  fa  innanzi  a splende- 
re la  più  semplice  eleganza  del  metodo  . Per  la  v del  il  di 
Euclide  dividendo  una  grandezza  qualunque  M in  due  par- 
ti uguali  ^ M — M ed  in  due  parti  disuguali  -E  ilf  2, , 
~'M — z,  il  prodotto  di  queste,  più  il  quadrato  della  in- 
termedia quantità  % si  uguagliano  al  quadrato  della  metà 
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M \ cioè  ^ J/-f-  z ) ^ Jf  — z ^ -4-  z"  r=:  31'";  quinci  ne 

segue  z*  = -i  31"  — ^ y 31  -i~  z ^ ^ ^ 31  — z^  . Ma  questo 
prodotto  delle  parti  sconosciute  deve,  per  la  condizione  nel- 
la regola  prescritta,  essere  =z  ~ ni  ; dunque  z z=l  — M'  — 

conseguentemente  zz=.~^^3r — 772’);  laonde  per  fine 

iW -t-  Z ^ ^ m)) 

formula  che  segnerò  e che,  a esteso  spiegare,  vuol  dire 

Adempimento  della  prescritta  regola  . Dal  quadrato  del 
termine  maggiore  del  proposto  binomio,  o reciso,  si  tolga  il 
quadrato  del  termine  minore;  si  prenda  la  metà  della  ra- 
dice del  residuo,  e si  aggiunga  alla  metà  del  termine  mag- 
giore , e si  avrà  la  maggiore  delle  due  parti  cercate  di  es- 
so termine  maggiore;  si  sottragga  la  medesima  metà  della 
radice  del  residuo  dalla  metà  del  termine  maggiore,  e si 
otterrà  di  questo  la  cercata  parte  minore;  per  ultimo  si 
piglino  di  queste  parti  del  termine  maggiore  le  radici  , e 
congiungendole  si  conseguirà  la  desiderata  radice  del  bino- 
mio 31 m ^ disgiungendole  la  radice  del  reciso  31 — m. 

La  cosa  riceverà  lume  vie  più  chiaro  da  un  esempio. 
Abbiaci  pertanto  un  problema  condotti  alTequazione  — 14 
x^=65.  Si  avrà  per  i primi  atti  analitici  x — H:4K7)- 

Per  ultimo  atto  analitico  si  debbe  effettuare  la  estrazione 
indicata  della  radice  del  binomio,  e del  reciso  7rdr4f^7- 
Stando  all’antica  analisi  dir  dovrei  sol  del  binomio  7 -+- 
4|/^7;  poiché  essendo  il  reciso  7 — 4 f^7  negativo,  e per- 
ciò divenendo  la  radice  quadrata  di  esso  immaginaria  ed 
assurda,  dovrebbesi  rigettare,  senza  impiegarvi  alcuna  fati- 
ca. Ma  si  soddisfaccia  eziandio  al  sottil  genio  dell’analisi 
moderna,  che  in  alcuni  casi  con  vantaggio  adopera  le  radi- 
si 
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ci  immaginarle.  Cominciamo  dall’estrarre  la  radice  quadra- 
ta dal  binomio  . Essendo  (4  f/'7)*=  1 1 2 > 7*=  49; 

dunque  per  il  teorema  secondo  fingendo  a-hb  la  radice 
quadrata  di  il  termine  maggiore  4 f^7  sarà  quel- 

lo, che,  quantunque  irrazionale,  converrà  riguardare  come 
l’aggregato  dei  due  quadrati  -^b\  considerando  quinci  il 
termine  minore  7 come  uguale  al  doppio  rettangolo  2.  ab. 
Fatto  pertanto,  ad  applicar  la  formola  M = 

??z  = 7 , si  troverà 

Procediamo  alla  immaginaria  radice  7 — 4(^7}- 
può  questa  risolvere  nei  due  fattori  4 f/7  ) — 7 x f — i : 
laonde  l’affare  riducesi  ad  estrar  la  radice  quadrata  dal  re- 
ciso 4 f^7  — 7,  e moltiplicarla  poi  con  y — i.  Avremo 

dunque  — 4F^7)=(Kt^7  — ^ * • 

Si  è estratta  la  radice  cjuadrata  di  un  binomio  avente 
il  suo  maggior  termine  irrazionale,  ed  il  minor  razionale, 
detto  per  ciò  da  Fra  Luca  dietro  le  distinzioni  di  Euclide 
binomio  secondo',  si  è estratta  una  radice  immaginaria,  ri- 
ducendone l’estrazione  a quella  della  radice  di  un  reciso  di 
quantità  razionale  sottratta  da  una  quantità  irrazionale,  chia- 
mato, giusta  le  medesime  euclidee  distinzioni  reciso  secondo: 
ed  ho  a bello  studio  scelto  una  equazione  , che  portasse  a 
tali  estrazioni,  onde  manifesta  risaltasse  la  discrepanza  tra 
l’antico  metodo , ed  il  moderno  . Dovendosi  estrarre  la  ra- 
dice quadrata  dal  binomio  P y Q ^ si  opera  oggi  così  : 
Ponesi  y(^P y Q)=  yx yy ^ onde  quadrando  ne  vie- 
ne l’equazione  P-+-yQ'=-x-\-y-^2.yxy^  la  quale,  per 
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ragione  di  paragonare  razionali  a razionali  , irrazionali  ad 
irrazionali,  si  spezza  nelle  due  = 2.y^xy~y''Q, 

dalle  quali  quadrando  ne  nascono  le  due  ^ x y y*  •=. 

F"  \ ù^xy=.Q^  e sottraendo  questa  da  quella,  proviene 
x‘ — 2xy-^y‘  = F^  — Q;  e quinci,  estraendo  la  radice, 
x — y=f/^(F'‘ — Q);  onde  sommando  con  x-i-y  = F,  e 
da  questa  medesima  sottraendo,  ne  risultano  in  ultimo 

— Q P — F(P"  — Q . 

/v*  ■■  ■ — . ■ . I-  — ^ 7/  ■ — ^ 


rciò  = 


•Q) 


■F 


-p+np^—Q) 


e per 

Vedi  Eulero  Elementi  di  algebra  §.  669  e seg. . Alcuni  con 
il  supposto  P H-  ) =■  X -4-  p^y  congiungono  , come 
intrinsecamente  ad  esso  legato,  il  supposto  P -H  j = 
yx — yy^  e moltiplicando  l’una  con  l’altra  queste  due 
equazioni  ne  tirano  immediatamente  y(  P” — Q ^ z=  x — y, 
e terminai!  poi  come  teste  si  è mostrato.  E quelli  ancora, 
che  a tal  compendio  della  posizione  y(F — yQ)-=zyx — 
yy  non  valgonsi,  la  stabiliscono  però  come  di  sua  natura 
in  ogni  caso  la  propria  allo  scioglimento  di  y{P — yQ)y 
e la  corrispondente,  anzi  di  necessità  conseguente  alla  po- 
sizione y(  P y Q ) =.  y x-H  yy  . Entriamo  all’esame  di 
questo  moderno  operare,  e pensare.  Posto  primieramente 
P = 7,  Q=:ii2,  trovansi 

74-PC49— Ila)  . ..  7— PC 49  — Ila) 

X — ^ , y — - 


e riducendo  x = ^-F~y^—j-,  ^ 7 ; quinci 

Sono  qui  dunque  le  parti  della  radice  immaginarie;  laddo- 
ve con  l’antico  metodo  da  Fra  Luca  esposto  a pagina  126 
risultavano  reali.  E donde  differenza  cotanta?  Dal  tenersi 
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iieiraiitico  metodo  ad  inviolabil  legge  di  prender  per  rap- 
presentante della  somma  dei  quadrati  delle  due  parti  della 
radice  cercata  il  termine  del  proposto  binomio  più  potente, 
ancorché  irrazionale,  e dal  prendersi  nel  moderno  metodo, 
con  legge  diversa,  a rappresentante  di  essa  somma  de’  qua- 
drati delle  due  parti  della  cercata  radice  il  termine  razio- 
nale , ancorché  meno  potente . E qual  di  queste  due  leggi 
è la  giusta,  la  conforme  alla  natura?  La  prima  senza  dub- 
bio. Il  fare  la  somma  dei  quadrati  delle  parti  f/x , y , 
cioè  x-f-?/  = P,  e il  doppio  rettangolo  'ly^xyz^f/Q  nel 
caso,  che  P è minore  di  y^Q  ripugna  con  l’essere  reale  di 
y'yrt  ® necessariamente  le  tramuta  in  immaginarie; 
onde  maraviglia  non  é,  che  tali  risultino.  Le  vere  equa- 
zioni , e secondo  natura  sarebbero  in  tal  caso  le  inverse 
X -Y- y =■  y' Q '•)  ‘^y^xy=:F,  dalle  quali,  quadrando,  si  ha 
x" ■x  X y y'^  = Q y =.  P"" e sottraendo  x^ — ixy-h- 
y"  — Q — P’;  ed  estraendo  la  radice,  x — y = f/'^  Q — P’)  ; 
e sommando  , e sottraendo  questa  da  x -H  x r=  y^Q  , si  ot- 
tengono 

PQ+PCQ-PO. PQ-PCQ-P^) 

X _ , 2/  — ^ 


P-ì  Q — • Nella  qual  forinola  sostituiti  i valori 

P=7,  (2=112,  proviene 


y'(7-\-fPi  12)  — f/^ ij/^ 28  ->r  — ) -1-/^ ^ 28  f/ib  ^ ) — 


risultato,  e in  totalità,  e nelle  parti,  e nella  natura,  e 
nella  forma,  e nella  grandezza  di  ciascuna  affatto  lo  stesso 
che  quello  dell’antico  metodo.  E che!  E egli  dunque  vi- 
zioso il  metodo  moderno?  Non  si  può  a meno  di  non  ri- 
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conoscerlo  illegittimamente  generalizzato  , ed  esteso  dal  suo 
al  non  suo  caso.  Giusto  è nel  caso  di  P > Q \ ma  altret- 
tanto alla  naturai  maggioranza  della  somma  de’  quadrati 
sopra  il  doppio  rettangolo  delle  parti  ripugnante  nel  caso  di 
F<y^Q.  Nè  vale  a spezzar  la  equazione  x -h  y 2,  f/x  y — 
F -i- y^Q  nelle  due  x~\-y=.P^  2y^xy=-y^Q  la  ragione 
di  uguagliar  razionali  a razionali,  irrazionali  ad  irrazionali. 
E chi  vi  dice,  che  x y sia  razionale,  se  ignota  è la  qua- 
lità, non  meno  che  la  quantità  di  a: , di  , e sono  appun- 
to le  qualità  e le  quantità  loro  le  due  cose  che  si  cercano? 
L’unica  cosa,  che  si  sa,  è,  che  x -f- ?/  deve  essere  >2  f/xy, 
e questa  scienza  è propiamente  cjuella,  che  regger  debbe 
lo  spezzamento  deU’equazione  x-^y-^2y^xy  = P-\-y^Q^ 
spezzandola,  non  sempre  a un  modo,  ma  secondo  i diversi 
casi  diversamente,  per  uguagliar  sempre  xH-t/  a cfuello  dei 
due  termini  P,  y^Q-,  che  è il  più  potente,  e 2 y^xy  al  ter- 
mine meno  potente.  Il  non  distinguere  i casi,  il  rendere 
generale  ciò  che  di  natura  sua  è particolare,  conduce  agli 
immaginar] . Ben  però  è vero  , che  sebbene  immaginarie  sie- 
no  le  parti  y^x , y^y  , la  somma  cionondimeno  loro  è rea- 
le, distruggendosi  per  la  contrarietà  de’  segni  i membri  im- 
maginar], che  involgono;  lo  che  rendesi  manifesto,  se  per 
mezzo  della  newtoniana  forinola  svolgansi  separatamente  in 

serie  i radicali  -f  5 indi  si 

sommino  insieme  le  due  serie  , poiché  elisi  per  i centrar] 
segni  i termini  contenenti  l’immaginario  7 , non  reste- 

rà che  la  serie  di  reali  termini  : 


2 


3 34  3.5. 7 . 9 


a . 4. . 6 . 8 ’ — — 2.4.6.8.10.13 

^ i a * ^ ~ 


3 


a > . 7 
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Vero  è altresì  essere  Taggregato  f/  ^ ~ =^7)”+“ 

— 7)in  quantità  =f<  f »^7  + ^7,  tut- 


tochè  le  parti  deU’uno,  siccome  in  natura,  così  sieno  in 
quantità  clilFerenti  dalle  parti  deH’altro;  formando  i qua- 
drati delle  parti  del  primo  la  somma  7,  e quelli  delle  par- 
ti del  secondo  la  somma  4 f/^7 , o sia  12,  e reciproca- 
mente risultando  il  doppio  rettangolo  delle  parti  prime 
1 1 2 , e il  doppio  rettangolo  delle  seconde  7 ; dalle  qua- 
li cose  apparisce  tutt’insieme  essere  differenti  le  parti , e 
la  stessa  delle  une  e dell’altre  la  somma  ; poiché  il  qua- 
drato di  essa,  che  importa  il  congiungimento  dei  quadrati, 
e del  doppio  rettangolo  delle  parti , riesce  sempre  il  mede- 
simo. Ciò  tutto  vero;  ma  comecché  reale  in  fondo,  e giu- 
sta in  quantità  la  moderna  radice  , a chi  piacer  può  l’im- 
maginario  suo  aspetto,  la  composizion  sua  d’immaginarie 
parti  a fronte  di  quella  per  l’antico  metodo  ricavata,  di 
parti  reali  composta  , senza  bisogno  d’essere  in  infinita  se- 
rie svolta,  dante  a divedere  la  realità  sua,  quale,  breve- 
mente, in  fondo,  tale  in  aspetto?  Resta  a dire  su  la  con- 
nessione, che  concepir  si  suole  tra  la  posizione 
y^{P y^Q) -,  e la  posizione  y^x  — y'y—y^(^P — 
volendo , che  la  seconda  sia  della  prima  necessaria  conse- 
guenza. Per  quanto  all’intelletto  mio  si  mostra,  la  connes- 
sione é naturale  nel  caso  di  F>y^Q,  poiché  in  tal  caso 

P — é non  men  reale,  che  P y^Q  ) , e rap- 
presentando in  ambidue  il  termine  il  doppio  rettango- 

lo delle  parti  della  radice,  il  diverso  segno  ad  esso  y^ Q 
prefisso  non  può  altro  importare,  che  segno  corrispondente- 
mente diverso  tra  le  parti  della  radice:  laonde  se  y^x-\- 

y^'j-==-  y\P-\-y^Q):,  per  giusta,  anzi  necessaria  conseguen- 
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za  sarà  y — Ì^{P  — ) 5 e moltiplicando  fra  lo- 

ro queste  due  equazioni  ne  verrà  senza  dubbio  il  prodotto 
X — y=zy^(^P' — ()),  essendo  f/jc , y nell’una  e neH’altra 
equazione  le  stesse.  Ma  consideriamo  il  contrario  caso  di 
P<i  resta  anche  in  questo  y^{P-{-y^Q)  reale,  e po- 

sto y^x y^y  = f/'(  P y^Q) -,  il  concetto,  che  subitola 
mente  si  forma  di  f^x,  f/y,  parti  della  reale  y^(P-\-y^Q), 
si  è,  che  sieno  esse  pure  ciascuna  reali;  e tali  di  fatto  ri- 
sultano adoperato  il  conveniente  antico  metodo  per  deter- 
minarle. All’opposto  y^(P — y^Q)  è immaginario;  e perciò 
fatto  //x — y^y=y^(^P  — y^Q)^  l’intelletto  comprende  to- 
sto che  f^x  , y y ^ in  quanto  parti  dell’immaginario  — 
y Q ) , esser  debbono  immaginarie  . Dunque  per  i primi  con- 
cetti, che  immediatamente  per  intrinseca  necessità  destano 
neU’animo  le  posizioni  yx y’^y  = y(  P -ì- y Q ) , yx  — 
yyz=y(^P — yQ)-,  le  f^x,  yy  sono  nell’una  di  esse  di 
natura  ben  differente  che  nell’altra , tanto  rj[uanto  dal  rea- 
le è differente  riinmaginario , di  natura  in  somma  onnina- 
mente contraria  . E come  dunque  moltiplicando  le  due  ecjua- 
zioni  fra  loro  tirarne  per  prodotto  x — y:=.y(^P^ — ()j, 
non  altrimenti  che  se  le  yx,  yy  fossero  nelle  due  equa- 
zioni del  tutto  le  medesime?  Non  è ciò  incoerente,  ripu- 
gnante? Ma  andiamo  più  a fondo:  cerchiamo,  se  le  posi- 
zioni stesse  sieno  tra  loro  legate  ; se  alla  posizione  yx  -h 
y^y  = P f^Q  ) sia  nei  caso  P<yQ  conseguente  la 
posizione  yx=  yy  — y[P — y Q)  . L’esempio  della  con- 
seguenza dalla  prima  alla  seconda  posizione  nel  caso  con- 
trario P>yQ  non  vale  ad  inferire  per  il  caso  P < yQ 
poiché  nel  primo  caso,  reali  essendo  del  pari  y(P-+-yQ), 
e y(P — yQ)  si  sta  nella  stessa  natura  di  cpantità;  ma 
nel  caso  secondo , essendo  ^^iP-^yQ)  reale,  y(P—yQ) 
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immaginarlo,  si  passa  da  natura  a natura  diametralmente 
opposta,  e si  perde  quel  rapporto,  quella  ragione  di  con- 
seguenza, che  prima  si  aveva.  E donde  pertanto  prender 
lume?  Si  risolva  Timmaginario  ne’  due  fatto- 

ri //" — » uno  immaginario,  l’altro  reale. 
Si  ponga  y = y^Q  -+-  P j , concependo  giusta  l’an- 

tica legge  esser  y^Q  la  somma  dei  due  quadrati  di  , 
y^ y ^ e P il  doppio  loro  rettangolo  ; sarà  per  legittima  , 
anzi  necessaria  conseguenza  y^x — y^y=  f/'(^  y^Q  — P). 
Ma  P — y^Q  ) = y^  I x |/(  y^Q  — P ) ; dunque  y^ — i x 
( f/’x  — y'y'^  — y/' — X — f/" — y — y^i^  P — f/'Q)»  Per  la  qual 
cosa  uopo  è conchiudere  non  esser  la  posizione  f/x — y^y= 
|/^(P— !/■(?),  nel  caso  P < Q , ma  sì  la  posizion  f/^ — x — 
f/' — yz=:yy(^P — y^Q)  la  di  natura,  e d’intrinseca  necessità 
legata  alla  posizione  f^x f/'y  = y^(  P -i- f/Q  ) . E molti- 
plicando le  due  posizioni  una  con  l’altra,  non  ne  viene  già 
il  prodotto  X — y=.y''(^P'‘ — ()),  ma  il  prodotto  x y'^ — i — 
y y^ — 1 =:=  jj/i^ P* — Q) -ì  il  quale  da  se,  e tostamente  mani- 
festasi congruo , essendo  l’un  membro  e l’altro  , nel  caso  di 
che  si  tratta  P < y^  Q ^ immaginario;  laddove  il  prodotto 
X — 2/=;/^(P’ — Q)  appalesasi  assurdissimo,  uguagliandosi 
un  reale  ad  un  immaginario.  Del  rimanente  dall’equazione 
di  membri  immaginar]  x y^ — 1 — y f/^ — i = P’ — <?)  = 
AQ-P')  X K"-  ‘ > dividendo  ambidue  i membri  per  y^- — i, 
cavasi  la  equazione  reale  x — y—y^(^Q  — P')^  cou  la  qua- 
le congiungendo  l’altra  x-hy—f^Qì  sommando,  e sot- 
traendo, si  determinano  le  espressioni  di  x ed  y . Codesta 
equazione  x y = ottiensi  elevando  al  quadrato  l’equa- 
zione y^ — i(y^x — y^y)z=y^(P — e dopo  l’eleva- 
zione che  dà  — i(x  — 2 y^xy-^y)  = P — y^Q  , spezzando 
questa  resultante  equazione  nelle  due  — x — y = — y^Qi, 

\ 
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:l  y/'x  y = P . Elevando  di  nuovo  a quadrato  queste  due, 
e sottraendo  il  quadrato  della  seconda  del  quadrato  della 
prima,  si  ha  x*  -i  x y-\- y'  — ù^xy=zQ  — P* , o sia  x*  — 
0.  X y y”  •=.  Q — P\  donde  estraendo  la  radice  proviene 

1 ’equazione  stessa  nata  dalla  molti- 
plica delle  due  posizioni  l’una  per  l’altra.  Ed  osservisi  an- 
cora, che  le  tre  equazioni  x -hy  — f/'Q  , 2 f/^x  yz=P , x — 
y = ^{Q  — sono  tutte  e tre  le  medesime,  che  le  su- 
periormente, per  il  caso  stesso  PKf/'Q,  con  l’antica  rego- 
la dedotte  dalla  posizione  y/"x-\- y/'y  = P -h  y/'Q)  . Tut- 
to dunque  concorda,  e ciascuna  posizione  con  la  natura, 
e l’effetto  del  maneggio  separato  deH’una  con  l’effetto  del 
maneggio  separato  dell’altra,  e l’uno,  e l’altro  dei  separati 
maneggi  con  il  maneggio  simultaneo,  e composto  di  ambe- 
due. Qual  più  luminosa  prova  di  verità  , e di  intrinseco 
vincolo  naturale?  Cade  in  acconcio  l’inserire  un’altra  av- 
vertenza . Essendo  y.'^ — i x ( (/x  — y^y  ) = y/' — x — ^ — y , 
deve  senza  dubbio  al  quadrato  della  prima  espressione,  che 
è — i.(x  — 2 y/’x  y — yj^  o sia  — x-1-2  f'^x  y — ?/ , ugua- 
gìiarsi  il  quadrato  della  seconda;  il  che  non  addiviene,  fuor 
che  , se  moltiplicando  l’immaginario  — x per  l’immaginario 
f/" — y , prendasi  y/  — x % y/^ — V =■  — ÌJ  5 onde  poi 
y^ — XX  — yy :=  y ■=. -\- y/’x  y cioè  prodotto  d’immaginario 
con  immaginario  richiede  da  se,  che  al  radicale  prefiggasi 
il  segno  — . E di  fatto  non  è egli  yP — x = y/'x  x y^ — i, 
y/' — y = yPy  x y^ — 1 ? Dunque  y/^ — x x y^ — y = f/’x  x 
— I X y/ y X y/’—  i = |/x  x y/^y  x ( y/'—  i )’  :=  y/x  y x — 1 = 

— y^ X y . Senza  questa  evidentissima  regola,  quadrando 
l’equazione  f/" — x — y/' — y=y/^(^P  — Q),  si  avrebbe  — x 

— 2 y/'x  y — y~P — yQ  ì dal  che,  preso,  nel  caso  P< 

y'^Q  , — X — y = — y/Q  , resterebbe  assurdamente  — 2 

y'^xy=P.  Raccogliamo  il  frutto  della  disamina 
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Nel  caso  P > 

Sono  naturalmente  connesse  fra  loro  le  posizioni 
yx-h^y=l^{P-\-^Q)  ...  . fZ-x  — ^y=  f/'(P-^  y^Q) 

Giusto  è il  prodotto  x — y=f/'(^P* — Q'j. 

Retto  lo  spezzamento  della  quadrata  equazion  a:  H-  y H- 
2 ^xy=z  P z:±_  nelle  due  x y z=z  P . , . 2 y^x  y=y^Q. 

Legittima  e congrua  la  forraola  di  estrazione 

K PztyQ)  = /{^p+^/{  r-  Q)):±y{^  p-Pf/(p--Q)) 

Ma  nel  caso  P y^Q 

Le  posizioni  naturalmente  fra  lor  connesse  sono 

..  . f^-x-^P-y=f/(P  — y'Q) 

Il  prodotto  loro  x y^ — 1 — y — i = y^(^  P*  — Q) 

Che  si  riduce  ad  x — y=:.y^(^Q  — P*) 

La  quadrata  equazion  della  prima  x y 2 y^x  y = 

P y^Q. 

La  quadrata  equazion  della  seconda  — x — y-\-  2y^xyz=z 
P-y^Q. 

Il  retto  spezzamento  ad  ambedue  comune 
x-i-y  — y^Q  ....  2 f/'x  y = P 
La  formola  di  estrazione  legittima  e congrua 

t^{Pr±Q)=^Zz±(-{yQ-^^/(Q-P‘)):±yzt{^/Q-^y{Q-P-)) 

Ma  non  piacerà  forse  ad  alcuno,  e non  parragli  al  ge- 
nerai genio  dell’algebra  conforme  questo  distinguer  due  ca- 
si , ed  a ciascheduno  in  particolare  assegnare  la  sua  formo- 
la di  estrazione,  in  luogo  di  comprenderli  ambedue  in  una 
formola  sola.  E bene,  ad  appagare  il  genio  della  genera- 
lità rappresenti  i^M^m  un  binomio  e reciso  qualun- 
que positivo,  o negativo,  e rappresenti  per  conseguenza 
y^ { sài  M 1:^111)  una  radice  qualunque  o reale,  o immagina- 
ria da  estraersi . Nel  caso  immaginario  con- 
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cepiscasi  questo  sciolto  in  — i x il/ 1+ m ) ; vedesi , 
che  ad  aver  la  radice  immaginaria  altro  non  si  ha  a fare 
che  moltiplicar  per  — i,  o render,  di  reali,  immagina- 
rie le  parti  della  forinola  superiormente  con  l’antico 

metodo  cavata  dalla  v del  il  degli  Elementi  di  Euclide . 
Rappresentando  dunque  M ì\  termine  maggiore,  o razio- 
nale o irrazionale  che  sia,  di  un  binomio,  o reciso,  ed  m 
il  termine  minore,  sarà  in  generale 

y^^zEM  zìijn  ) = ^ i±  ( il/  y'' [ EE  — ni  } ) i± 

) ^ : formoia  che  noto  . . . (B)  . 

Nel  caso  reale  y^(  il/^  m ) si  dovrà  prendere  sotto  i 
segni  radicali  il  segno  -f-,  e tra  le  radici  il  segno  corri- 
spondente a quello  , che  sta  fra  il/,  ed  m ; nel  caso  imma- 
ginario y^(  Mz:t  m ) , del  doppio  segno  sotto  i racHcali  si  ha 
a prendere  il  — , e dei  due  segni  tra  le  radici  il  contra- 
rio a quello  frapposto  ad  il/  ed  w , o sia  al  prefisso  ad  m . 
A dimostrar  l’utilità  della  formoia,  abbiasi  per  un  proble- 
ma 7 -h  1 2 ) — si  avrà,  applicando  al  ra- 
dicale 7 -h  f/"!  1 2 j la  formoia,  ^ — 

y^ 7 ì laddove  con  il  metodo  di  estrazione 

moderno  si  avrebbe  — 

Avendo  a sciogliere  un’equazione  dell’ottavo  gra- 
do x’ 2+ ? zi:  ^ = o 5 si  ripeterà,  se  giudicherassi  conveni- 
re, l’uso  della  formoia  (-S) , e per  lo  scioglimento  dell’equa- 
zione di  grado  16/  si  tornerà  a ripetere,  e cosi  via  via  per 
quelle  equazioni  della  forma  ac®"*  H:  S' nb ^ = o , nelle  qua- 
li 2 m sia  una  potenza  qualunque  A di  2 , e la  forma  parti- 
colar  delle,  quali  sia  conseguentemente  x*  -4-/;  = o. 

I due  problemi  numerici  simili,  trattando  i quali  Fra  Lu- 
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ca  sali  aci  ecjuazioni  cti  ottavo  grado,  si  comprendono  in 
questo  generale:  trovare  tre  quantità  x,  z,  che  sieno 
in  continua  proporzione,  e tali,  che  il  prodotto  della  pri- 
ma con  la  seconda  xy  sia  zzz/',  e moltiplicando  per  g la 
somma  dei  quadrati  della  prima,  e della  seconda,  abbiasi 
^ 3/*)  = z*  quadrato  della  terza.  Dall’equazione  xy=.f 

ne  viene  3/  = ^,  ed  istituendo  la  proporzione  continua 

^ : z, si  ricava x =:^;onde  dovendo  essere  g^(x‘’-J-3/’)=2i% 

sarà  e togliendo  le  frazioni,  gx^-\-gf'x^= 


sciogliendo 


P ; conseguentemente  , 

t/*+ 7/‘  ) ) = /-/^C  -I  -*-4 

posto  ^=1,  si  ridurrà  ad  x=  ^ 


)),  che 


Se 


pongasi  proviene  x = f/^-^f^  onde  posto  /=8,  si 

ottiene  x = 4;  ed  a comprender  tutta  la  sfera  di  simili  ca- 


conseguisce 


ir  4-  I , .j  1 . 

si,  posto  /=2.  , con  ritener  g=Oy,  si 

x=  2'’.  Il  caso  di  ^ = 3 , ed  /=  8 è uno  dei  trattati  da 
Fra  Luca,  ed  il  caso  di  g=ri,  fz=.\o  è l’altro.  Se  vo- 
gliasi in  genere  l’espressione  di  g , onde  quadrato  riesca 
I 9 suppongasi  questa  quantità  =z  t ^ e troverassi 

^ = -^:  così  in  luogo  di  / H-y))  si 

avrà  f/^ ® desiderando  anche  quadra- 

to , suppongasi  =u  ^ donde  si  ricaverà  rnraa'-l-i,  e 
quinci  g = Ogni  qualvolta  dunque  si  prenderà  g di 

(juesta  forma,  resulterà  x — f/^uf,  e diverrà  razionale,  se 
uf  sia  un  quadrato  qualunque  />*.  Non  tralascierò  di  os- 
servare, che  si  può  trattar  il  problema  senza  salire  ad  una 
equazione  di  ottavo  grado;  poiché  espresse  per  x,  x r,  xr 
le  tre  quantità  continuamente  proporzionali  cercate,  attesa 


A 
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la  condizione  ^ ( ac’ -f-  ( a; /’ )’ = ( x /*  )%  si  ha  immediata- 
mente g(  I -4- r ) = / , ec[uazione  di  quarto  grado  sola- 
mente, che  dà  r = f/' "T  ^ "T  ^ “^45  ) )’ 

l’altra  condizione  x x xrz=zf  si  cade  nella  frazione  x 

f 

^ onde  manifestasi  la  ragione,  per 


cui  Fra  Luca  scielse  l’altra  strada. 

§.  IV.  Sciogliendo  al  modo  delle  equazioni  del  secondo 
grado  la  proporzionale  di  sesto  x^ zìl(l  x zhn=.o  ^ si  trova 


. Siccome 


e quinci  x = f/" ( — ^ 
dunque  le  equazioni  della  forma 


x'''-:^qx*'"  2^n  = o\  richieggono  a generale  compiuta  loro 

analisi  la  scienza  di  estrar  la  radice  quadrata  dal  binomio  , 
e reciso;  non  altrimenti  le  equazioni  a:'* = o ? ed 

in  universale  della  forma  x^  zùiq  x“  *’^zi:n  = o addoman- 
dano  la  scienza  di  estrarre  dal  binomio,  o reciso,  la  radice 
cubica.  Or  ebbero  eglino  gli  italiani  analisti  prima,  o ne’ 
tempi  di  Fra  Luca  artifizio  per  estrarla?  Montucla  nella 
parte  iil,  lib.  iil,  art.  v,  pag.  486,  asserì  su  che  la  ma- 
niere ^ que  Bombelli  enseigne  3 etoit  déjà  connue  dès  le  tems 
de  Lucas  de  Burgo . Ma  io  non  so  trovare  questa  cognizio- 
ne nel  volume  di  Fra  Luca,  che  tutti  gli  analitici  lumi 

V 

degli  anteriori , e de’  tempi  suoi  ivi  raccolse  . E per  altra 
parte  insegnando  Bombelli  non  uno,  ma  due  modi,  il  pri- 
mo de’  quali,  ch’ei  chiama  di  pratica^  importa  il  risolvere 
un’equazion  di  terzo  grado  mista  a tentone,  l’altro,  che  del 
titolo  di  regola  onora  , comprende  quella  forinola  di  risolu- 
zione diretta  delle  equazioni  miste  di  terzo  grado,  che  Car- 
danica appellar  si  suole:  come  potè  Montucla  fingersi  gli 
analisti  del  tempo  di  Fra  Luca  possessori  dell’uno , o dell’ 
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altro,  sia  anche  solo  del  primo,  dopo  avere  scritto,  che 
Fra  Luca  medesimo  non  estese  la  considerazione  e l’alaiebri- 
co  maneggio  al  di  là  delle  equazioni  di  secondo  grado? 
Rispetto  adunque  alle  equazioni  x* 2+ S' = o , il  solo 
caso  in  potere  dell’analisi  fino  al  tempo  di  Fra  Luca , fu 
quello,  in  cui  sia  quadrato,  poiché,  tramutandosi 

in  tale  ipotesi  il  binomio,  o reciso , in  un  sol  numero,  l’ul- 
timo atto  analitico  di  esse  equazioni  riducesi  all’estrazione 
della  radice  cubica  numerica.  Ma  in  verità  delle  equazioni 
medesime  non  trovo , né  tampoco  per  codesto  semplice  ca- 
so, esempio  nell’opera  di  Fra  Luca.  E sarà  appunto  stato 
il  prendere  a trattarle,  e scioglierle  per  esso  semplice  ca- 
so, ciò  che  fece  l’ignoto  autore  di  poi,  ad  esecuzion  man- 
dando l’avvertimento  da  Fra  Luca  stesso  lasciato,  di  traspor- 
tar dalle  equazioni  proporzionali  per  lui  sciolte  di  quarto 
ed  ottavo  grado  alle  altre  di  dignità,  qualunque  cjuella  ana- 
lisi , che  a tutte  é comune;  avvertimento,  cui  non  ritenen- 
do Cardano  a mente,  profuse  a quell’ignoto  autore  di  in- 
ventor  la  lode.  Convien  anche  dire,  che  tal  generale  av- 
vertimento fosse  del  pari  sfuggito  di  memoria  al  Tartaglia , 
poiché  nella  storia  del  Quesito  xliI  fattogli  dalVlionorando 
suo  compare  M.  Ricardo  Ventuorthe  gentil’ homo  inglese  rac- 
conta con  fasto,  che  l’anno  i536  la  notte  di  San  Martino 
fantasticando  in  letto  , quando  non  potea  dormire,  trovò  la 
regola  generale  allo  Capitolo  de  censo  cubo,  e cubi  equal  a 
numero  , e similmente  alli  altri  dui  suoi  compagni  nella  me- 
desima notte.  E sì  fatta  regola  generale  altro  non  é che 
quella  della  risoluzione  dei  capitoli  di  secondo  grado  a co- 
desti  capitoli  applicata;  ad  esempj  della  quale  applicazione 
sceglie  le  tre  equazioni  x*H-4x*  = 96;  x*=4x’-h32; 
x‘-l- 4^  = 14  j le  quali  non  solamente  sono  nel  caso 
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~q':z^n  quadrato  5 ma  hanno  inoltre  x razionale,  cioè  la 

4 ^ 3 

prima  x = |/ ( 2 -h- i o ) = 2 ; la  seconda  x = ^^2-H- 6)=  2; 

la  terza  x = 7 -4- i ) ==  2 . Quella  maniera  di  trovare  il 

lato  cubico  di  un  binomio,  che  Bombelli  in  fronte  alla  pa- 
gina i5i  fregiò  del  titolo  òÀ^Regola^  fu  prima  insegnata  dai 
Cardano  nel  capo  xl  à^W Arte  magna  nella  seconda  delle 
XL  quistioni.  Ma  in  luogo  di  svolgere  il  binomio  dal  radi- 
cai cubico  non  fa  che  presentarlo  diviso  per  8 sotto  lo 
stesso  vincolo,  accoppiargli  similmente  diviso  ed  involto  il 
suo  reciso,  ed  aggiugnergli  un  altro  complicatissimo  radi- 
cale. Ecco  la  regola 

{P-hf^Q)-h^l(P-irQ))--y(P’-Q). 

Cardano  nel  capo  xvil  dell’erre  magna  delV aritmetica  spie- 
ga un’altra  maniera  in  parte  a tentone  un  po  migliore  del- 
la pratica  esposta  dal  Bombelli  alla  pag.  149  delia  sua  alge- 
bra. Ma,  oltre  che  tali  modi  sono  contrarj  al  procedere  cer- 
to, e diretto,  che  l’analisi  ìima , e vuole,  l’uno  e l’altro  sup- 
pongono P’ — Q)  cubo  perfetto,  il  che  forma  una  con- 
dizione particolare,  la  quale  non  abbraccia,  che  una  ristret- 
ta sfera  di  casi  . Per  le  quali  cose  appalesasi  quanto  anche 
anche  ai  tempi  del  Tartaglia  e del  Cardano  , e del  Bombel- 
li, dopo  gli  studj  loro,  restò  l’analisi  delle  equazioni  x*^ 
qx^Z^n  — o lontana  dalla  sua  perfezione.  Il  Cardano  di 
fatto  nel  capo  xxiv  de’  44  Capitulis  derivatUns  àeWÀrte 
magna  data  in  luce  in  Pavia  l’anno  1545,  propostasi  l’equa- 
zione x‘-4-2x’=jo,  trattone  x = — r-4-^ii),  quivi 

arrestasi;  e nel  novello  lavoro  di  essa  Arte  magna  ^ stam- 
pato nel  IV  tomo  di  tutte  le  Opere  l’anno  i663  , trovasi 


i 


^56 

nel  capo  xlI  De  Capitulis  derivativis , vel  assimilatis  can- 
giata codesta  equazione  nella  seguente  3 x* i o , che 

dà  I = I ^ -H  3-^)  =/s,  cioè 

appartiene  al  caso  quadrato.  Il  Bombelli  dalla  pa- 

gina 272  alla  280  della  sua  algebra  alcune  ne  tratta  fuori 
di  questo  caso,  recandone  l’analisi  aU’ultimo  compimento. 
Ma  soli  elleno  di  quelle,  nelle  quali  « è un  cubo,  essendo 
esso  n la  dilferenza  dei  quadrati  di  “ 5 e di 

cioè  -f- ^ ^ ovvero  = 72  — 

che  è quanto,  giusta  le  espressioni  generali  poco  sopra  ado- 
perate, n = ovvero  = <2  — P ' Di  tal  sorta  sono 

le  equazioni  -4- 20  = 8 ; x'’ -t- 8 = 4^  • 3-  primiero 

scioglimento  delle  quali  Bombelli  giustamente  assegna  x = 
o -h  f^io8  j ; x = y/'{^  IO  \ e per  ultimo 

X = ^ I -h  f/’S  ; X = 2 -h  y'z.  Al  Bombelli  riuscito  non  sa- 
rebbe di  compiere  l’analisi  dell’equazione  x‘  — 1 0x^=2,  la 
quale  però  compiuta  analisi  ammette,  ed  è x—f/ [5-h3f/ò) 

=zy^^  I -H  ) . Che  direm  di  quelle  equazioni  della  for- 
ma x^""  1+ ^ x”* 77  = o , nelle  quali  ni  comprenda  a fattore 
il  numero  5,  il  numero  7....  e la  generai  in  conseguenza 
compiuta  analisi  delle  quali  esiga  l’estrazione  della  radice 
5“,  7“....  de’  binomi,  o recisi?  Di  sì  fatte  equazioni,  nep- 
pure in  tutta  la  estensione  del  semplice  caso,  -A<^’z^72  qua- 
drato , furono  gli  analisti  del  tempo  di  Fra  Luca  in  grado 
di  ultimare  lo  scioglimento;  ma  solo  allor  celiando  segnata 
per  A la  radice  del  supposto  quadrato  77,  la  quantità 

zi^  — q-^A  fosse  esatta  potenza  5“,  7*....  di  un  numero 
semplice  i . 2 . 3 . . . . 9 , ovvero  di  un  decadico  i o . 1 00  . . ; 
poiché  mancavano  agli  aritmetici  di  quel  tempo  le  regole 

j 
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gxiuciMlI  per  estrarre  dai  numeri  la  radice  5*,  7*  • « • disco- 
perte poi  dal  Tartaglia.  A non  esagerare  pertanto,  ma  ne’ 
suoi  termini  di  verità  circoscriver  con  fede  l’analitica  scien- 
za di  Fra  Luca,  e de’  suoi  contemporanei  algebristi  intor- 

2m  m 

110  alle  equazioni  della  forma  x q oc  zjin  — o ^ loro 
gloria  si  fu  l’avere  in  generale  veduta  ed  ingiunta  a que- 
ste l’applicazione  dello  scioglimento  delle  equazioni  di  se- 
condo grado  a trarne  oc  = ^ q ^ , e 

di  aver  nel  caso,  che  in  sia  2,0  non  altro  che  una  poten- 
za di  2,  saputo  ultimare,  e compiere  lo  scioglimento  con 
un  metodo  si  naturale,  sì  legittimo,  sì  felice,  che  la  mo- 
derna analisi  sdegnar  non  debbe  di  adottarlo . 

§.  V.  Ma  se  l’analisi  moderna  è in  obbligo  di  ricevere 
dall’antica  il  metodo  per  estrarre  dai  binomi  e recisi  la  radi- 
ce quadrata,  o in  genere  di  ordine  2 , ha  però  ella  la  moder- 
na analisi  con  che'  riparare  a fronte  deU’antica  alle  sue  glorie 
nell’arte  di  estrarre  dai  binomj , e recisi  la  radice  cubi- 
ca, la  quinta,  la  settima,  ed  universalmente  qualunque  di 
ordine  espresso  per  ^numero  primo  superiore  al  2.  Giacche 
siamo  in  materia,  illustriamola  appieno , si  unisca  bellamen- 
te alla  dottrina  dell’analisi  antica  la  dottrina  della  moder- 
na , che  a quella  mancò,  resti  appagata  la  curiosità,  che  i 
tocchi  di  alcune  cose  nell’antecedente  articolo  avranno  nel 
leggitore  destata.  Per  estrarre  la  radice  cubica  da  un  bino- 
qijÌo  P , bisogna  supporre,  che  sia  egli  un  perfetto 
cubo;  ma-  infinite  possono  essere  le  combinazioni  delle  gran- 
dezze di  P e Q,  per  le  quali  il  binomio  P-\-y^Q  non  sia 
cubo;  allora  la  radice  cubica  di  esso  è impossibile,  e vana 
fatica  il  cercarla.  Il  concetto,  che  essendo  P ra- 

zionale, sia  cubo,  guida  immediatamente  a definire  di  qual 
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forma  esser  debba  la  sua  radice  cubica.  Ella  non  può  esser 
della  forma  perchè  (^p-hf/^qY  darebbe  due 

parti  irrazionali  differenti,  ed  irreducibili  ad  una,  laddove 
non  ne  ha  che  una  il  binomio  P-ìrf/'Q.  La  radice  cubica 
di  cpiesto  binomio  aver  non  può  che  le  due  seguenti  for- 
me: I -f- 1^5' ; 2.“  {p y^q)  ^ Supponiamo  in  pri- 
mo luogo,  che  abbia  la  forma  i.*,  che  sia  cioè 
{p y'qY —P^  ^ Py^q  P q q y^q  ' Paragonando  ra- 

zionali a razionali,  irrazionali  ad  irrazionali,  ne  nascono  le 
due  equazioni  : 

i.*  P=p^-\-d>pq 2/  — q)  y^q: 

quadrandole,  e di  poi  sottraendo  la  2."  dalla  i.*  trovasi 
Q=p"—  Sp^  q -h  3 p^  q^  — q'  — ( p^  — q y -, 
donde  imparasi,  che  qualora  P-\-y^Q  sia  un  cubo  perfet- 
to, ed  abbia  la  radice  della  forma  p-\-y^q,  la  differenza 
de’  cjuadrati  de’  suoi  termini  P* — Q è pure  un  perfetto  cu- 
bo =(/>' — qy.  Poniamo/)’  — q-=.y^(^P' — Q'jz=zF^  ne 
verrà  q'=p'  — F •,  e sostituendo  questa  espressione  di  q nel- 
la prima  equazione  P = /»^ -4- 3/)  <7 , ne  resulterà  l’equazion 
di  condizione 

(P)  ù^p^  — 3Fp  — P=zo. 

La  chiamo  l’equazion  di  condizione,  poiché  supposto,  che 
P-hf/^Q  sia  cubo,  ed  abbia  la  radice  della  forma  p-^-y^q-) 
dovendo  essere  p quantità  razionale,  per  conseguenza  l’equa- 
zion  [E)  deve  ammettere  un  valore  di  /) , che  sia  raziona- 
le. O dunque  si  verificherà  tal  condizione,  e saranno  in- 
sieme veri  ambidue  i supposti,  che  sia  P y' Q cubo  per- 
fetto , e sia  la  radica  cubica  di  lui  della  forma  p -H  yq  ; o 
la  condizione  non  si  verifica,  ed  almeno  il  secondo  suppo- 
sto sarà  falso.  Tutto  ciò  dunque,  che  si  ha  a fare,  è di 
cercar  se  l’equazione  (E)  abbia  radice  razionale  ; poiché 
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aveiitlola  , essa  sarà  il  desiderato  valore  di  p . Se  non  sieno 
per  sorte  P divisibili  per  4,  si  ponga  p-=.F^  con  che 
l’equazione  (JF)  si  trasformerà  nella 

(f)  — 3 jPtt 2P=0. 

Dovendo  essere  razionale  />,  lo  dovrà  essere  parimenti  tt,  e 
si  investigherà  se  lo  sia,  trovando,  giusta  che  insegna  la 
moderna  analisi,  tutti  i divisori  e semplici,  e composti  di 
2P,  ed  esaminando,  se  alcuno  di  loro  sia  atto  ad  effettuar 
l’equazione,  adoperato  a rendere  l’esame  spedito  ed  agevole 
alcuno  degli  inventati  sussidj , tra’  quali  sopra  ogni  altro 
elegante,  e naturale  mi  sembra  quello  dall’abate  Venini 
esposto  nel  capo  I,  art.  17  della  sua  Teoria  delle  equa'- 
zioni  in  appendice  ai  suoi  Elementi  di  algebra  . Il  divisore 
di  2P,  che  sostituito  in  luogo  di  tv  effettui  l’equazione  (é) 
sarà  l’opportuno  valore  di  tt  , dal  quale  si  avrà  p=:~\  ed 
ottenuto  p si  ricaverà  q=-p‘  — F. 

Ad  esempio  si  cerchi  y ) • Essendo  P = 2 , 

^=5,  si  ha  P“ — (2  = 4 — 5 = — I perfetto  cubo,  la  cui 
radice  = — i =P.  Onde  l’equazion  (P)  diviene  ^p^-\-^p  — 
2 = 0,  e l’equazion  (e)  — 4 = 0,  la  quale  si  effet- 

tua posto  TT  = i uno  dei  divisori  di  4:  dunque  5r=i  , 

P = F=±^  ^=/--P=-Eh-.i=:^;  e perciò  ^(2-j-fF5) 


Supponiamo  ora,  che  P* — Q non  sia  cubo,  e che  cio- 
nonostante lo  sia  P f/'Q  ^ ne  seguirà  quinci,  che  la  radi- 
ce cubica  di  questo  binomio,  in  vece  della  forma  p-^y^q^ 
avrà  la  forma  (p-^fFq)y  Fatta  f/(^P-hfFQ)  = (p-^ 

y^q)  y ^^5  operando  come  sopra  si  troverà  P —m{^p^-\-  o p q) ^ 
yQ  ■=,  m p' q fFq  ^ P’ — Qz=.m^(^p"'  — ^)’,  che  dimo- 
stra non  essere  P’ — Q cubo.  Ma  dividendo  dall’una,  e dall’ 
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altra,  parte  per  m*  ne  proviene  = (/  — q)\  che  in- ’ 

segna  dover  esser  cubo  . Trattasi  aduiupie  di  pren- 
der per  m una  quantità  tale  , che  divenga  cubo  per- 

fetto ; il  che  è sempre  possibile  a fare  , poiché  quand’altra 
quantità  minore  non  si  trovasse  a ciò  acconcia,  lo  sarà  m*  = 
_qy  Siasi  dunque  assegnato  ad  m un  valor  quaiun([ue 
a tal  uopo  soddisfacente,  il  quale  in  generale  si  rappresen- 
ti per  , e pongasi  — Q)=zp"  — q =z.  F' , onde 

q=p^  — F.  Sostituendo  questa  espression  di  q,  ed  il  valor 
~ assegnato  ad  m nell’equazione  F = m (p'—^pq)  ne  na- 
sce l’equazion  di  condizione 

( E')  4 — 3 F' p — a P = o; 

e fatto  p=^  si  ha  (f^)  — 5 F' tt' — 2aP  = o. 

Trovato  con  il  metodo  de’  divisori  di  2a  F il  valore  raziona- 
le di  Tif , se  l’equazion  (e)  ammette  razionai  radice,  si  avrà 
/>=:  — e quinci  q =.  p'^  — F'=z::F‘jj;;'^  — F\  e finalmente 

F(p-hf^Q)—{^^'-^F{j^‘—F')).F i — (c). 

Questa  forinola,  che  ho  segnato  (C)  può  servire  ad  ambi- 
due  i casi:  ponendo  mente  di  fare  a=i,  allor  quando 
P'* — Q è per  sé  un  cubo  perfetto,  e,  allor  chè  non  lo 
è,  di  prender  per  a una  quantità  tale,  che  a’ ( P’ — Q)  di- 
venti cubo. 

Per  esempio  debbasi  estrarre  ^5-4-3  |/3  ) . Confron- 
tando si  ha  P=5,  f^Q  = 3f/'3;  onde  F‘ — Q = 25  — 
27  = — 2,  che  non  è cubo,  ma  lo  diviene  moltiplicando 
per  4,  essendo  4X  — 2=  — 8=( — 2)*;  dunque  «*=4, 
a = 2,  F'=. — 2,  per  le  quali  cose  Tequazione  (t'j  diviene 
— 20  = 0,  la  qual  si  effettua  per  ‘JTf—2  divisor 

di  20  . Dumjue  ( 5 -i-3  y^ò  ) = ^ i -+-  1 -+-  2 j j — = 


Se  dato  ad  a il  valore  idoneo  a render  a(^P'‘-^Q)  cu- 
bo, la  equazione  [e)  non  abbia  radice  razionale,  si  concliiu- 
da  non  essere  P un  cubo,  ed  essere  inutile  cercar- 
ne la  radice  cubica.  Propongasi  ad  esempio  ^ ’■ 
trovasi  P* — <2  = 9 — 19= — io  che  non  è cubo,  ma  pre- 
so a*=io“,  si  ottiene  o‘(P* — (2)=io*x  — ic  = — 1000  = 
( — 10)’,  P'= — IO,  e Tequazione  (e'j  — 60  = 0, 

la  quale  non  si  può  per  alcun  dei  divisori  di  60  effettua- 
re, e conseguentemente  non  ha  radice  razionale:  dunque 
3-i-Ki9  non  è un  cubo,  nè  si  può  assegnarne  radice  cu- 
bica esatta,  e l’equazione  oc*’ =z=  6 -H  1 o sciolta  in  x=. 

non  è capace  di  ulterior  analisi.  Similmente 
dicasi  dell’equazione  x'-|-4x*=:6,  dalla  quale  tratto  x — 
non  è permesso  di  andare  con  esatta  estra- 
zione più  avanti,  non  essendo  — 2-f-f/^io  cubo.  Non  resta 
dunque  in  tali  casi  che  il  proceder  per  approssimazione, 
cercar  cioè  la  radice  cubica  del  cubo  via  via  più  prossimo 
alla  quantità  — a-i-f/'io,  o in  genere  alla  quantità  P -\- 
f/'Q,  con  incominciare  ad  estrarre  la  radice  quadrata  pros- 
sima di  e poi  passando  ad  estrarre  la  radice  cubica 

prossima  della  somma  di  essa,  e di  P.  Intorno  a codeste 
due  equazioni,  o sia  intorno  al  binomio  3-1- 1^19,  ed  al 
reciso  — 2 -h  f/'io  da  esse  provenienti  esperimentò  inutil- 
mente Bombelli  la  Pratica  sua  : e veramente  riguardo  a tal 
binomio,  e tal  reciso,  la  colpa  era  per  parte  loro  in  realtà 
mancanti  di  cubica  radice;  ma  inutilmente  del  pari  avreb- 
be Bombelli  tentato  intorno  a qualunque  binomio,  o reci- 
so avente  sua  cubica  radice  della  forma  {p y^^l)  y'^m  ^ e 
ciò  per  colpa  propria  della  Pratica  a tal  caso  non  estenden- 
tesi , del  pari  che  la  maniera  adoperata  prima  dal  Cardano 
nel  capo  xvil  àtW Arte  magna  deW aritmetica . Del  rimanen- 


202 

te  questa  maniera  di  Cardano  è fondata  su  le  due  equa- 
zioni q—p* — Fz=.p'  — — Q),  e 4/?’  — ÒFp  — P = o, 

Richiede  espressamente  Cardano,  che  P* — Q sia  un  cubo, 
e arriva  a dire,  che  se  ciò  non  sia,  il  binomio  P-\-fFQ 
non  ha  radice  cubica;  questo  è il  primo  difetto  della  sua 
dottrina  limitantesi  in  conseguenza  al  solo  primo  dei  due 
casi  dalla  moderna  analisi  distinti . Il  secondo  difetto  è il 
procedere  a tentone  nel  cercare  per  mezzo  deU’equazione 
— ÒFp  — P = o il  valore  di  />.  Vi  ha  però  nel  proces- 
so dello  ingegno.  Disposta  Tequazion  come  segue,  />*  = 
— P-\-^Fp^  è chiaro,  che  p^  > ^ P . Quinci  ingiugne 

Cardano  di  cercar  un  minierò  cubico  >-^P,  e tale,  che 

4 

preso  quattro  volte  si  uguagli  a P accresciuto  del  prodot- 
to di  3 P nella  radice  cubica  di  lui  : questa  radice  cubica 
sarà  il  valor  di  p , coi  mezzo  del  quale  si  determinerà  poi 
q=-p^  — F.  Ciò  vale  supposta  P,  cioè  y ^ P" — Q)  positi- 
va. Se  sia  negativa  , dall’equazione  jo*  = ^ P ^^p  appa- 

risce esser  p^  < ^ P laonde  prescrive  Cardano  di  andare 

in  tal  caso  cercando  un  numero  cubico  < — P . e tale  che 

4 ’ 

moltiplicato  per  4 si  uguagli  a P diminuito  del  prodotto 
di  3 P nella  radice  cubica  di  lui  . Se  esempigrazia  addo- 
inandisi  48 -K  |Pi  082  j , poiché  si  ha  { P^ — Q)=- 

/^(  2025  — i682)=|^343  = 7 = P,  q=p^  — ^,  y = 

~p,  vedesi  che  il  numero  cubico  prossimamente  > — è 
27,  e provando  riesce  4 . 27  = 48 -f- 2 1 . ^2  7 ; dunque  p = 
^^7  = 3,  q=.y — 7 = 2,  e 45 -p- 682  ) ==  3 -+- ^2  . 

E se  chieggasi  Fi  38 -h  fPi445)  , avendosi  P" — Q)~ 
1444—  1445)  = — I =P,  ^ — P=7/ -t- I , / = 

-P  ì ^ facile  scorgere  che  il  numero  cubico  prossima- 
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mente  <^68,6  provando  si  ottiene  4. 8 = 38  — 3.^8, 
per  conseguenza  p = Jk  ^ = 2?  ^ = 4-l-i=5,  f/  ( 46  -+- 

f/'i445  ) = 2 -t- ^5  . Non  sempre  il  numero  cubico  prossi- 
mamente maggiore,  o prossimamente  minore  ad  ~ P sod- 
disfarà; ma  intanto  dai  due  addotti  esempj  si  scorge,  che 
in  molti  casi  codesta  maniera  di  Cardano  può  riuscire  ugual- 
mente , ed  anche  più,  spedita  che  la  moderna  dei  diviso- 
ri di  2 P , e massimamente  allor  quando  P* — (?)  è ne- 

gativa , trattandosi  in  tal  caso  di  non  provare  , che  i nu- 
meri cubici  minori  di  P , che  saran  pochi , se  non  sia  P 
estremamente  grande . Bombelli  nella  sua  Pratica  riduce 
l’estrazione  della  radice  cubica  da  F-^f/'Q  al  problema  di 
trovare  due  quantità  , una  razionale  p , l’altra  irrazionale 
q , tali , che  p"  — q — y [P^  — Q'^  z=.  F numero  , e /j*  -+- 
ipq'=.P.  Questa  seconda  equazione  è la  prima  delle  due, 
nelle  quali  sul  principio  di  questo  articolo  si  è spezzata 
l’equazione  P y^Q  =p^  -\-2>  p"'  y^q  p q-\-  q y^q  . L’ope- 
rare di  lui  è il  seguente:  finge  ad  arbitrio  il  valor  di  p, 
e quinci  per  l’equazione  q =zp'^  — F deduce  il  corrispon- 
dente di  g,  poi  sostituendoli  ambidue  nell’equazione  p^  -4- 
ò p q z=.  P ^ guarda,  se  questa  si  verifichi.  Ad  esempio  sia 
il  P H- f/^() , dal  quale  estrar  si  devela  radice  cubica,  il  bi- 
nomio 26  H- ^678,  che  dà  p^(P^ — Q)-=  — 678)  = 

i=P,  p'  — 1 —q^  />’h-3/)(/  = 26:  posto  />  = I ne  verreb- 
be q z=  c , onde  non  serve;  posto  7?  = 3 , ne  resulta  7 = 8, 
e 27-1-72  = 26;  il  che  è falso;  si  ponga  p=2.  ^ sarà  ^ = 3, 

8 -f- 18  = 26  equazione  verissima:  dunque  /?  = 2 , q = 5^ 
V'  ^ 

( 26 -4- ^^678  ) = 2 -H  f^3  . Apparisce,  che  il  procedere 
di  Bombelli  è più  a tentone  di  quello  di  Cardano.  La  ma- 
niera di  estrazione  da  Cardano  insegnata  nella  seconda  del- 


le  40  qulstioni  del  capo  xl  deWJrte  magna  delV aritmetica 
e composta  delle  due  equazioni  q—p^ — r — Q)—P' — 

e p^ — —Fp-=£~-  P,  ma  questa  seconda  equazione,  in 
luogo  di  essere  sciolta  a tentone  , è sciolta  con  il  metodo 
generale  dell’analisi  delle  equazioni  di  terzo  grado  ad  essa 
simili,  cioè  del  secondo  termine  mancanti.  Per  tal  metodo 
si  ha 

= P(i  ^ + P(  T.  - p ^’))  + P(  7 ^ 

Questo  binomio  cubico  esprimente  il  valore  di  p chiamisi 
A,  sarà  q=zA^  — F,  e P ^ yFQ)  — A-\-' f/{A'—  F) , 
la  qual  espressione,  conceputo  in  luogo  di  A il  binomio  cu- 
bico, in  luogo  di  F il  suo  valore  P* — Q),  comprende- 
si  di  qual  complicazione  riesca.  Ma  il  peggio  si  è,  che  una 
forinola  si  complicata  non  è di  alcuna  utilità  , non  ha  si- 
gnificato veruno , e non  è che  un  illusorio  svisamento  di 
F y^Q  ) • E vaglia  il  vero,  rimettendo  nel  binomio 
cubico  A in  luogo  di  P'  il  suo  valore  P“ — Q,  e riducen- 
do, trovasi  A = ^ , eà  A‘- 

F(P‘-Q)  = iiF{P-^y'Q)-^FiP-r'Q))'i  on- 

Je  /{A‘-F)=\F{P+y^Q)-PF{P-^Q)-,  con- 
seguentemente A A* — F ) — — P Q ) -t- 

~F(p-p'Q)-^^F{p-^t^Q)-iF(p-t^Q)= 

3 , 

/(P-hp'Q)-  Cardano,  e Bombelli  non  si  avvisarono  di 
questa  trasformazione  vana,  ed  illusione,  perchè  maneggian- 
do numeri,  ed  adempiendo  tosto  le  operazioni  indicate  ppr 

JL  p F p\  1- F'  o sia  — , f P’ — Q),  svanirono  dagli  occhi 
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loro  i numeri  primitivi  P , Q . Considerando  però  le  ma- 
niere loro,  conceder  si  debbe  ad  essi  la  lode  di  averle 
piantate  su  quei  fondamenti  stessi , su  quelle  equazioni  me- 
desime, su  le  quali  la  moderna  maniera  è costrutta,  e so- 
lo mancò  ad  esso  loro  il  metodo  dei  divisori  per  determi- 
nare con  passo  diretto  , e certo  il  valore  della  parte  razio- 
nai p della  desiderata  cubica  radice. 

Procediamo  ad  estrarre  dal  binomio  P y Q la  radice 
quinta,  settima,  ed  in  genere  qualunque,  il  cui  grado  si 
esprima  per  numero  primo  al  3 superiore  Si  denoti  gene- 
ralmente cotal  numero  primo  per  m,  e pongasi 
=.p  yq  , si  avrà  P yQ  =■  {p y<lY  i e svolgendo 


P -h  yQz=p'^-\-u  yq-^r 


U.(^U I 3 


p'^  * q 


u . (m — 3.(m — ’a} 
1.2.3 


,0—3 


qv^i^~ — r. 


■(m— O-Qu— a).C«— 3)  „ 


u.(u — ’i)  (m — 2).(m — 3}.(m — 4} 
I . 2 . 3 . 4 . 5 


0 . (m— a)  . ju—V)  . Qt— 4) . (m— 53  ^ 

V q 


I . 2 . 3 . 4 

— ,.,.3. 4. 5. 6 

E spezzando  in  due,  con  uguagliar  razionali  a razionali, 
irrazionali  ad  irrazionali , ne  proverrano  le  due  equazioni 


J.»  P=:yy“-H 


“■C“— 0 


J • 2 


" q 


I .2.3.4 

2.’^  yQ  = up’^-^  yq-\-~^ — 7-77^ — ^-p 


1.2.3 

U.(^U—\)  . (m— 23  ■ (m— 33  . (m— 43  5 


p q 

q yq^, 


1 . 2 . 3 . 4.  5 


p-  ^qyq 


Quadrando  l’una  e l’altra  di  queste  due  equazioni,  e sot- 
traendo la  seconda  dalla  prima,  si  troverà 

P*—  q — p--  — a q -h  C^i- 23 

12,-^  ^ 1.2.3 


q' 


U . 13  • (m '23  . iu 33 


I . 2 . 3 . 4 

Vi  ha  però  più  spedita  via  per  trovar  P* — Q-=.{^p' — qY  • 
Posto  ^P  yq  ^ gi  p^5  conseguentemente 

34 
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porre  ^/"(  P — Q ) = />  — , non  cadendo  qui  , dove  u e 

numero  primo  superiore  al  2 , per  conseguenza  dispari  , i 
riflessi  fatti  net  paragrafo  iiT  relativamente  alla  radice  qua- 
drata . Or  P y^Q)  X P — y''Q)  = [P' — Q),  ^ 
(p-^  (p  — ^q)—/  — dunque  p^(P^  — Q)z= 

}P — — Qz=z{^p'  — qy.  Facciasi  p^(P* — Q^  = F,  ne 
verrà  q'=p^  — F •>  q^=-(p^  — Py—p"" — 2 F p' ^*  = 
( />* — Fy=z=.p^  — "ò  p""  F ^ p^  F^ — F\...,  sostituite  queste 
espressioni  di  e delle  sue  potenze  nell’equazione  i.®,non 
resterà  in  essa  altra  ^incognita  che  /? , la  quale  esser  do- 
vendo razionale  nei  supposti,  che  P f/' Q sia  perfetta  po- 
tenza di  grado  m,  ed  abbia  la  radice  della  forma  p y^ q •> 
ne  segue,  che  la  medesima  equazione  i.®  divenga  l’equa- 
zion  di  condizione  , e nella  verità  dei  supposti  aver  debba 
radice  razionale,  da  trovarsi  con  il  metodo  dei  divisori 
dell’ultimo  termine,  e il  cui  valore  sarà  il  cercato  valore 
di  /? , il  quale  poi  condurrà  a conoscere  quello  di  q=p' — F. 

Che  se , nè  sia  P'  — Q una  potenza  perfetta  di  grado  w, 
nè  l’equazione  in  p ammetta  radice  razionale,  non  perciò 
sarà  lecito  conchiudere,  che  P-{-y^Q  non  sia  esatta  poten- 
za di  grado  u,  e manchi  di  radice  di  questo  grado,  poten- 
dola avere  della  forma  (p-h yq)  f/^m  . Ponendo 
{p-\-  y^q)  e congiuntamente  ^{P—  fPQ)(p  k^q) 

y' in  ^ con  moltipllcare  fra  loro  queste  due  pozizioni  resulta 
^ — Q)  = {p‘  — q)  y^'P  ì e quindi  P* — Q = {p' — 7)“. 

77?%  — — ^ = (y>’  — qY^  cioè  debbe  esser  potenza  per- 

fetta di  grado  m ; e fa  in  conseguenza  mestieri  assegnar  ad 
m*  un  valor  tale,  che  verifichi  questa  condizione:  il  che 
sarà  sempre  conceduto  di  adempiere,  prendendo  alla  ^peg- 


2:  IO  rn 

O 


rn 


P —Q 
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Si  denoti  per  ~ il  valore  assegnato  ad 

*,  e pongasi  — Q'^zzzF'^  indi  qz=zp^ — F' . Da 

j^{F-\-  ^Q)—{p^y^q)  = (^p-\-yFq)  ne  segue 

a -H  ^(2)  = (/? -4- , e svolgendo,  e separando  i ter- 
riiini  razionali,  ne  proviene  Tequazion  di  condizione  in  /> , 


a P =^“  -i-  p^-^ 


u . (u- — i) . (u — ^2)  . (u — 3) 
1 . 2 . 3 . 4 


pu—^ , q' 


La  quale  non  differisce  da  quella  per  il  primo  caso , che 
nell’avere  il  termine  noto  P moltiplicato  per  a , e corrispon- 
dentemente diverso  da  F il  valor  F'  nella  espressione  di 
q—p'  — F\  della  quale  in  essa  equazione  sostituir  si  deb- 
bono le  potenze.  E similmente,  che  nel  primo  caso,  ope- 
rando, si  otterranno  p q . 

Quanto  si  è detto  rispetto  al  binomio  F-^y^Q,  vale 
riguardo  al  reciso  P — 5 qualunque  sia  la  radice,  o 
cubica,  o di  altro  grado  espresso  per  numero  primo  supe- 
riore, che  estrar  si  debba,  e non  meno  se  sia  F<^f/^Q,  che 
essendo  F>^Q.)  non  cadendo  in  tali  radici  Timmaginario , 
e legittima  universalmente  essendo  la  conseguenza  dalla  p<5- 


sizione  j/'^F  f/’Q)—p  -\r  j/q  ovvero  (/?  — ^ q)  y m alia 

posizione  ^{F — y^Q')—p  — y^q  ovvero  [p — y^q) 
e le  equazioni  medesime  risultando  dalla  séconda  , che  dal- 
la prima,  le  determinazioni  stesse  stessissime  di  7?,  q\  onde 
non  resta,  che  prender,  nel  caso  della  estrazione  dal  reci- 
so, — y' q in  luogo  di  prender  -h  y'^q  . 

Quantunque  la  pienezza  della  analitica  scienza,  la  gene- 
rale compiuta  risoluzione  delle  equazioni  % -4-  x”"  -4-  n'=:o 

richieda,  che  si  possegga  l’arte  di  estrarre  dal  binomio,  e 
dal  reciso  una  radice  di  grado  qualsiasi;  ciononostante  sarà 
per  la  pratica  averne  abbondantemente  l’aver  pronti  i mo- 
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di  delle  estrazioni  delle  radici  quadrata , cubica , quinta , 
settima;  poiché  supponendo  ni  = 5^  =7  semplicemente,  si 
ascende  già  al  10°,  al  14°  grado,  e combinando  a fattori 
di  m qualunque  potenza  di  2 qualunque  di  3 , qualunque 
di  5,  qualunque  di  7 , si  sale  ad  un’altezza  illimitata,  e 
fuori  di  uso  . Di  queste  quattro  radici  pertanto  a comodo 
dell’analista  io  raccoglierò  qui  in  una  tavola  la  estrazione, 
o.  le  equazioni  per  effettuarla  . 

Dovendo  estrarre  da  ^ P ^ f/^Q  la  radice  quadrata  di- 
notato per  ilf,  delle  due  quantità  P,  f/' Q la  più  potente, 
per  m la  meno  , sarà 

+ i /( M'-  m-))^  //■(  -L  ,„•)) 

% 

Dovendo  da  ^ P zi:  estrarre  la  radice  cubica,  sup- 
posto a {^P"^ — Q)  un  perfetto  cubo  si  cerchi  la  ra- 

dice razionale  dell’equazione  EL^  — ^ ^ ^ — 2aP=o;  si 

prenda  poi  p =.  ^ indi  q'=-p^ — ^ v e sarà 

Si  darà  dapprima  ad  a il  valor  i , e non  riuscendo 

P* Q perfetto  cubo,  si  passerà  ad  assegnarle  altri  valori, 

e tornando  i tentativi  inutili,  si  farà  a = (P" — Q),  onde 

( p* Qy(P" — Q)  — (p'.  Se  ad  onta  di  aver  ottenuto 

a^^P‘ — Q)  cubo,  e (p  numero,  l’equazione  lE — 3 Il  — 

2,aP  = o non  ha  radice  razionale,  la  quantità 

non  é cubo  , ed  e impossibile  assegnarne  radice  cubica  esatta. 

Dovendo  da  -h  P Q estrarre  la  radice  di  quinto 
grado,  supposta  a{P'  — Q)  una  potenza  perfetta  di  quin- 
to grado  = si  cerchi  la  radice  razionale  dell’equazione 
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11^  — 5 n’-l-  5(^*n  — 1 a F =1  o , si  prenda  p-=~Xl  ^ q — 

p“  — (p  , e sarà 

^ [:±J' ztf^Q)  = (^Pr±  • 

Si  fara  dapprima  a = i , poi , alla  peggio  , = ( P* — Q y , 
Dovendo  da  ^ F ^ estrarre  la  radice  di  7'  ordi- 
ne, supposta  a(F’‘  — Q)  potenza  perfetta  di  7”  grado 
=:<p\  cerchisi  la  radice  razionale  deU’eq nazione  j (p 

H-  14 ID  — 7 Q — 2 o P = o ; preso  7;  = -^  II,  q — 
/>“  — (p  sarà 

z±y^Q)={  ztP  :±ì^q)  ■ 

Parassi  dapprima  «=1,  poi,  alla  peggio,  = P“ — QY- 
Mi  lusingo,  che  gli  analisti  di  questa  stagione  accoglie- 
ranno con  aggradimento  la  scelta  deli’antico  metodo  per 
l’estrazione  della  radice  quadrata  , o in  genere  di  grado  a'*, 
c del  moderno  per  la  estrazione  della  radice  di  grado  qua- 
lunque espresso  per  numero  dispari  e primo,  con  la  unione 
loro  a formare  un'xorpo  interamente  legittimo,  e sano. 

§.  VI.  Nel  paragrafo  xl  del  capo  iv  si  è per  me  fatto 
vedere,  come  Euclide  ne’  suoi  Dati  scioglie  per  via  geome- 
trica le  equazioni  di  secondo  grado,  riuscirà  a chi  ama  co- 
noscere le  più  antiche  origini  delle  scoperte  , e i varj  sen- 
tieri che  sa  aprirsi  l’umano  ingegno,  di  grata  maraviglia  il 
contemplare  come  il  greco  Geometra  nei  suoi  Dati  medesimi 
sciolga  le  equazioni  di  quarto  grado  x"  ~>r  q — « = o.  Nei 
Dati  Lxxxvl , Lxxxvil  insegna  Euclide,  che  se  due  rette 
z,  y sotto  un  angolo  dato  A {Fig.  7)  comprendano  uno 
spazio  parallelogrammo  di  grandezza  data , che  segneremo 
a , cioè  se  sia  z y sen.  Az=.  a ^ ed  inoltre  sia  2“  — F : y'‘  : \ 
/d  : I , essendo  f/\  ìt  superficie  date,  verranno  ad  esser  da- 
te le  due  rette  z,  y.  Il  filo  della  dimostrazione  di  Euclide 


è questo.  Si  faccia  a è*  un  rettangolo  uguale,  uno  de’  coi 
lati  sia  il  che  si  otterrà  per  la  proporzione  z \ h : : b : — 

su  la  retta  adunque  x si  tagli  la  porzione  = , e sarà  la 
rimanente  z — ^ , il  rettangolo  z . b”  sarà  dato , e can- 
giandosi z* — à*  in  2.*  — z.~  = z^z  — ~)?  sarà  data  la 
ragione  z (z ^ j : ?/*  : : A*  : i . Per  la  condizione  z y sen.  A = 

— ; e quinci  ” -■ 

sen.  A ^ sen.  A 


fl’  , si  ha  'Z>y  = 


.b  :’.zy:z.j.:y.-, 
b^ 

conseguentemente  ^ : b"*  : : y^  : — • Moltiplicando  questa  per 

la  proporzione  : i : : z ^ ; 


componendo 


4 h* 

sen.*  A 


T 

A*  fc 
% 


e di  nuovo  componendo 


sen.*  A 


fc*  \ 

— j : y nasce 

. A4  . . 

^ A • ' 

sen.  A 

j :4‘:  :4x‘  — 4 

i* 

^ C 

• . f>"  . 

— 4 z . — h — 

i 

^ : à’  ; : 2 z — 

/(  “"“A  ' 

' \ sen.  A > 

ì*  : à*  : : z : - : : 2 

u » 

T T 

— ; laonde  novellamente  estraendo  le  radici  l/T  — à’-f---- 

^ V a 2. 

b'^yj  \ b \ i b moltiplicando  sì  questa,  che  la 
proporzion  ; : 3/  : ^ con  la  proporzione  A*  : “H 

^ b^*  ^ \ ^ \ z provengono  le  due 

2 ' \ sen.  A / / a 2 ^ \ sen.  A J 


% \ — b'  — l/' { -+■  b*^  \\y\z\  invertendo  la  se- 

conda , e moltiplicando  con  la  prima,  resulta  ”H 

\ 1/ ( ÌAAA-  _i_  b'^  : : I : 3/  ; onde  al  fin  ricavasi 

a r \ sen.*  >4  //  sen.  .4  ’ 
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a*  I 

y sen. A 


4 /i* 

sen.*  A 


4‘)) 


Se  in  questa  espressione  del  valor  di  y si  moltiplichino  e 
numeratore,  e denominatore  per  f^(^en  ^"À 

e si  riduca  , trovasi 


y 


L’algebra  speditamente  dalle  due  equazioni  date  z y 
sen.  A-=^a  ; z" — li  y*—b'  con  trasportar  dalla  prima  nella  secon- 

da  l’espressione  di  y ==  "sén  2 l’equazione  z^ — z*  — 

-*  = o , e risolvendola , ottiene  z*=  — è*  i/^( , 

sen.’  A ’ a ' \sen.  A / ’ 

e quindi  ?/ = z___  = 


sen.’  A 


) 


o vi- 


ceversa, con  trasportare  dalla  prima  delle  date  equazioni 

€L* 

nella  seconda  la  espressione  di  zz=———^  formata  l’equa- 

^ S C tl  • 


zione  y*-{-b'y^ 


sen.’  A 


= o,  conseguisce  prestamente,  risol- 


vendola, il  valor  di  e da  esso  quello  di  z",  ed  in  se- 
guito quelli  di  z,  y.  Contengono  dunque  i Dati  di  Euclide 
Lxxxvl  e LXxxviI  la  risoluzione  di  due  equazioni  compre- 
se in  uno  nella  forma  ^ :x:“— « = o . Nel  Dato  lxxxvI 

Euclide  prende  Ji'  in  concetto  indeterminato  e generale, 
nel  Dato  lxxxviI  gli  assegna  il  valore  = i . Pretende  Da- 
vide Gregori , che  quel  Dato  leggasi  da  noi  diverso  da  quel- 
lo , che  lo  stese  Euclide,  e che  in  luogo  della  condizione, 
che  io  ho  espresso  nella  proporzion  z* — b^  : y*  : : Ji  : i , Eu- 
clide supponesse  data  ruguaglianza  b'  — y'‘  z=.z‘’ . Bisognereb- 
be immaginar  di  troppo  cangiato  il  testo  di  Euclide,  e 


2'J’2 

quanto  riuscirebbe  Importuno  il  T:Itare  a base  della  dimo- 
strazione la  I delle  definizioni  ai  dati  premesse,  magnitu- 
do  magnitudine  major  est  ^ data  magnitudine!  quam  in  ratio- 
ne  3 quando,  ahiata  data,  reliqua  ad  eandem  hahet  rationeni 
datam  : il  significato  della  quale  ottimamente  rappresentasi 
per  la  proporzione  z — ò*  : : i ; altrettanto  in  Eucli- 

de, <!ontro  suo  severo  tenore,  desidererebbesi  il  vero  fonda- 
mento della  dimostrazione  del  Dato.  Senza  pertanto  attri- 
buire ad  Euclide  la  risoluzione  dell’ equazion  z"  — z' 

— - — --=0,  ovvero  — b\f = o , che  si  ricavereb- 

ber  dalle  due  condizioni  zz/sen.  ^ = b^ — y’*  = e che 
spetterebbero  alla  forma  — qx'-\-n  — o^  basta  alla  glo- 
ria del  greco  Geoiùetra  l’aver  dimostrato  la  determinazione 
degli  sconosciuti  valori  involti  nelle  equazioni  delie  forme 
x‘'^qx^ — « = o.  Il  confronto  della  greca  geometrica  ana- 
lisi, e dell’analisi  algebraica,  manifesta  lo  squisito  ragionar 
di  quella,  l’agile  operar  di  cjuesta  . 

§.  VII.  Non  sono  le  equazioni  di  forma  — f <7  x”  ^ 

« = o le  sole  equazioni  al  secondo  grado  superiori  , alle 
quali  Tanalisl  si  estende  nel  Volume  di  Fra  Luca;  una  pu- 
re nella  Distinzione  il  se  ne  rincontra  prematuramente 
trattata  e sciolta  di  quarto  grado  , e di  cinque  termini , 
appartenente  alla  forma  x'"  m p x'  q x — n-=.  o . 
Nasce  l’equazione  da  Fra  Luca  maneggiata  dal  seguente 
problema,  che  ei  si  propone  a pag.  44.  Supposto,  che  il 
circuito  del  terrestre  equatore  sia  di  miglia  20400,  e che 
da  un  punto  di  esso  partano  due  viaggiatori  , o due  mobi- 
li, per  farne  il  giro,  andando  l’uno  da  occidente  in  oriente 
con  viaggio  ogni  giorno  maggiore  in  progressione  aritmeti- 
ca, sì  che  il  viaggio  del  1.“  giorno  sia  un  miglio  soltanto, 
il  viaggio  del  2.°  giorno  di  due  miglia,  il  viaggio  del  3.”  di 
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tre  miglia,  e cosi  via  via;  andando  l’altro  per  l’opposto  da 
oriente  in  occidente  con  viaggi  diurni  successivamente  cre- 
scenti, siccome  i cubi  de’  numeri,  cioè  con  viaggio  il  gior- 
no i."  di  un  miglio,  il  2.”  di  8 miglia,  il  3.°  di  27,  il  4.“ 
di  64  ...  . si  cerca  dopo  quanti  giorni  s’incontreranno . 
Chiamato  x il  numero  ignoto  de’ giorni , il  viaggio  del  pri- 
mo viaggiatore  totale  sarà  la  somma  della  progressione 


i.2.3.4....a:  = (x-i-i)x-^=:-^x*-h-^^9  ^d  il  viaggio 
totale  del  viaggiator  secondo  sarà  la  • somma  della  serie 

I . 8 . 27  . 64  . 125 x’  = ^ ( X -+-  I )*  = -^  -t- 

X*  ; i due  viaggi  insieme  giunti  debbono  uguagliare  il  circuito 
dell’equatore;  dunque  x'^ x* -4- — - x*  4- x = 20400  . 

Togliendo  le  frazioni  si  ha  x‘^-+- 2 x* 3 x* -i- 2 x = 8 1 600  . 
Ma  come  ricavare  il  valore  di  x?  Si  aggiunga  all’uno,  ed 
all’altro  membro  i , e si  avrà  nel  primo  un  perfetto  qua- 
drato x'^-ì- 2 x’-h  3 x’-t- 2 X -H  1 =81601  ; onde  estraendo  la 
radice,  ne  proviene  x*-}-x-t- i =f^Bi6oi  , e quinci  perla 

risoluzione  delle  equazioni  di  secondo  grado  x = — 

-t-f^8i6oi  Tal  è lo  scioglimento  del  problema  esi- 
bito da  Fra  Luca.  Tartaglia  lo  accusa  di  errore,  preten- 
dendo, che  il  tempo  cercato  x,  dopo  il  quale  i due  viag- 
giatori s’incontreranno  , non  possa  risultar  espresso  per  una 
quantità  irrazionale , ma  s'i  per  un  numero  di  giorni  con  rot- 
to , e sia  precisamente  di  giorni  16  ^ il  die  prova  con- 

il  seguente  calcolo.  In  giorni  16  il  primo  viaggiatore  avrà 

fatto  miglia  ( i -h  1 6 ) x 17.8=136,  nel  giorno  17.“ 

dovrebbe  fare  miglia  17;  dunque  nella  parte  di  esso  gior- 

1768  p ^ , , ...  1768x17  .. 

tara,  per  la  regola  aurea,  miglia  "4^3^  ? d viag- 


uo 


4930 


35 


£74 


giator  secondo  nel  sedici  giorni  avrà  fatto  miglia 
(y)  — ^ 7^  • = ^^49^  5 giorno  17.*  far  dovreb- 

be miglia  17*=  4913,  dunque  nella  parte  di  esso  giorno 


1768 


farà  per  geometrica  proporzione  miglia  : per  le 


1768 


la  somma  de’  viae;gi  sarà 


quali  cose  in  giorni  16 
. 36  . 8496  -f-  = ^68X49j3^  _ gg3^  ,jJA  ^ ^ 

1 8632  -+- I 768  = 2.0400  . Ma  dai  viaggi,  che  i due  viaggia- 
tori farebbero  nell’intero  giorno  17.%  è egli  giusto,  e di  do- 
vere l’argomentare  in  geometrica  proporzione  i viaggi  fatti 
neU’assegnata  parte  di  esso  giorno?  Il  cosi  argomenta- 
re importa  il  concepire,  che  i due  viaggiatori  farebbero 
dal  principio  al  fine  del  medesimo  giorno  il  viaggio  loro 
con  moto  uniforme;  e poiché  non  vi  ha  maggior  ragione, 
che  ciò  avvenga  nell’ultimo  giorno,  che  negli  altri  antece- 
denti, bisognerebbe  concepire,  che  ogni  giorno  dal  primo 
all’estremo  istante  camminassero  con  passo  invariato;  ma 
nel  passaggio  da  un  giorno  all’altro  di  salto  accelerassero 
il  passo,  il  primo  viaggiatore  in  progressione  aritmetica  na- 
turale, il  secondo  nella  progressione  de’  numeri  cubici. 
Per  esempio  sarebbe  mestieri  immaginare,  che  il  primo 
viaggiatore  , dopo  aver  nel  corso  del  terzo  giorno  fatte  con 
passo  equabile  miglia  3 , di  salto  nel  cominciare  del  quarto 
giorno  passasse  da  una  celerità,  come  3,  ad  una  celerità  co- 
me 4,  per  fare  nel  corso  del  quarto  giorno  miglia  4;  e si- 
milmente si  dica  del  secondo  viaggiatore:  dovrebbesi  in  lui 
concepire  nel  corso  del  terzo  giorno  una  celerità  costante 
sufficiente  a fare  miglia  27  , ed  all’entrare  nel  quarto  gior- 
no. il  salto  dalla  celerità  come  27  alla  celerità  come  64 , 
j)er  fare  nel  corso  del  quarto  giorno  con  uniforme  carami- 
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no  miglia  64.  Per  Io  che,  ecco  in  ciascheduno  dei  due 
viaggiatori  due  leggi  differenti  di  viaggio  : l’una  rispetto  al 
viaggio  di  ogni  giorno  ; l’altra  rispetto  ai  viaggi  de’  diversi 
giorni  : di  uniformità  la  prima  nel  succedersi  delle  2^  ore 
del  giorno;  di  acceleramento  per  salto  la  seconda  nel  suc- 
cedere deU’uno  all’altro  ^ietno.  Per  lo  contrario  il  calcolo 
di  Fra  Luca  suppone,  che  ciascuno  de’  viaggiatori  faccia 
il  viaggio  suo  secondo  una  legge  sola  , e la  stessa  da  gior- 
no a giorno,  e da  ora  a ora,  anzi  dalla  menoma  alla  me- 
noma parte  del  giorno;  cioè,  che  il  primo  viaggiatore  dal 
primo  all’ultimo  istante  del  suo  viaggiare  acceleri  continua- 
mente  il  passo  in  progressione  aritmetica  naturale,  ed  il 
secondo  continuamente  in  progressione  de’  numeri  cubici  : 
poiché  nelle  espressioni  ( 1 -h3c)x-f  , ( (i)‘  del 

viaggi  fatti  nel  tempo  se,  la  specie  x è affatto  indetermina- 
ta, e significa  ugualmente  una,  quanto  si  voglia,  piccola 
parte  del  primo  giorno,  uno,  o più  giorni  interi,  ed  un 
misto  di  questi,  e della  parte  di  altro  giorno  imperfetto. 
A veder  più  chiaramente  la  differenza  dei  due  supposti,  si 
cerchino  i viaggi  de’  due  viaggiatori  dopo  giorni  3 ~ . Sa- 
rà , giusta  il  computo  di  Tartaglia,  il  viaggio  del  primo 
= ed  il  viaggio  del  secondo  = i -f-  8 -H 

27-h^=68  miglia;  ma  per  la  forinola  (i-j-x)x^,  con- 
forme al  computo  di  Fra  Luca,  sarà,  posto  ac  =.  3 ^ , il 
viaggio  del  primo  viaggiatore  = ^ i-|-3^^  x — = x-^  = 

ed  il  viaggio  del  secondo,  per  la  formola  (i-Hx)“x 
9 ~('t)  ^('4)  da  questo  viag- 

gio del  secondo  viaggiatore  in  giorni  3 -L  il  viaggio  di  lui 
in  giorni  3 = i 8 27  = 36  , restano  miglia  2.6—  per 
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il  viaggio  da  esso  fatto  nella  metà  pr^ma  del  quarto  gior- 
no seguendo  la  legge,  che  i viaggi  nelle  successive  parti  del 
giorno  crescano  in  progressione  dei  numeri  cubici , non  al- 
trimenti  che  i viaggi  nei  successivi  giorni  , e miglia  87 
gli  rimarrebbero  a fare  nell’altra  metà  di  esso  quarto  gior- 
no ; laddove  con  il  cammino  uniforme , che  nel  corso  del 
-giorno  suppone  Tartaglia,  nella  prima  e nella  seconda  me- 
tà del  quarto  giorno  ugualmente  le  miglia  riescon  32=^. 
La  semplice  ipotesi  di  Fra  Luca  gode  il  pregio  di  attenersi 
alla  legge  di  continuità  , ed  è l’unica  via,  la  condizion  ne- 
cessaria a sciogliere  direttamente,  e con  passo  certo  il  pro- 
blema; nella  doppia  ipotesi  di  Tartaglia  non  si  può  scio- 
gliere che  a tentone  : Fra  Luca  intese , e sciolse  il  proble- 
ma nel  senso,  e nel  modo,  in  cui  da  noi  s’intenderebbe  e 
sciorrebbe  ; e noi  non  possiamo  condannarlo.  Vero  è,  che 
si  cade  neirincomodo  di  trovare  il  tempo  x irrazionale;  in- 
comodo, che  si  schiva  nel  metodo  di  Tartaglia;  ma  tale  ir- 
« razionalità  del  tempo  non  reca  difficoltà  a chi  ben  conosce 
il  significato  di  essa,  e la  natura  del  tempo.  É il  tempo 
una  quantità  continua,  siccome  in  geometria  si  concepisce 
la  linea,  anzi  è il  tempo  Tesser  reale,  che  al  concetto  geo- 
metrico serve  di  base  ; la  continuità  reale  nel  tempo  , co- 
me la  conceputa  nella  linea  , esclude  la  distinzione  reale 
e il  numero  determinato  delle  parti,  e importa  la  divisibi- 
lità aU’infinito  ; conseguenza  della  eguale  è la  capacità  dei 
rapporti  irrazionali.  La  irrazionalità,  sotto  cui  resulta  il 
tempo  dell’incontro  dei  due  viaggiatori,  altro  non  vuol  di- 
re, se  non  che  un  tal  tempo  ha  un  rapporto  per  numeri 
inesprimibile  al  tempo  di  un  giorno;  ma  ciò  non  toglie, 
che  sia  un  tempo  di  determinata  grandezza,  e da  certi  li- 
miti circoscritto  , siccome  la  diagonale  del  quadrato  non  ha 
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rapporto  per  numeri  esprimibile  al  lato  , avvegnaché  sia  di 
determinata  lunghezza  . Rimane  dunque  Fra  Luca  purgato 
dall’accusa  di  errore  appostagli  da  Tartaglia,  e riman  di- 
mostrato aver  lui  con  quello  stesso  spirito  di  analisi  , che 
oggi  ci  guiderebbe,  sciolto  un  problema  di  equazione  di 
quarto  grado  di  tutti  i suoi  termini  fornita  . Il  caso  è sem- 
plicissimo ; ma  appalesa,  che  si  conosceva  la  composizione 
della  quarta  potenza  del  binomio,  e l’addizione  di  i per 
condurre  a perfetta  potenza  di  cjuarto  grado  Faggregato  dei 
quattro  termini  contenenti  Fincognita  è il  primo  lampo  dell’ 
artificio  generale,  a cui  poi  si  fece  progresso,  dell’addizione 
di  noto  , e di  ignoti  termini . 

§.  Vili.  Offre  il  Volume  di  Fra  Luca  eziandio  proble- 
mi esponenziali^  e non  soltanto  dei  semplici,  ne’  quali  la 
incognita  sta  unicamente  in  esponente,  ma  dei  più  compo- 
sti ancora,  ne’  quali  sta  tutt’insieme  ad  esponente,  e coef- 
ficiente . Serva  di  esempio  il  problema  8.”  nel  trattato  7.’ 
De  viagiis  della  Distinzione  ix.  Uno  fa  alquanti  viaggi,  e 
quanti  viaggi  fa,  tanti  scudi  seco  porta  nel  primo  viaggio, 
e ad  ogni  viaggio  li  raddoppia,  ed  alla  fine  de’  suoi  viag- 
gi trovasi  avere  scudi  3o  : qual  è il  numero  de’  viaggi,  e 
degli  scudi  nel  primo  portati?  Intendesi  facilmente  l’equa- 
zione del  problema  essere  Frate  Luca  pone  suc- 

cessivamente 3c=i,  = 2,,  =3,  =4:  posto  jc  = 3 risulta 
24 , meno  del  dovere  ; posto  x ==  4 resulta  64  , troppo . Si 
faccia  dunque,  prescrive  egli,  x=3-H2/,  e si  avrà  al  fine 
del  primo  viaggio  al  fine  del  secondo  12 -+-4?/, 

al  fine  del  terzo  24-1-82/,  e si  avrebbe  al  fine  del  quarto 
viaggio  48-1-162/,  così  che  l’aumento  degli  scudi  per  il 
quarto  viaggio  intero  sarebbe  24-1-81/:  si  argomenti  pro- 
porzionalmente I : 24 -H  8 2^  ; : 2/ : 24  2/ -1- 8 2/%  e sarà  questo 
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raumento  degli  scudi  per  una  parte  y del  q^uarto  viaggio, 

il  quale  aggiunto  al  numero  degli  scudi  risultato  al  fine  del 

terzo  24 8 ?/ , ne  proverrà  requazione  8 i/’-i- 82  ?/ H- 24  == 

3 3 

3o  , onde  y = — 2-i-f^4  — , ed  x — i -i-  Apparisce , 

che  la  via  da  Fra  Luca  battuta  in  questo  problema  è quel- 
la stessa  da  Tartaglia  seguita  nel  problema,  di  cui  ho  par- 
lato nel  paragrafo  superiore  . Ingiustamente  là  Tartaglia 
censurò  Frate  Luca;  qui  cadeva  la  censura;  ma  non  potea 
il  Tartaglia  farla  senza  sentirne  sopra  di  se  il  riverbero  > Il 

valore  a:=i-|-f^4—  non  soddisfa  all’equazione  3C2*=3o, 
poiché  adoperando  i logaritmi  trovasi  log.  ^ i -H  f^4^^-l- 

-1-^/4  — ) log.  2=  log.  28,  8 in  vece  di  log.  3o  ; onde 

3 

rendasi  manifesto  essere  x=i-\-y^A.—  difettoso.  Ad  una 

4 

più  facile,  e più  evidente  prova  della  falsità  del  metodo 
pigliamo  2 . 4^  * = 80  , essendo  4^  * = 4 * = 2*  = 82  , e 

perciò  2,  2.  . 32  = . 52  = S . 16  = 80.  Suppo- 

nendo ignoto  r ~ cerchiamolo  con  il  detto  metodo  pren- 
dendo 2-hy^  si  avrà  (2  y)  . ^ = S -h  ^ y ; {3-\-\y).^  = 
(2-4-?/). 4“  = 32-1- 163/;  (32-+-i62/).4=(2-i-3/).4*  = 
128-1-647/,  e Taurnento  da  (24-3/)  .4“^  a (24-7/)  . 4^, 
= (24-2/). 4* — (2.4-7/)  .,4’ = 964- 48  7/;  onde,  se  argo- 
mentar vogliasi  in  proporzione  geometrica,  si  trova  per 
Taumento  nell’esponente  della  frazione  y l’aumento  967/4- 

487/*,  e cosi  (2-1-3/)-4'*'^==324-i6?/-i-967/4-  48?/% 
che,  dovendo  esser  =80,  dà  l’equazione  48  t/* 4- 1 1 2 7/ 4- 

32  = 80,  dalla  quale  si  trae  7/  = — - , valore  alquan- 
to minor  di  , poiché  a fare  y converrebbe,  che  sotto  il 
segno  radicale  in  luogo  di  85  si  contenesse  ico=  io*.  Ma 
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noi  stessi  inanelliamo  di  un  metodo  diretto,  ed  esatto  per 
isciogliere  le  equazioni  della  forma  x a’ z=:  h . L’artificio  dei 
logaritmi  ci  suggerisce  il  passo  L.  x -4- se  L.  a = L. /i;  ma 
non  ci  è dato  di  procedere  direttamente  più  avanti,  ed  è 
mestieri  volgersi  alla  doppia  falsa  posizione,  la  quale  la 
prima  volta  ci  lascia  ben  lontani  dal  vero,  e non  è che  ri- 
petendola più,  e più  volte,  che  al  vero  ci  accosti  via  via, 
éenza  speranza  però  di  toccarlo,  ed  ottenerlo  esattamente. 
La  regola  di  doppia  falsa  posizione  si  applica  la  prima  vol- 
ta senza  bisogno  dello  svolgimento  logaritmico,  ponendo  x 
uguale  a due  numeri  interi  differenti  tra  loro  dell’unità; 
ma  l’uso  della  formola  logaritmica  diviene  di  sommo  van- 
taggio  , anzi  necessaria  , nelle  successive  applicazioni  di  es- 
sa regola.  Nell’esempio  dell’equazione  x4*  = 8o,  poiché  po- 
sto x=:2  si  ha  2.4‘‘=32  = 8o  — 48;  e posto  x = 3 ne 
viene  3 . 4’=  192  = 80 -f- 1 12  , per  la  regola  di  doppia  fal- 

sa  posizione  dovrebbe  esser  .x  = -V- = — r-=2— , 

1 48  >+«112  160  3’ 

il  qual  valore  è più  lontano  dal  vero  2 , che  il  valore  per 

il  metodo  di  Fra  Luca  ritrovato  — sebbene  la 

6 

differenza  da  2-^  a 2 -F  ^ che  è di  , non  sembri  gran 

cosa  in  sé  medesima,  la  é però  nell’equazione  x4*  = S<^7 
grande  differenza  producendo  nel  valore  di  x 4*  . A ciò  ve- 
dere, chiamata  in  sussidio  la  formola  logaritmica,  si  trove- 
rà L.  2 -F  -4-  2 L.  4 = 0,  8679767  -+-  1 , 4048067  = I , 

7727834=  L.  89,  263,  il  qual  numero  ben  si  vede  quant’é 
distante  da  80;  il  difetto  non  é nullameno  che  20,  787. 

Combinando  questo  difetto  vegnente  dal  porre  x=2yCon 
l’eccesso  112  venuto  dal  porre  x = 3,  la  regola  di  falsa 


posizion  doppia  esibisce  a:— — l_  — 2,407, 

il  qual  valore,  sebben  non  manchi  che  di  o,o63  dal  ve- 
ro valore  di  x =2,5oo,  pure  cagiona  in  x 4“  un  difetto 
di  8,538  trovandosi  L.  2,4374-2,487  L.  4=  L.  71,462 
in  luogo  di  L.  80.  Cosi  proseguendo  a combinare  l’er- 
rore del  nuovo  resultato  con  l’error  del  resultato  della  po- 
sizione x = 3,  si  va  ognor  restrignendo  il  limite  del  difet- 
to ; ma  è d’uopo  ripeter  per  ben  otto  volte  la  regola  per 
giugnere  ad  avere  x = 2,4997,  che  produce  79,967  man- 
cante da  80  di  0,048  . E combinando  questa  mancanza  con 
l’eccesso  112,  per  la  regola  di  doppia  falsa  posizione  resul- 
ta X = ^ — 2 5oo8,  cioè  il  valor  di  x 

salta  dal  difetto  all  eccesso  . Questo  eccesso  , che  non  è 
che  di  0,0008,  produce  in  x 4*  l’eccesso  di  0,114  resultan- 
do L.  2,5oo8  H- 2,5oo8  L.  4=  L.  80, H4.  Si  hanno  però 
con  le  posizioni  x=:  2,4997;  x==2,5oo8  il  difetto,  e l’ec- 
cesso ristretti  ai  limiti  0,048;  0,114.  Facendo  di  questi  la 

combinazione  si  ottiene  x = ^ — --  = 

0,043  -1-O51 14 

2,5ooooi3,  che  eccede  il  vero  valor  di  x = 2,5  soltanto 
di  0,00000185  e produce  80,000148,  il  cui  eccesso  è solo 
di  0,000148.  Con  due  altre  rinovazioni  della  regola  di  dop- 
pia falsa  posizione,  cioè  alla  duodecima  applicazione  di  essa 
si  ritrova  x = 2,6000000 1 , eccedente  il  vero  valore  di  x 
solamente  di  0,00000001,  e producente  in  x 4*  il  solo  ec- 
cesso 0,00000109  dando  80,00000109.  Ma  per  quanto  si 
continui  Foperazione , avverrà  egli  bene,  che  l’eccesso,  ed 
il  difetto,  se  vogliasi,  discenda  via  via  ad  una  piccolezza 
quasi  impercettibile,  e per  numeri  inesprimibile,  non  però 
mai  che  si  annienti  del  tutto  , ed  esatto  ne  esca  il  valor  di 
x,  e quello  in  conseguenza  di  x4*=8o:  e ciò  per  la  ra- 


glone  spiegata  nella  Storia  dell’ aritmeticn  neli’Appenclice  al 
cap.  su  la  regola  di  doppia  falsa  posizione  , dove  anche  ho 
stesamente  esposto  il  calcolo  qui  compendiato . Gli  antichi 
italiani  analisti  erano  esercitatissimi  neU’artificio  della  dop- 
pia falsa  posizione , e hen  ne  intendevano  la  intima  natu- 
ra . Ma  per  ciò  appunto  giudicar  cloveano  i problemi  espo- 
nenziali fuori  della  sfera  dei  problemi,  ai  quali  esso  pro- 
priamente si  limita.  Per  altra  parte,  mancando  deirajuto 
dei  logaritmi  , non  erano  in  grado  di  dar  la  prova  al  va- 
lore dalla  regola  di  doppia  falsa  posizione  esibito,  nè  di 
riconoscere , molto  meno , che  con  ripeterla  riesce  di  ap- 
prossimarsi sempre  più  al  vero  valore.  Nel  problema  di  Fra 
Luca,  che  come  ho  detto  riducesi  all’equazione  x . 2*=3o, 
poiché  posto  x = 3 resulta  3.  a*  =24  con  difetto  6,  e 
posto  x = 4 resulta  4.2'^=  64  con  eccesso  34,  la  regola  di 

4x6  + 3 X 34 1 26 ^ 3 

6 + 34  40  ao  ’ 

63  — 

per  la  prova  del  qual  valore,  o sia  deU’equazioiie  “-2.  3o, 

vedesi , che,  prescindendo  dall’ajuto  dei  logaritmi,  impor- 
terebbe la  estrazione  della  radice  20””^  di  2 elevato  alla  po- 
tenza 63  ; e la  dottrina  generale  delle  estrazioni  delle  ra- 

dici era  anch’essa  sconosciuta  ai  tempi  di  Fra  Luca.  In 
realta  poi  scioo-liendo  in  lop;aritmi  - .2  trovasi  L. 1 

^ O ^ 30  20  20 

L,  oj  c . 63Xo,3oio3oo  no  r r.  - 

. 2 = 0,4983  I OD  -1 — = 0,4983  1 o5  -f-  0,9482445 

= 1,4465550  =:  L.  27,961  ; cioè  la  prima  applicazione  del- 
la regola  di  doppia  falsa  posizione  producendo  soltanto 
27,961  in  vece  di  3o , porge  un  resultato  più  lontano  dal 
vero,  che  la  risoluzione  di  Fra  Luca,  nella  quale  provie- 
ne 28,8  . 

Avanti  di  chiudere  questo  capo  non  tralascierò  di  av- 
vertire , che  versando  propriamente  l’aritmetica  su  la  cjuan- 

36 


doppia  falsa  posizione  darebbe  x = 
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tità  discreta,  e su  la  continua  propriamente  versando  la 
geometria  , e sol  nella  quantità  continua  potendo  intendersi 
la  quantità  irrazionale  ; perciò  non  può  dirsi  aritmetico , 
anzi  dèe  riguardarsi  qual  aritmeticamente  impossibile  un 
problema,  che  non  ammetta  nè  per  numeri  interi  , nè  per 
rotti  scioglimento  , e quantità  irrazionale  richiegga  . Cosi 
dunque  aritmeticamente  impossibili  dir  si  debbono  i due 
problemi  di  Fra  Luca,  in  questo,  e nell’antecedente  arti- 
colo esaminati.  Aritmetico  diverrà  quello  deH’articolo  an- 
tecedente, se  in  vece  di  attribuire  al  giro  del  terrestre 
equatore  le  miglia  20400  , che  seguendo  Alfargano  gli  as- 
segna Fra  Luca  5 si  ponga  convenirgli  miglia  29412,  come 
suppone  Tartaglia  nel  il  de’  suoi  problemi  di  algebra.  In 
tale  supposto  va  Tartaglia  su  le  traccie  di  Fra  Luca,  ed 
intero  ribattendone  il  cammino,  giugne  ad  x= ~ 

H-  ^117648  ) = — 343  ) = — A -4_ 

= — -I — = 18.  Si  può  di  fatto  ideare  un  miglio 
tanto  dell’arabo  minore  , che  la  circonferenza  deU’equatore 
terrestre,  siccome  di  20400  miglia  arabe,  così  sia  di  29412 
delle  nuove  miglia  ideate;  ma  in  corrispondenza  divente- 
j'an  minori  i diurni  viaggi  dei  due  mobili,  facendo  il  pri- 
mo in  vece  di  i , 2 , 3 , 4 . . . miglia  arabe , i , 2 , 3 , 4 • • • 
delle  miglia  ideate  più  corte,  ed  il  secondo  i , 8,  27,  64... 
di  queste  in  vece  di  i,  8,  27,  64...  delle  arabe.  Questo 
esempio  dimostra  come  un  problema  da  aritmeticamente  im- 
possibile passar  possa  col  solo  cangiamento  nella  misura  , o 
nell’unità  alla  natura  di  aritmetico. 
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CAPO  Vili. 

Del  Più , e del  Meno  . Delle  redole  per  essi . Del- 
la difficolta  sul  lor  senso  fra  i termini  apparen- 
temente dissimili  di  una  ecpaazione . Del  vero 
grado,  della  specie,  delV  essenza , del  signi fcato 
deir altezza  di  questi.  Della  quantità  Negativa, 

Storicamente , Matematicamente , Metafisicamente  , 

S.  I.  Un  altro  progresso  deH’analisi  da  Leonardo  a Fra 
Luca  si  fu  l’idea  della  quantità  negativa  . Siccome  però  que- 
sta idea  fu  tratta  dall’operare  sul  Più,  e sul  Meno;  così 
l’occasion  colgo  di  espor  qui  tutt’insieme  la  storia,  e dilu- 
cidar la  teoria  di  questi  analitici  sussidj  : il  che  mi  porte- 
rà a mostrare  più  chiaramente,  a suo  luogo  e tempo,  l’ori- 
gine della  idea  della  quantità  negativa;  ed  avanti  mi  apri- 
rà il  campo  a discutere,  come  ad  onta  della  dissimile  na- 
tura, che  alfacciasi  ne’  termini  di  una  equazione,  sia  vero 
il  significato  del  Più , e del  Meno , che  ad  essi  frappongon- 
si , vera  sia  l’equazione  : della  qual  difficoltà  tirando  non 
altronde  che  dall’intrinseco  stesso  di  ogni  equazione  il  ge- 
nerale scioglimento,  mi  lusingo  di  spargere  su  la  cosa  qual- 
che nuovo  lume  agli  analisti  non  discaro  . \ 

§.  IL  A nulla  omrnettere  della  storia  riguardante  il  Più, 
ed  il  Meno,  incominciar  per  me  dèesi  da  ciò,  che  se  ne 
trova  nell’opera  del  greco  Diofanto . Nella  Definizion  sua  ix 
chiama  egli  vnap^iv , abbondanza^  ciò  che  noi  diciam  Più, 
e difetto,  ciò  che  noi  esprimiamo  per  Meno-,  e sta- 
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Lilisce  queste  due  regole:  i/  che  difetto  moltiplicato  per 
difetto  produce  abbondanza:  2.®  che  difetto  per  abbondan- 
za moltiplicato  produce  difetto.  A sentimento  del  greco  sco- 
liasta  Pianude  approvato  da  Xilandro,  Diofanto  in  dire  di- 
fetto non  considerò  difetto  da  se,  in  idea  semplice,  ma  in 
complessa  , rapportandolo  a quantità  per  esso  , e del  valor 
di  esso  scemata,  come  ad  esempio  in  6 — 4,  dove  il  6 sof- 
fre il  difetto  — 4?  ° vien  di  4 scemato.  Defectiim  ^ son  le 
prime  parole  dello  scolio  j vocat  Diophantus  non  simpliciter, 
et  qui  nullo  alio  exstante  3 deesse  intelligatur , sed  exstans 
aliquid  3 cui  quippiam  deesse  intelligatur . In  questo  stesso 
senso  poco  dopo  nello  scollo  medesimo  il  difetto  vierT  defi- 
nito negatio  (subtractio)  quantitatis\  e da  Xilandro  voltasi 
eziandio  ahsentia  siccome  per  la  contrario  praesentia  in  luo- 
go di  abbondanza.  Io  però  su  l’opinione  di  Pianude,  e di 
Xilandro  non  ardirei  tener  per  certo,  che  il  sottile  greco 
analista  Diofanto  levato  non  siasi  a concepire  in  idea  soli- 
taria ed  astratta  il  difetto,  a formarsi  la  nozione  della  quan- 
tità negativa.  Ciò,  che  con  certezza  si  vuol  piuttosto  de- 
durre si  è , che  alzar  non  vi  si  seppero  Pianude  , e Xilan- 
dro. E sebben  paja , che  la  idea  della  quantità  negativa 
aU’intelletro  lor  si  mostrasse,  la  cura  però,  che  ebbero  di 
tener  lontana  dall’adottarla  la  mente  di  chiunque,  a cui 
leggendo  la  definizion  di  Diofanto,  fosse  per  presentarsi, 
appalesa  la  ripugnanza  , che  ad  essa  sentivano  nella  mente 
loro.  Quinci  è,  che  nello  scolio  dimostransi  bensì  , ad  illu- 
strazion  degli  insegnamenti  di  Diofanto,  le  regole  per  la 
moltiplica  del  più  e del  meno  , ma  solamente  rispetto  allo 
stato  complesso,  e si  aggiungono  le  regole  della  loro  som- 
ma , e sottrazione,  ma  ommesso  in  questa  il  caso,  che  alla 
quantità  negativa  conduce  . Importa  cionulladimeno  a pieno 
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lume  nella  storia  conoscere  la  dimostrazione  ivi  recata  del- 
la regola,  che  meno  moltiplicato  per  meno  produce  più. 
Il  tenore  in  corto  n’è  questo.  Supposte  ( 7^/^.  8.  ) le  rette 
AB^  = e tolte  da  esse  le  parti  AE,  FC  = 2,  h 
evidente  essere  ^AB — AE'^x(^BC — C F^zzz:  E B x B Fz=. 
quadrato  FF^  ed  in  numeri  (5  — — 2)  = 3.3  = 9. 

Altrettanto,  nulla  più  nulla  meno,  dèe  risultare  moltipli- 
cando termine  a termine  AB — AF  con  BC — FC,  e in  nu- 
meri 5 — 2 con  5 — •2.  Or  ABxBC=  quadrato  BD,  in 
numeri  5x5  = 25;  ABx — F C ■=.  G F x — FC=.  rettan- 
golo — OC,  in  numeri  5x  — 2 = — io;  — A E x B C =, 

— AExAD=  rettangolo  — AH,  in  numeri  — 2x5  = 

— io:  dunque  si  ha  sino  ad  ora  BD — GC — AH,  e in 
numeri  28  — 10 — io.  Ma  osservisi,  che  il  rettangoletto 
quadrato  KD,  che  si  toglie  in  — AH,  si  è già  .tolto  in 

— G C : dunque  invece  di  toglier  A H sì  tolga  la  porzione 
di  lui  AK,  con  di  più,  in  luogo  di  KD,  un  piccol  qua- 
drato ad  esso  uguale  K L \ così  per  effetto  delle  operazioni 
sin  qui  eseguite  si  verrà  ad  avere  BD — GC  — AK — KF, 
ed  in  numeri  25 — io  — 6 — 4.  Non  resta  che  l’operazio- 
ne AF  X — F C=i—G  K X —GD  — — MLX— M K , 
e‘ in  numeri  l’operazione — 2X  — 2.  Dovendosi  pertanto  ad 
ultimo  resultato  ottenere  BD — GC — AK-=.EF,  e in  nu- 
meri 25 — IO  — 6=9;  perciò  di  necessità  conviene,  che 

— A Ex  — FC,  o sia  — MLx  — MK  compensi  — KL, 
cosi  che  nel  totale  BD  — GC  — AK  — KL-A-  il  prodotto 
— MLx — MK,  scancellandosi  — KL-\-  il  prodotto  — MLx 

— MK,  non  resti  che  B D-. — GC — AK\  dunque  — MLx 

— ilf /iT^dèe  produrre  -\-KL,  poiché  cosi,  e non  altrimen- 
ti , può  distruggere  — KL.  E in  numeri  dèe  essere  — 2X 

— 2 = 4,  di  tal  modo  unicamente  potendosi  28 — 106 — 4-i- 


il  prodocto  — 2X  — 2 ridurre  a aS — io  — 6.  Questa  di- 
mostrazione e nello  spirito  la  stessa  che  quella  adotta  da 
Fra  Luca,  ed  anche  oggidì  usata,  dimostrando  per  quanti- 
tà complesse;  nè  differisce  fuorché  in  contener  un  passo  di 
più  , qual  è il  sostituire  in  luogo  del  rettangolo  A H \\  ret- 
tangolo AK  con  il  rettangoletto  KL  preso  nel  rettangolo 
EF^  rendendo  questo  scemo,  a fine  di  metter  più  chiaro 
sott’occlìio  la  necessità  di  restituirglielo  . Vediamo  anche 
brevemente  come  nello  scolio  si  ragioni  riguardo  alla  sot- 
trazione. Significando  per  N indeterminatamente  un  nume- 
ro: IO  è più  grande  di  io  — N del  difetto  stesso  N.  Se  da 
IO  — N sottraggasi  io  — 2 iV,  quello  trovasi  di  cjuesto  mag- 
giore di  un  di  quanto  cioè  il  maggior  dei  difetti  2 iV 
supera  il  minore  e semplice  N.  io-l-3iV  eccede  io  — 6N 
di  9ÌV,,cioè  dell’ahboiidanza  3 V,  e del  difetto  6N  tutt’in- 
sieme.  Questi  sono  i ^soli  casi  di  sottrazione  ivi  contempla- 
ti, ne’  quali  tutti  il  residuo  è positivo.  Quanto  al  numero 
iV,  comecché  leggasi  donatu  rvero  numerus  quotquot  voles  uni- 
tatum^  non  può  dubitarsi,  che  la  volontà  s’intenda  entro 
certi  limiti  ristretta,  di  modo  che  il  difetto  non  sia  che 
qualche  cosa  dell’altro  numero,  al  quale  rapportasi,  onde 
di  questo  abbia  luogo  l’idea  exstans  aliquid , cui  quippiam 
deesse  intelligatur , 

§ III.  Frate  Luca  nel  trattato  1.“  della  Distinzione  vili 
prende  a spiegare  l’origine,  l’ufficio,  la  forza  dei  termini 
Più  e Meno,  e le  regole  dell’operare  per  essi.  Egli  è spe- 
zioso  , e di  singoiar  attenzione  degno  il  vocabolo,  onde  es- 
prime l’ufficio,  per  cui  furono  inventati.  Dice  l’origin  loro 
essere  stata  la  necessità  di  asettar  insieme  quantità  diverse 
di  natura,  e denominazione,  come  numeri,  e quantità  sorde, 
e come  in  algebra  cose,  e censi,  e numeri,  che  a un  corpo 
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non  si  possono  redurse  y perchè  altra  è V unità  de  la  cosa  y 
altra  quella  del  censo  y altra  quella  del  culo  etc.  y perocché 
cosa  representa  linea  y censo  superficie  y e cubo  corpo.  Giusta 
questo  dire  le  prime  idee  affisse  ai  termini  Più  e Meno  , 
lungi  dall’essere  quelle  di  vera  addizione,  e di  vera  sottra- 
zione, non  furon  che  quelle  di  semplici  mezzi  per  formare 
un  misto,  disponendo  in  una  serie  quantità  disgiunte  per 
diversità  di  grado  e di  specie  . E di  fatto  in  un  polinomio 
quale  io -H  3 oc — 1 3 x’ -i- 6 x* . . . , degli  odierni  segni  valen- 
domi, sino  a che  i termini  si  concepiscano  veramente  dissi- 
mili, non  si  può  certamente  tra  loro  concepire  una  vera 
relazione  di  aggiunta,  o detraimento,  ma  soltanto  un  collo- 
camento successivo , ed  ordinato  rappresentante  un  succes- 
sivo ordinato  concetto  della  mente  : concepir  no  non  si  può 
che  il  segno  •+■  prefisso  al  termine  3 x , dinotando  x linea , 
significhi  addizione  di  tre  volte  tal  linea  al  numero  io;  e 
nulla  meglio  è concepibile  , che  il  quadrato  x*  su  di  essa 
linea  costrutto  dodici  volte  preso  si  sottragga  dall’aggregato 
del  numero  io  e di  tre  volte  la  linea  x;  e similmente  ri- 
pugna rimmaginare  che  al  residuo  io-i-3x — 12  x*,  cioè  di 
IO  numero  e 3 linee,  meno  12  superficie  quadrate  aggiun- 
gansi  6 cubi  x*  ; onde  non  potendo  i segni  -j- , — indicar 
vera  addizione  di  quantità  a quantità  e vera  sottrazione, 
altro  non  rimane  fuorché  facciano  l’ufficio  di  assettar  ordi- 
natamente quantità  di  natura  diversa,  come  Tintelletto  gra- 
datamente a sè  le  dipigne . Ma  come  con  questo  concetto 
di  puro  assettamento  per  i segni  -t- , — , senza  verità  di 
addizione , e sottrazione  accordare  la  verità  di  una  equa- 
zione, qual  per  esempio  4x"-+-3x=:7?  Come  può  egli 
farsi,  che  senza  una  vera  somma  qui  di  4^9  c 3 x da  que- 
sti due  termini  ne  resulti  7 ? Ecco  come  spiega  Fra  Luca 
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la  cosa.  Non  sì  po  congruamente  dire  3 linee  ^ e 4 superfi- 
cie fanno  ^ , perchè  questo  tal  congionto  de  7 non  si  po  uni- 
tamente per  intelletto  aprendere:  se  non  divisivamente  ^ per- 
chè son  cose  varie  j che  non  possono  fare  una  unita  denomi- 
nazione, peroche  mai  si  po  dire , che  sienno  7 superficie  over 
7 linee,  ma  bene  un  misto  di  linee,  e superficie . E simil- 
mente in  generale  neU’equazione  a x'  6 x = n , alla  men- 
te di  Fra  Luca  5 se  x sia  linea,  il  numero  n non  è un  ag- 
gregato di  unità  omogenee , ma  un  misto  di  unità  etero- 
genee, altre  lineari,  altre  superficiali,  e tante  della  prima 
specie  quante  importa  6%,  tante  della  seconda  quante  ne 
importa  a x* . Nell’equazion  proposta  da  Fra  Luca  4x*-i- 

3 x = 7 , posto  X = 1 si  ha  4 . i‘  -H  3 . i = 7,  dunc^ue  con- 
cepiscasi il  7 diviso  in  3 unità  lineari,  e 4 superficiali. 
Prendendo  l’equazione  4 x‘-t-  2 x = 2 , fatto  x = -L  ^ ne  vie- 
ne 4.-^ — 1-2.  — =2:  quattro  volte  — dell’unità  superficiale 

danno  la  stessa  unità  superficiale,  e due  volte  dell’unità 
lineare  danno  l’unità  stessa  lineare;  dunque  concepiscasi  il 
2,  che  sta  nel  secondo  membro  dell’equazione,  composto  di 
due  unità  eterogenee,  una  lineare,  superficiale  l’altra.  Ho 
aggiunto  questo  esempio  , acciocché  si  vegga  come  l’idea  di 
Fra  Luca  si  adatti  anche  al  caso , in  cui  x sia  frazione  . 
Egli  è però  da  riflettere,  che  la  risoluzione  delfequazione 

4 x* -f- 2 X = 2 da  x= — ^ -4- |/7  L -L-à  — — 1 — _L 

preso  il  segno  -h,  = — i preso  il  segno  — . Laonde  essa 
equazione  dèe  verificarsi,  non  solo  per  x == -^ , ma  pari- 
menti  per  x= — I . Or  sostituito  nella  medesima  questo 
valor  di  x ne  resulta  4 — 2=2,  equazione , della  quale 
la  verità  è evidente,  concependo  il  termine  — 2 simile  al 
termine  4,  e significata  per  — una  vera  sottrazione.  Ma 


come  al  contrario  intender  vera  Tequazione  , se  nel  4 con- 
cejìiscansi  quattro  unità  superficiali  , e nel  2 , che  lo  segue 
col  segno  — , due  unità  lineari?  Si  trasporti  il  riflesso  alla 
radice  negativa  dell’equazione  stessa  di  Fra  Luca,  ed  in 
genere  alla  negativa  radice  dell’equazione  a jc* ^ ac  = /?  si 
estenda.  Il  Pacioli  non  potè  avvedersi  di  questo  difetto 
della  sua  spiegazione,  non  conoscendo  le  radici  negative 
deile  equazioni,  ma  dovea  accorgersi , che  la  medesima  spie- 
gazion  sua  applicar  non  si  poteva  tampoco  alla  radice  po- 
sitiva delTequazione  a x* -t- è oc -4- , nè  similjnente  alle  due 
positive,  se  reali,  dell’equazione  ax-¥-n=.bx.  Esempj  ne 
sieno  x*=2x-4-3;  x*H-8  = 6x.  La  prima  ha  per  radice 
positiva  x = 3,  dalla  quale  sostituendo  , proviene  9 =6-+- 3. 
Or,  se  dicasi  rappresentarsi  per  6 sei  unità  lineari,  esem- 
pigrazia sei  piedi  di  lungo , per  9 nove  piedi  superficiali, 
o nove  quadratelli  di  un  piede  ciascuno,  chi,  qualunque 
rappresentanza  assegnisi  a H- 3 , potrà  comprendere,  che  si 
avveri  9 = 6-4-3?  Si  ragioni  in  simil  maniera  su  la  secon- 
da equazione  fornita  delle  due  positive  radici  x = 4,  x=2, 
le  quali  porgono  16-1-8  = 24;  4-4-8=12,  uguaglianze 
per  niuii  verso  intelligiliili  , se  i numeri  lò,  e 4,  che  stan- 
no nel  primo  membro  con  I’8,  rappresentino  piedi  superfi- 
ciali, e semplici  piedi  lineari  i numeri  24 , e 12,  che  ri- 
mangon  soli  nel  secondo  membro.  Le  verità  al  contrario  di 
esse  equazioni  si  rendono  intuitive,  se  i termini  si  riguar- 
dino tutti  come  della  stessa  natura.  Incontra  la  spiegazion 
di  Fra  Luca  un’altra  difficoltà,  se  la  radice  cleH’equazione 
sia  irrazionale,  e ciò  anche  se  sia  positiva,  anche  in  equa- 
zione di  forma  a x' b x z=.n  . Sia  l’equazione  x’-4-2x  = 4, 
la  quale  ha  a sua  positiva  radice  x = — 1 -4- f ^5 , onde  es- 
ser dehhe  ( — i-4-f/^5]'‘-4-2(^ — 1-4-  J = 4 , ed  effettuan- 

^7 


do  il  quadrato,  6 — 2 f/’5  — 2 -f-  2 f/'S  =4  ; ma  — 2 
che  si  riferisce  alla  superficie  quadrata  ( — è 
superficie,  la  quale  intendersi  dèe  tolta  dalla  superficie  6; 
aH’opposto  -H  2 f/’S  non  significa  che  due  volte  la  linea 
la  quale  diminuir  si  dèe  della  linea  2 : dunque  seb- 
bene abbiano  — 2 f^5 , -+-2  f/’S  segno  contrario,  non  si 
possono  scambievolmente  distruggere  per  essere  di  dissimil 
natura,  siccome  per  la  medesima  dissimiglianza  non  può  il 
razionale  termine  — 2 elidere  un  2 nel  razionale  6 , e ri- 
dur  questo  a 4.  Bisogna  per  conseguenza  concepire  irra- 
zionai superficie  da  razionai  superficie  sottratta  , e razionai 
linea  sottratta  da  linea  irrazionale,  e concepir  poi,  che  i 
residui  compongano  insieme  il  numero  4.  Qual  cosa  più  im- 
percettibile ? Qual  mostro  in  questo  senso  neirecjuazione 
6 — 2 — 2 -4- 2 ? Invano  pertanto  si  studiò  la  prima 

età  deH’analisi  in  Italia  di  conciliare  verità  di  equazione, 
e dissomiglianza  di  termini,  ideando  nel  termine  noto  un 
misto  implicito  corrispondente  al  misto  esplicito  nei  termi- 
ni ignoti;  e riconosciuti  avrebbe  i limiti  di  questa  idea 

fabbricata  su  Tequazione  a -h  b x = n ^ e nell’ipotesi  di  x 

razionale,  se  la  cura  presa  si  fosse  di  estenderle  alle  altre 
forme  di  equazione,  od  all’Ipotesi  di  x irrazionale.  Egli  è 
cjuindi  giuoco  forza,  ad  intendere  generalmente  vere  le 
equazioni,  intender  della  stessa  altezza  tutti  i termini,  con- 
cepir tra  loro  vera  relazione,  addizion  vera,  vera  sottra- 
zione. Come  però  cjuesto,  se  i termini  si  danno  a veder 
dissimili,  diversi  in  grado,  eterogenei? 

§.  IV.  La  verità  da  sè  evidente,  che  aggiugner  non  si 
possano  l’una  all’altra,  nè  l’una  dall’altra  sottrarre,  se  non 
le  (quantità  omogenee,  fu  detta  Legge  degli  omogenei.  Vie- 
ta ne  fa  maestro,  non  so  qual,  Adrasto,  e di  essa  si  occu- 
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pa  nel  capo  iil  della  sua  Isagoge  su  l’arte  analitica,  inti- 
tolato De  lege  homogeneorum  , et  gradihas  ac  generibus  magni- 
tadinuììi  comparatarum . A norma  di  fatti  della  logge  degli 
omogenei  va  egli  ivi  assegnando  le  grandezze,  che  parago- 
nar si  possono,  ed  insiem  combinare  a costituire  le  etjua- 
zioni  di  diverso  grailo,  di  2.“,  di  3.",  di  4/.  Nell’equazio- 
ne di  2/  grado  non  possono  aver  luogo  che  il  quadrato 
della  grandezza  incognita,  che  egli  segna  .4,  il  piano  di  una 
cognita  con  essa,  ed  un  piano  noto.  Non  altre  grandezze 
entrar  possono  a comporre  un’equazione  di  grado  3,°  che 
il  cubo  deli’incognita  A,  il  solido  del  quadrato  di  essa  con 
una  nota,  il  solido  della  medesima  semplice  con  un  piano 
noto , ed  un  noto  solido  . Nè  altre  a comporre  un’equazio- 
ne di  4.*  grado  che  il  quadrato-quadrato  dell’incognita 
il  cubo  di  essa  in  una  nota,  il  cjuadrato  della  medesima  in 
un  piano  noto,  la  stessa  semplice  in  un  solido  noto,  ed  un 
piano-piano  noto.  Questi  sono  i precetti  di  Vieta,  accioc- 
ché sia  salva  la  legge  degli  omogenei  nell’equazione.  Wal- 
lis  dice,  che  egli  fu,  che  al  termine  noto  diede  il  nome  di 
omogeneo  di  comparazione,  e cosi  lo  chiama  nel  capo  vii, 
dove  delinisce  magnitudo  ^ certa  cui  comparantur  reliquae , est 
ho/nogeneum  comparationis . Ad  intender  appieno  la  ragion 
della  t£uale  definizione  bisogna  risovvenirsi,  che  Vieta  rac- 
coglie tutti  i termini  incogniti  nel  primo  membro  dell’equa- 
zione, e lascia  solo  il  noto  nel  secondo.  Giusta  gli  esposti 
precetti,  e le  esposte  denominazioni  presenta  Vieta  nei  due 
libri  De  recognitione  aequationum  — De  emendatione  aequa-  - 
tionum  i termini  delle  letterali  equazioni  . Nel  primo  inol- 
tre di  questi  libri,  dove,  a far  riconoscere  la  costituzione 
delle  equazioni,  le  risolve  in  problemi  di  continue  propor- 
zionali , apparisce  come  giusta  tal  origine  aver  debbano  i 


termini  omogenei;  ma  questa  via  è estrinseca,  e non  pre- 
senta la  verità  che  in  aspetto  particolare:  Vieta,  che  si 
appresso  al  conoscimento  della  composizione  intima  delle 
equazioni,  ma  non  giunse  ad  un  pieno  lume  di  essa  , non  potea 
dimostrare  per  via  generale , ed  intrinseca  la  omogeneità 
di  grado  nei  termini  loro . Analisti  posteriori  hanno  di- 
stinto le  equazioni  5 nelle  quali  salva  è la  legge  degli  omo- 
genei, e quelle,  nelle  quali  essa  manca,  ed  hanno  studia- 
to a dei  ripari  di  tal  mancanza.  Uno  de’  proposti  ripa- 
ri è quello  delle  sostituzioni.  Se  esempigrazia  l’equazio- 
ne sia  ax-\-y'' — b y' — o ^ supponendosi  y' z=  z , e sosti- 
tuendo si  ottiene  ax-f-Z'* — bz-=.o,  equazione  omogenea. 
Se  offerta  venga  l’equazione  bx  — y y"^  =.  o , posto 

a/  = — , e fatta  la  sostituzione,  proviene  bx  — — = 
nella  quale  equazione  essendo  ^ , U di  due  dimensioni , 

non  altrimenti  che  hx^  si  ha  la  omogeneità  desiderata.  È 
evidente  rimaner  medesimi  gli  effetti  se  la  variabile  x can- 
gisi in  una  costante,  cioè  se  le  equazioni  si  traducano  da 
equazioni  a due  variabili  ad  equazioni  di  una  sola  variabi- 
le o incognita,  dalla  specie  di  indeterminate  alla  specie  di 
determinate.  Addomando  io  però’  il  porre  3/’ = z , ovvero 

y ^ non  è egli  fabbricare  delle  equazioni  eterogenee 
per  rimediare  alla  eterogeneità  di  altre?  Ma  vi  sono  due 
artifìcj  assai  più  pregiati  siccome  generali.  Uno  è rovescio 
dell’altro,  consistendo  l’uno  in  moltiplicare,  l’altro  in  divi- 
dere i termini  dell’equazione  per  le  convenevoli  potenze 
dell’unità,  sicché  la  somma  delle  dimensioni,  che  i termini 
già  avevano,  e delle  dimensioni  dell’unità,  o la  differenza, 
riesca  in  tutti  i termini  la  stessa^' Trattisi  di  render  omoge- 
nei i termini’  dell’equazione  x‘*-\t  A.  x^-^  B x' C x Q =:  o : 


293 

si  faccia  a cliiarezza,  e generalità  maggiore  per  il 

primo  artificio  si  avrà  A B m C m' x Q m ■=.  o ^ 

equazione  omogenea,  e per  il  secondo  — tH 1 H 

^ o ^ t ^ m m 

Q=.o,  omogenea  parimenti.  É manifesto}  che  questa  se- 
conda equazione  omogenea  si  può  trarre  dalia  prima,  di- 
videndola per  moltiplicator  deH’ultimo  termine  Q m* , ed 
è pur  evidente  , che  l’efFetto  del  primo  artificio  si  è il  re- 
care tutti  i termini  deH’equazione  al  grado  del  più  alto  di 
essa,  ed  all’incontro  Teffetto  del  secondo  il  deprimerli  tut- 
ti al  grado  del  più  basso.  I termini  in  questo  innalzamen- 
to o abbassamento  di  grado  non  soffrono  alcuna  alterazione 
nella  quantità,  che  è quella,  cui  l’equazione  riguarda.  Poi- 
ché un  rettangolo  per  esempio  di  6 piedi  quadrati  molti- 
plicato per  I piede  passa  ad  esser  un  solido  di  6 piedi  cu- 
bici, ritenendo  nell’ordine  di  solidità  la  quantità  numerica 
6,  che  prima  aveva  nell’ordine  di  superficie;  perchè  pren- 
de rispetto  ad  un  piede  cubico  quel  rapporto,  che  aveva 
rispetto  al  i piede  quadrato  ; e lo  stesso  rettangolo  di  6 
piedi  quadrati  diviso  per  i piede  si  riduce  a linea  di  6 
piedi , prendendo  rispetto  al  piede  semplice  lineare  il  rap- 
porto , che  aveva  al  piede  superficiale  quadrato;  e non  al- 
trimenti il  solido  di  6 piedi  diviso  per  1 piede  quadrato 
trasformasi  in  linea  di  6 piedi  , prendendo  rispetto  al  pie- 
de lineare  il  rapporto  che  aveva  rispetto  al  cubico;'  e ge- 
neralmente una  grandezza  di  grado  qualunque  moltiplicata, 
o divisa  per  qualsivoglia  grado  della  grandezza  semplice 
presa  ad  unità  prende  rispetto  al  nuovo  grado  , a cui  per 
moltiplica  sale , o per  divisione  scende , il  rapporto , che 
aveva  al  grado  primiero,  e perciò  conserva  la  stessa  quan- 
tità numerica,  per  cui  tal  rapporto  era  espresso:  attesoché 
l’unità  a qualunque  grado  elevata  non  è più  che  unità  in 
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quel  grado  5 e nel  moltiplicar  o dividere  la  grandezza  data 
di  grado  qualunque  non  tocca  il  numero  delle  unità  di  que- 
sta^ ma  solo  ciascuna  unità,  o il  grado  di  ciascuna,  aggiu- 
gnendovi,  o dettraendone  l’altezza  sua.  Essendo  poi  nella 
geometria  libero  il  pigliar  una  retta  qualunque,  più  e meii 
lunga,  ad  unità,  se  non  venga  particolarmente  nel  proble- 
ma determinata,  quinci  è,  che  ad  abbracciar  con  universale 
estensione  il  caso  di  qualunque  problema,  l’unità  si  rap- 
presenta indeterminatamente  per  la  grandezza  m.  Tal  è nel 
miglior  , suo  lume  Todierna  dottrina  di  quella  che  dicesi 
omogeneizzazione  di  una  equazione . 

Del  resto  io  mi  maraviglio,  che  dopo  i progressi  dell’ 
analisi , penetrata  già  perspicuamente  l’intrinseca  composi- 
zione delle  equazioni,  avvertita  non  siasi  una  bella  verità, 
che  spontaneamente  ne  emana,  e che  io  espongo  nel  se- 
guente 

Teorema  I.  Qualunque  equazione  oc*  A x -\-B  x *-f- 

Cx"  D x**  ^ -|-Q  = o è da  se,  di  natura  sua,  ne- 

cessariamente omogenea  nel  grado  di  tutti  i suoi  termini. 

Dimostrazione.  Insegna  la  teoria  delle  equazioni,  che 
una  equazione  qualunque  di  grado  n ha  un  numero  n di 
radici,  e che  il  coefficiente  ^ di  x è la  somma  di  esse 

con  segno  contrario  , il  coefficiente  B di  oc*  ^ e l’aggregato 
dei  prodotti  loro  a due  a due  col  proprio  segno  , il  coeffi- 
ciente C di  X è l’aggregato  delle  stesse  a tre  a tre  con 
contrario  segno,  il  coefficiente  D di  x ^ l’aggregato  dei 
prodotti  delle  medesime  a quattro  a quattro  , e così  discor- 

rendo  il  coefficiente  in  genere  di  x l’aggregato  dei  pro- 
dotti delle  radici  secondo  tutte  le  combinazioni , prenden- 
dole a numero  A,  o con  segno  poi  contrario,  o proprio, 


ffinsta  il  luogo,  o pari,  o dispari  di  x”  neirequazione , ed 
in  fine  con  simil  condizione,  della  quale  però  qui  non  ca- 
le, Tultimo  termine  Q,  che  si  può  considerare  come  il 
coefficiente  di  x =x’=i,  è il  prodotto  di  tutte  le  ra- 
dici insieme.  Dunque  il  coefficiente  ^ di  x è di  i.*  gra- 
do, il  coefficiente  di  x * è di  grado  a.",  il  coefficiente 
C di  x'*  è di  gratin  3.°,  e generalmente  il  coefficiente  di 
X è di  grado  A cosi  che  il  grado  del  coefficiente 

compensa  sempre  il  grado  tolto  ad  x , sinché  finalmente 
Tultimo  termine,  coefficiente  di  x , ossia  di  x",  sale  al  gra- 
do /z,  e si  uguaglia  al  grado  di  x nel  primo  termine,  ove 
reciprocamente  il  grado  del  coefficiente  si  può  considerar  o, 
essendo  esso  coefficiente  i,  che  equivale  a qualunque  quan- 
tità, per  grande  che  sappiasi  immaginare,  <S  elevata  al  gra- 
do o.  In  tutti  pertanto  i termini  la  somma  del  grado  di  x, 
e del  grado  del  coefficiente  riesce  la  stessa,  cioè  n ; laonde 
tutti  essi  termini  sono  di  grado  fra  loro  omogenei  , e resta 
dimostrato,  che  qualuncjue  equazione  da  se,  di  sua  natu- 
ra, per  ragione  intrinseca  di  sua  composizione  è necessa- 
riamente nelTaitezza  de’  suoi  termini  tutti  omogenea. 

Non  vi  può  esser  dunque  problema,  il  quale  dia  una 
equazione  di  termini  realmehte  in  grado  eterogenei  ; e se 
talvolta  da  un  problema  esca  equazione  mancante  nel  gra- 
do de’  suoi  termini  di  omogeneità  , la  mancanza  non  può 
essere  che  apparente . A dare  un’idea  generale  del  come 
nascer  possa  questa  apparente  mancanza,  sieno  x = a., 
x = /3,  X = ^ , X = ^ , X = £ . . . . le  radici  di  una  equazio- 
ne di  grado  /z  , e sia  oc  —1—  ^ — H S — j—  ^ —1—  8 — |—  ....  a , e fac- 
ciasi poi  la  somma  dei  rettangoli  a /3-i-oc  <^-f-a /H-a  £-f- . . . . 
-h  ^-f-  . . . . = ad  un  rettangolo  bc,  la  somma  dei  solidi 
a 8 ^ y -h- a ^ e = ad  un  solido 


def^  la  somma  dei  prodotti  a quattro  à quattro 

a^Se-^r -^r  a ^ 'y  e = ad  un  prodotto  eli  quattro 

quantità  ghik^  e cosi  via  via:  l’equazione  avrà  la  forma 

n n — I j n — a . n — 3 . n — 4 ^ 

% — a % -j-  OCX  — dejx  g h ikx  .... a x p x 

d'x^x£....=o,  nella  quale  ogni  termine  è manifestamen- 
te del  grado  n.  Ma  nel  coefficiente  ad  esempio  ghik  del 
termine  quinto  suppongasi  g=  i , il  coefficiente  ridurrassi 
ad  hik,  ed  il  termine  diverrà  all’occhio  di  grado  n — i; 
se  prendasi  anche  A=i,  ridotto  il  coefficiente  ad  ik,  il 
termine  apparirà  di  grado  n — a;  e pigliato  eziandio  i = i, 
e con  ciò  ridotto  il  coefficiente  a A:  , il  termine  non  si  mo- 
strerà che  di  grado  n — 3 . In  tutte  però  queste  ipotesi  non 
tralascierà  egli  di  essere  in  fondo,  ed  in  intrinseca  realità 
di  grado  solamente  questo  grado  non  sarà  cospicuo,  ma 
in  parte  latente,  e l’intelletto  per  concepirlo  dovrà  sottin- 
tender 1,  o 1*,  o 1*.  Dicasi  similmente  di  ogni  altro  ter- 
mine dell’equazione.  Se  pongansi  b,d,e^g,h^i,  e tut- 
te successivamente  le  quantità,  delle  quali  composti  sono  i 
coefficienti,  eccetto  una  per  ciascheduno,  uguali  ad  i , e 
di  più  suppongasi  l’ultimo  termine  ax  X d X ^ X e . . . . = 
^ X 1 , ne  verrà  1 equazione 

n n — I n— a ^ n—3  n — 4 

X — ax  -he  X — j X -hk  X » . . . — 4-  <7  = o 

i termini  della  quale  dopo  il  secondo  sembreranno  andar 
gradatamente  discendendo  di  grado,  quantunque  in  realità 
tuiti  della  medesima  altezza  n . E sarebbe  questa  l’equazio- 
ne del  [iroblema,  in  cui  si  proponesse  di  assegnare  nume- 
ro n di  quantità  a,  (5',  £ la  somma  delle  quali 

fosse  =a,  l’aggregato  dei  rettangoli  loro  prese  a due  a due 
= al  rettangolo  dell’unità  in  una  data  grandezza  c,  l’ag- 
gregato dei  solidi  da  esse  formati  prendendole  a tre  a tre 
:=:=  al  solido  del  quadrato  i*  in  altra  data  grandezza  f ec. , 
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c finalmente  lì  prodotto  di  tutte  «=  al  prodotto  di  i"' ‘ 

nella  data  grandezza  q.  E facendo  eziandio  a,  c , k 

q = I l’equazione  prenderebbe  l’aspetto 

re  n — I , n — a ™ 3 , n — 4 . 

X — X -i- X — X -f- X -4-1=0 

mostrando  dal  secondo  termine  di  scendere  ordinatamente, 
e continuamente  di  grado  ; e sarebbe  l’equazione  del  pro- 
blema di  cercar  un  numero  n di  quantità  a,  /3,  € 

la  cui  somma  =i,  l’aggregato  dei  rettangoli  =i*,  l’ag- 
gregato dei  solidi  = i* il  prodotto  di  tutte  n=i". 

Tutta  dunque  la  differenza  possibile  tra  le  equazioni 
non  è già  Tesser  le  une  giusta  la  legge  degli  omogenei  nei 
gradi  dei  loro  termini  composte,  le  altre  no;  ma  si  Tesser 
nelle  une  la  omogeneità  esplicita,  nelle  altre  implicita.  E 
quella  che  dicesi  omogeneizzazione,  a intender  giusto,  e 
a fondo,  non  è che  una  eduzione  ed  espressione  della  omo- 
geneità latente  ed  imjilicita.  E poiché  un  problema,  che 
offra  equazione  apparentemente  nell’altezza  de’  termini  ete- 
rogenea, su|)pone  una'  grandezza  nota  e determinata  scelta 
ad  unità,  e rappresentata  per  i.  fjuinci  l’immediato  modo, 
ed  al  sujjposto  del  problema  congruente,  di  dichiarare  la 
implicita  omogeneità  dei  termini,  sarà  quello  di  esprimere 


ne’  coefficienti  gli  impliciti  fattori  i,  i‘,  i%  Se  si 

raffiguri  per  la  specie  m la  grandezza  nel  problema  stabili- 
ta ad  unità,  potrassi  in  vece  di  i,  T,  i'* adope- 


rare le  potenze  w,  m’,  in  ^ a fine  di  render  l’omo- 

geneità più  cospicua.  Ma  se  si  passi  ad  intendere  sotto  la 
specie  w una  grandezza  indeterminata  da  prendersi  ad  ar- 
bitrio per  unità,  sarà  questo  un  trasferire  il  problema  da 
unità  determinata  ad  unità  indeterminata,  un  liberarlo  da 
supposto  particolare,  un  estenderne  la  contemplazione:  le 

grandezze  tutte  componenti  i coefficienti  ricevendo  in  luo- 

38 
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go  di  una  determinata  misura  una  misura  indeterminata  , e 
conservando  a questa  il  rapporto  , che  a quella  avevano 
per  conclizion  del  problema,  diverranno  assolutamente  in- 
determinate, sebben  non  rispettivamente.  Non  tornerà  ope- 
ra perduta  l’aver  rettificate,  o dilucidate  su  questi  punti 
le  idee  . 

Ciò,  che  delle  equazioni  ad  una  sola  incognita  si  è per 
me  dimostrato,  si  trasporta  alle  equazioni  indeterminate,  o 
sia  a due  incognite  o variabili;  per  lo  che  soggiungo: 

Teorema  II.  Ogni  equazione  indeterminata  a due  inco- 
gnite o variabili  x,  ?/  è da  sè , e naturalmente  nel  grado 
dei  suoi  termini  onioo;enea . 

Dimostrazione.  Sia  primieramente  l’equazione 
-h  ^ x"-"" -t- C -H  (?  = y , che  spetta  geometrica- 

mente una  curva  di  genere  parabolico.  Fatto  y=:o,  si  ha 
l’equazione  considerata  nel  Teorema  T , e dimostrata  di  na- 
tura sua  necessariamente  nel  grado  di  tutti  i termini  omo- 
genea. Invece  di  far  y=:o,  attribuendogli  un  valor  qua- 
lunque Jì,  ne  verrà  di  conseguenza  il  dover  cangiare  il  va- 
lor di  X,  ma  il  primo  membro  dell’equazione  rimarrà  nel 
grado  di  tutti  i suoi  termini  omogeneo,  come  prima;  e 
trasferendo  in  esso  primo  membro  il  valor  R dato  ad  «/,  si 
avrà  l’equazione  x”-h  ^ x”~^ -f- -+- C’x'*" — B.=c, 
nella  quale  per  il  medesimo  Teorema  I il  termine  Q — R 
dèe  esser  dello  stesso  grado  n che  tutti  gli  altri  , e lo  è 
di  fatto  C;  dunque  esser  lo  debbe  altresì  R.  E ciò  dovendo 
valere  per  qualunque  più  semplice  valor  che  piaccia  in- 
tender sotto  la  specie  7t  , anche  i,  bisognerà  concepir  R, 
e conseguentemente  y moltiplicato  per  l’implicito  coefficien- 
te 1""^,  e perciò  l’assunta  equazione  intrinsecamente  omo- 
genea, sebbene  non  tale  all’aspetto.  Procediamo  alla  consi- 
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derazioiie,  e dimostrazloii  generale.  Coinunque  reqnazione 
indeterminata  sia  composta  delle  due  incognite  o variabili 
X,  3/,  assegnato  a piacere  un  valore  all’una  , o all’altia 
di  esse,  l’equazione  cade  sotto  il  Teorema  I , e si  prova  in- 
trinsecamente omogenea  j dunque  non  dipendendo  dal  valor 
determinato  nè  dell’una,  nè  dell’altra  Tomogeneità,  essa  è 
indeterminatamente,  universalmente,  per  la  generai  natura 
di  equazione  omogenea . Se  apparisca  eterogenea , l’appa- 
renza abbiasi  per  falsa,  e svanirà  tirate  in  luce  le  occulte 
potenze  dell’unità.  Cosi  l’equazione  -h  3/ x’ -f- a x’-P  3/* -H 
(j  ~ o prenderà  manifesta  omogeneità  nella  espressione 
x’ -H  1 . 3/ x’ -p-  1*  . fl  x’ iC  3/* -h  ^ o . E qui  si  ridetta 

die , determinato  ad  ar  bitrio  y , si  avrà  un’equazione  de- 
terminata in  X di  grado  5.°,  del  qual  grado  saranno  tutti  i 
termini . Che  se  aH’incontro  si  ponga  determinato  a piace- 
re X,  ne  verrà  l’equazione  determinata  in  3/,  C3/'“-t-i. 
x’ 3/ -p-  1’ . a X* -p- x*-h  ^ . C = o , e dividendo  per  C,  3/* -p 
— 3/ -i — ^ — 1“  qr  • 1=0,  equazione  di  2.”  grado,  e nella 

quale  tutti  i termini  sono  di  1°  grado  , come  nella  prima 
tutti  erano  di  5.':  l’una  cosa,  lungi  dall’esser  con  l’altra 
incoerente,  segue  dall’altra.  Ci  si  mostra  ad  un  tem[)o  in 
ciò  il  caso  naturale  della  omogeneizzazione  per  divisione,  e 
moltiplica  insieme;  e sarebbe  stata  per  division  semjilice- 
mente , se  nel  luogo  della  grandezza  lineare  q si  fosse  in 
ultimo  termine  assunto  il  rettangolo  pq.  Vedesi  pertanto 
non  essere  la  omogeneizzazione  per  divisione  , che  il  pas- 
saggio in'  tutti  i termini  di  una  equazione  indotto  dalla 
omogeneità  in  un  grado  dato  alla  omogeneità  in  un  grado 
più  basso,  e perciò  meglio  direbbesi  abbassamento  di  omo- 
geneità, come  la  omogeneizzazione  per  moltiplica  eduzione, 
dichiarazione  di  omoa,eneità  . 

O 
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La  natura  di  una  equazione  non  acconsente,  che  i ter- 
mini suoi  sieno  intrinsecamente  eterogenei  per  diversità  di 
grado,  ma  acconsente  bene,  e il  più  delle  volte  avviene, 
che  sieno  eterogenei  per  diversità  di  specie  . Denomino  di- 
versità di  specie  la  diversità  tra  le  quantità  razionali,  e le 
irrazionali.  In  ogni  equazione  Tultimo  termine  è razionale; 
ma  se  x sia  irrazionale,  gli  altri  termini,  che  lo  compren- 
dono, saranno,  o per  intero,  o in  parte,  irrazionali,  e cosi 
l’equazione  sarà  composta  di  due  specie  di  quantità,  e sa- 
rà nella  specie  de’  termini  eterogenea.  Nell’equazione  gene- 
rale di  secondo  grado  x’ -H  « a: -1- ^ = o , essendo  universal- 
mente X — — — 4^)9  — 4^  sia  un 

quadrato  , e per  conseguenza  sia  x irrazionale  , si  avrà 
sostituendo 


— [d—à,b))-^h:=o 


dove  il  primo,  ed  il  secondo  termine  sono  ambidne  misti, 
cioè  in  parte  razionali,  e in  parte  irrazionali.  Ma  nel- 
la equazione  di  terzo  grado  x^ — px  — q = o,  sostituendo 


il  generai  valore  di  x=.^(^~q-\-f/^(^~q’' — ) “^ 

e supponendo  le  due  parti  di 


questo  valore  irrazionali,  il  secondo  termine  px  sarà  inte- 
ramente irrazionale,  il  primo  x*  parte  irrazionale , parte  ra- 


zionale, poiché  diverrà  -h  q -hp  q ~i~ — 

^ — È evidente,  die  a 


verifi- 


carsi l’equazione,  ciascuna  delle  due  specie  deve  distrug- 
gersi da  se,  l’aggregato  dei  termini  irrazionali,  e delle  par- 
ti irrazionali  de’  termini  misti  da  se,  e da  se  l’aggregato 
delle  parti  razionali  di  essi  termini  misti,  e dell’ultimo  ter- 


mine  razionale.  La  naturai  necessaria  omogeneità  di  grado 
in  ogni  equazione  nel  Teorema  I dimostrata  reca  il  vantag- 
gio d’illuminare  la  mente  a comprendere  con  piena  chia- 
rezza come  possano  fra  loro  elidersi  le  quantità  irrazionali 
di  diversi  termini,  siccome  le  razionali  tra  loro:  poiché  es- 
sendo del  medesimo  grado,  cjual  maraviglia  che  si  abbat- 
tano, si  distruggano,  se  tanto  vagliano  in  quantità  le  ne- 
gative che  le  positive?  Subito  che  nell’equazione  di  se- 
condo grado,  del  pari  che  la  porzione  irrazionale 

— 4^^  del  1.°  termine,  eziandio  la  porzione  ir- 
razionale — 4^)  2.“  significhi  superficie,  non 

giusta  il  concetto  di  Fra  Luca  un  numero  di  volte  a la  linea 
irrazionale  ~ f^(  — 4^)’  distruzione  delle  porzioni 

irrazionali,  siccome  pure  delie  quantità  razionali  ■—  a 

— (a  — 4^) fra  loro  è coidente . Il  simil  è 

delle  irrazionali , e razionali  grandezze  dell’equazione  di  ter- 
zo grado.  Qui  però  si  affacciano  alcune  difficoltà:  nella  for- 
moia  generale  dei  valore  di  x si  ha  sotto  il  segno  radicale 

di  secondo  grado  la  sottrazione  — p\  cioè  di  un  so- 

lido  — da  un  quadrato  — q‘  contro  la  legge  degli  omo- 

genei.  Le  parti  di  risultano.  Tona,  la  razionale  cioè,  sot- 
to aspetto  di  semplice  linea,  l’altra,  cioè  la  irrazionale,  sot- 
to l’aspetto  di  superficie  . Queste  difficoltà  si  dileguano  al- 
la presenza  del  teorema  della  naturale  intrinseca  omogenei- 
tà di  grado  nei  termini  di  ogni  equazione  per  ragion  della 
composizione  di  essa.  Presente  questo  teorema  è manifesto, 
che  nell’equazione  x^ — px  — q=zo  ^ p o deve  riguardarsi 
come  una  grandezza  di  secondo  grado,  una  superficie,  o 
deve  sottintendersi  moltiplicato  per  i e q,  o dèe  conside- 
rarsi come  una  grandezza  di  terzo  grado,  un  solido,  o sot- 
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tinteiiUer  si  dèe  moltiplicato  per  i*.  Nel  primo  caso  ~ q' 
sarà  da  sé  di  sesto  grado,  e cosi  pure  •>  onde  la  sot- 
trazione — -p^  sarà  conforme  alla  legge  degli  omoge- 

nei;  significherà  una  grandezza  di  ter- 

zo grado  5 e parimenti  la  somma  od  il  residuo  — f- 
— à~  ^ ) ’ ^ conseguenza  le  radici  cubiche  lo- 


ro saranno  grandezze  di  grado  i.°;  la  moltiplica  di  esse 
con  p grandezza  di  a.*  grado  darà  solido,  e perciò  tal  sarà 
Finterò  secondo  termine  dell’equazione,  tal  la  parte  irrazio- 
nale del  primo,  cioè  del  cubo  x\  e per  la  contrarietà  de’ 
segni  si  elideranno,  come  non  meno  la  parte  razionale  q 
di  esso  cubo  sc\  e l’ultimo  termine  — q^  grandezze  da  sè 
di  3.“  grado,  uguali  e contrarie.  Nel  secondo  caso  dispie- 
gando la  implicita  omogeneità  di  grado  ne’  termini,  l’equa- 
zione sarà  X* — i.ppc  — = 


e sostitu 


^(7 

tììfenclo 


Ecco,  presa  l’opportunità,  trasferita  dai  termini  dell’equa- 
zione ai  termini  della  forinola  della  radice  la  considerazio- 
ne, e dimostrata  anche  nei  termini  di  questa  universal- 
mente, o esplicita,  o implicita,  l’omogeneità  di  grado;  è 
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facile  applicare,  retrocedendo,  i riflessi  alla  fcrmola  della 
radice  dell’equazione  di  secondo  grado,  e progredendo  alle 
forgaole  delle  radici  delie  equazioni  di  più  alto  grado,  che 
l’analisi  sa  sciogliere. 

Ammettono  le  equazioni  ne’  termini  loro  anche  eteroge- 
neità di  essere^  intendendo  per  tale  diversità  quella  tra  le 
quantità  reali,  e le  quantità  immaginarie.  Ciò  avviene,  es- 
sendo sempre  l’ultimo  termine  reale,  ogni  qual  volta  abbia 
X un  valor  immaginario.  Così  se  nell’equazion  di  secondo 
grado  sia  a*<4è,  il  valor  di  x sarà  immaginario,  e sosti- 
tuito nell’equazione,  il  primo  ed  il  secondo  termine  di 
questa  saranno  ambidue  misti  di  reale,  ed  immaginario. 
Può  aver  in  una  equazione  luogo,  in  qualche  senso,  tale 
eterogeneità  , eziandio  senza  che  il  valor  di  x sia  immagina- 
rio, purché  espresso  sia  per  forinola  a parte  a parte  im- 
maginaria, sebbene  in  complesso  reale.  Tanto  accade  nel- 
la forinola  di  x per  l’equazione  di  terzo  grado  x* — px  — 
</ = o , qualora  ciascuna  parte  della  formola 

separatamente  è immaginaria,  il  complesso  loro  è reale,  il 
valor  di  x reale.  Sostituita  la  formola  nell’equazione,  il  se- 
condo termine  — px  sarà  composto  di  due  [larti  immagina- 
rie, considerato  però  nell’intero  sarà  reale;  ed  il  primo  ter- 
mine x’  consterà  di  una  parte  reale  e di  due  parti  imma- 
ginarie, la  somma  però  delle  quali  sarà  reale.  La  naturale 
intrinseca  omogeneità  di  grado  ne’  termini  di  qualunque 
equazione  rende  facile  a intendere  come  possano  tra  loro 
abbattersi  , ed  annientarsi  le  quantità  immaginarie  de’  di- 
versi termini,  qualora  sieno  in  grandezza  uguali,  e di  con- 
trario segno . 

Dimostrata  la  naturale  intrinseca  omogeneità  di  grado 
nei  termini  di  una  equazione  qualunque,  si  estende  in  una 


equazione  al  grado  terzo  superiore  ai  termini  tutti  quella 
difficoltà,  che  su  i termini  espressamente  alti  oltre  il  terzo 
grado  si  ristrignea  . In  una  equazione  ad  esempio  di  quar- 
to grado,  che  è la  più  semplice  delle  superiori  al  terzo,  e 
la  cui  forma  generale  si  è -f- ^ x’ .6  %*  H- Cx -H  Z>  = o , 
per  il  Teorema  I ogni  termine  è,  se  non  esplicitamente, 
implicitamente  di  quarto  grado.  Or  se  l’equazione  a geo- 
metria riferiscasi , se  x e le  grandezze  note  sien  linee  , che 
cosa  significa  questo  quarto  grado  del  primo  termine  x*,  e 
di  tutti  gli  altri  omogenei  termini?  Che  vuoisi  in  genere 
di  estension  concepire  oltre  il  solido?  Si  presentò  la  diffi- 
coltà dell’estensione  di  più  che  tre  dimensioni  agli  antichi 
Geometri  nelTampllare  il  problema  abbozzato  da  Euclide,  e 
da  Apollonio  svolto,  di  trovare  un  punto,  o a meglio  di- 
re il  luogo  de’  punti,  tali  ciascuno,  che  conducendo  a tre 
o quattro  rette  date  di  posizione  tre  o quattro  rette,  cia- 
scuna a ciascuna,  sotto  dati  angoli,  il  rettangolo  di  due 
delle  condotte  rette  fosse  in  data  ragione  al  quadrato  della 
terza  nel  primo  caso,  od  al  rettangolo  delle  altre  due  nel 
secondo.  L’ampliamento  prossimo  del  problema  egli  è a 
cinque  o sei  rette  date  di  posizione,  cercando  il  luogo  de’ 
punti  , ciascuno  tale , che  conducendo  ad  esse  rette  sotto 
angoli  dati  altrettante  rette,  il  solido  di  tre  di  queste  sia 
al  solido  del  quadrato  di  una  delle  due  rimanenti  nell’al- 
tra , o di  ambedue  in  una  retta  data  di  grandezza  nel  pri- 
mo caso,  od  al  solido  delle  altre  tre  nel  caso  secondo  in 
ragion  data.  Volendo  ampliar  il  problema  a sette,  od  otto 
rette  di  posizione  date,  bisognerebbe  per  similitudine  di 
condizione  poter  concepire  una  estensione,  che  fosse  pro- 
dotto di  quattro  rette , ed  in  genere  ampliar  volendolo  a 
rette  2 n — 1,  od  n date  di  posizione,  sarebbe  mestieri, 
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contlnuamlo  in  slmile  condizione,  potersi  formare  idea  di 
lina  estensione  di  numero  n dimensioni.  Ecco  Tinciampo, 
che  si  attraversò  agli  antichi  geometri  nel  concepimento 
stesso,  e nella  enunciazione  del  problema.  Quod  si  ad  plu~ 
res  quam  sex  datas  rectas  rectae  in  datis  angulis  duci  dc- 
heant , non  adhuc  hahent  dicere  data  sit  proportio  cujuspiani 
contenti  qiiatuor  lineis  ad  id  cquod  reliquis  continetiir  . Qiio- 
niani  non  est  aliquid  contentum  pìaribus  quam  tribus  dimen- 
sionibiis  . Cosi,  al  tradur  di  Commandino,  Pappo  nei  pre- 
liminari del  libro  vii  parlando  dei  conici  di  Apollonio.  A 
schivare  l’inciampo  stima  Pappo  medesimo  esser  mestieri 
ricorrere  alla  composizione  delle  ragioni  , ed  anzi , che  per 
estensione  prodotta,  doversi  concepire  ed  enunciare  per 
ragione  composta,  cominciando  a farlo  nei  gradi  stessi  più 
bassi  del  problema.  Quinci  la  ragion  data,  che  sia  a : b , 
del  prodotto  p q di  due  delle  quattro  rette  da  condursi  al 
prodotto  ux  delle  altre  due,  doversi  considerare  come  una 
ragion  composta  delie  due  semplici  p'.u,  q.x;  similmente 
la  ragion  data,  la  qual  sia/:^,  del  prodotto  pqr  di  tre 
delle  sei  rette  da  condursi  al  prodotto  uxy  delle  altre  tre, 
doversi  considerare  come  una  ragione  composta  delle  tre 
semplici  p'.u^  q:x,  r:y\  nè  altrimenti  la  ragion  data  ed 
espressa  per  h \ i del  prodotto  pqrs  di  quattro  delle  otto 
rette  da  condursi  al  prodotto  uxyz  delle  altre  quattro,  do- 
versi considerare  come  una  ragion  composta  delle  quattro 
semplici  p:  w,  q '■  x ^ ^-2/?  ^ Questo  concetto  non  incon- 
tra ostacolo  o limite,  ed  ha  progresso  libero  all’infinito.  Io 
non  so  perchè  Montucla  abbia  scritto  Pappus  récourt  aux 
raisons  composées  ; ce  qui  est  prolixe  et  embrouillé . Il  dire 
stesso  di  Pappo  non  è certamente  nè  prolisso,  nè  imbroglia- 


(i)  Parte  iv  , lib.  il  , art.  iv  . 
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to.  Licehit  aiitem , cosi  ejili  2;iiistii  lì  voltar  eli  CommandI- 
no  , per  conjunctus  proportiones  haec  et  dicere  et  demonstra- 
re  universe  in  dictis  proportionibus , atque  his  in  hunc  nio- 
diim.  Si  ab  ali  quo  puncto  ad  positione  datus  rectas  lineas  du- 
cantur  rectae  lineae  in  datis  angulis  , et  data  sit  proportio 
conjuncta  ex  ea , qnam  liabet  una  ductarum  ad  unam , et  al- 
tera ad  alteram  y et  alia  ad  aliam , et  reliqua  ad  datam  li- 
neam  , si  sint  septeni  ; si  vero  octo , et  reliqua  ad  reliquam  , 
punctum  continget  ( per  ductas  rectas  ) positione  datas  li- 
neas . Et  sirniliter  quoteunque  sint  impares  vel  pares  multitu- 

dine Il  francese  Storico  delle  matematiche  dà  al  suo 

Descartes  la  gloria  di  avere  sciolta  la  difficoltà,  che  tenne 
agitati  gli  antichi  ed  i moderni  su  le  potenze  superiori  al 
cubo,  insegnando  non  doversi  esse  riguardare  che  come  ret- 
te, se  la  geometria  spettino,  di  posto  oltre  il  quarto  in 
una  continua  progressione  geometrica  principiante  dalTimi- 
tà  o dalla  retta  x a tale  presa  nella  quistione;  ed  i prodotti 
similmente  di  più  che  tre  rette  diverse  non  significar,  che 
altre  rette  determinate  per  una  serie  di  molte  proporzioni 
discrete  principiate  daH’unità.  Chi  è che  non  veda  l’affini- 
tà del  concetto  del  Descartes  con  quello  di  Pappo  ? Io  esa- 
minerò, se,  o in  qual  estensione  tale  concetto  sia  applica- 
bile ai  termini  delle  equazioni  al  terzo  grado  superiori  , 
nella  indagine  metafisica  generale,  a cui  mi  accingo,  sul  si- 
gnificato , su  l’effetto  dell’altezza  delle  equazioni , e dei  ter- 
mini loro  . Seguo  la  eletta  scorta  della  composizione  delle 
equazioni  medesime,  essendoché  dalla  natura,  e forma  in- 
trinseca delle  cose  unicamente  si  può  trarre  la  giusta  no- 
zione di  tutto  ciò,  che  loro  appartiene. 

Poste  x = a,  x ■=■  S ^ x ■==.  y 

equazione  x”' A B x^~  ^ C x”'-^ 


le  radici  dell’ 
. -+-  Q = o , è 
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coniun  dottrina  esser  questa  il  prodotto  delle  equazioni 
semplici  X — cc  = o,  x — x — S = o,  x — 7'==o.... 

Qui  però  è mestieri  osservare,  che  moltiplicando  sarebbe 
impossibile,  che  ne  risultasse  a",  se  s’intendesse, 

che  tutte  le  equazioni  si  verificassero  ad  un  tempo,  o sia 
che  X ad  un  tempo  stesso  rappresentasse  le  diverse  quanti- 
tà a,  <5',  7- La  cosa  va  concepita  così;  cioè,  che 

ogni  equazion  semplice  possa  verificarsi  in  tempo  diverso, 
e che  nell’atto  che  una  di  esse,  ad  esempio  la  prima 
X — a = o,  si  verifica  rappresentando  x la  quantità  a,  le 
altre  in  luogo  dell’essere  di  equazioni  ricevali  l’essere  di 
mere  quantità  complesse,  rappresentando  in  tutte  x la  quan- 
tità a,  e convertendosi  conseguentemente  in  a — a — <3, 
a — y ...  . Lasciandovi  però  la  lettera  x,  si  avrà  per  ris- 
tante, in  cui  si  concepisce  x — a = o,  il  prodotto 
(x — a=o)  (x — (x — S'j  (x — y)  ....  = x"-|-  A x"  ■'‘-4-  B x"  ....  Q — o 
e basta  il  fattore  x — a = o a render  esso  prodotto  effet- 
tivamente uguale  a zero.  Di  simil  guisa  concependo  suc- 
cessivamente X — /3  = o,  X — J=o,  X — yz=c^  si  avran- 
no i prodotti 

(x — a)  (x — ^=0)  (x — (3)  (x — 2')  = x'^-hA  x"~'-|-^x"“  *.... -f-  Q = o 
(x — a)  (x — (S)  (x — (3=0^  (x — ....  =.  x'^-i-A  x”“-’-f-  B x""  ....  -{-  Q = o 
(x — a)  (x — ^x — S)  (x — ^=zo)  ....  = x^-hA  x”~  '-H  B x'‘"  “ ....  = o 

E perchè  tutti  questi  prodotti , sebben  diversi  ne’  termini 
secondo  il  diverso  valor  di  x , o secondo  il  diverso  fattore 
= 0,  sono  però  simili,  conservano  io  stesso  coefficiente, 
lo  stesso  grado  , e per  l’uso  del  medesimo  simbolo  x a rap- 
presentar i diversi  valori,  che  li  rendono  uguali  a zero, 
si  mostrano  in  tutto  e per  tutto  sotto  la  stessa  forma; 
quinci  è,  che  si  può  in  uno  concentrare  la  rappresentazio- 
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Ile  di  tutti . Ed  ecco  il  vero  concetto  di  una  qualunque 
algebraica  equazione. 

Definizione.  Una  equazione  algebraica  qualunque  -I- 
A oc"  * -4-  B x”’~~  -H  C -i-  D ....  -+-  Q =.  o è una  for- 
ma , nella  quale  concentrasi  la  rappresentazione  di  numero 
n equazioni  particolari  di  grado  n , e ì termini  tutti  della 
quale,  tranne  l’ultimo  costante,  hanno  una  moltiplice  vir- 
tù rappresentativa  di  numero  n quantità , ciascheduna  di 
grado  n . Cosi  esempigrazia  neU’equazione  cubica  x^-h  A x’-H 
B X Q = o si  concentra  la  rappresentazione  delle  tre 
-\~Acx  ^ ^ }— .5/5— j— ^ § -\-A^^ -\-Bd~i-Q 

Il  termine  x*  rappresenta  i tre  cubi  a,  /5,  il  termine 
^x""  i tre  solidi  Aa^A^^AS'.,  il  termine  .5  x i tre  solidi 
Ba,  B^,  BS. 

Rettificato  nella  disgiunta,  non  simultanea,  verità  delle 
equazioni  semplici  il  concetto  della  moltiplica  loro  , a com- 
porre la  equazione  di  alto  grado  n , ed  illustrato  nella  mol- 
tiplice rappresentativa  virtù  di  questa , e de’  termini  suoi 
il  concetto  del  tutto  e delle  parti , procedo  a distinguere 
le  due  sole  specie  di  moltiplica,  che  intender  si  possono,  ’ 
e sono  la  moltiplica  aritmetica,  e la  moltiplica  geometrica. 

É la  moltiplica  aritmetica  il  prendere  una  quantità  di  spe- 
cie qualunque,  anche  linea,  superficie,  solido,  un  certo  nu- 
mero di  volte.  Consiste  la  moltiplica  geometrica  in  imma- 
ginare che  una  retta  sia  lungo  altra  retta  condotta  a for- 
mar superficie , ed  una  superficie  sia  per  l’altezza  di  una 
terza  retta  condotta  a generar  solido.  Si  usa  anche  il  ti- 
tolo di  moltiplica  algebraica;  ma  in  realtà  quella,  che  così 
appellasi,  non  è che  una  indicazione  di  moltiplica;  per 
esempio  a b non  è che  rindicazione  della  moltiplica  delle 
quantità  rappresentate  per  a , . E perchè  può  ugualmente 
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indicare  una  moltiplica  aritmetica,  ed  una  moltiplica  geo- 
metrica, perciò  è una  indicazione  di  duplice  virtù.  Tale 
indicazione  riceve  la  sua  determinazione , e consumazione , 
allorché  giusta  la  natura  del  problema,  o ai  simboli  inde- 
ternSinati  a,  è si  sostituiscono  numeri,  e se  ne  elì’ettua  la 
moltiplica,  o si  delinea  il  rettangolo  formato  dalle  due  ret- 
te a,  b.  La  quistione  pertanto  sul  significato , e l’effetto  del 
grado  n nei  termini  dell’equazione  x” -4- ^ -h -t- 
..  ..  -f-()  = o,  si  riduce  a cercare  in  qual  senso  deb- 
bansi  prendere,  se  di  moltipliche  aritmetiche,  o di  geome- 
triche. Per  abbracciar  la  materia  in  tutta  la  sua  estensio- 
ne distinguerò  tre  casi  : 

Caso  I.  Allorché  l’equazione 
C . . .-t- Q = o appartiene  a problema  aritmetico,  spet- 
tante cioè  quantità  discreta,  ed  x in  conseguenza  é nume- 
ro. In  tal  caso  ciascun  termine  dell’equazione  rappresenta 
una  moltiplica  aritmetica  di  ordine  «,  e l’effetto  di  ciasche- 
duna non  c che  la  generazione  di  un  numero  di  unità 
simili  a quelle  che  rappresenta  x,  la  qual  generazione  es- 
sendo di  ordine  n , per  tal  riguardo  anch’esso  il  numero 
generato  potrà  dirsi  di  ordine  n.  Ad  esempio  sia  x = 3 , 
cioè  rappresenti  due  unità,  la  potenza  x“  non  vuol  dir  al- 
tro che  le  stesse  due  unità  prese  due  volte,  onde  eviden- 
temente ne  provengono  4 unità  della  natura  stessa  stessis- 
sima che  le  due,  poiché  il  prenderle  due  volte,  lungi  dal 
poter  importare  alteramente  di  esse,  inchiude  la  condizione 
di  replicarle  nella  natura  loro.  Similmente  x^  altro  non  si- 
gnifica che  le  4 unità  replicate;  per  lo  che  di  necessità 
resultano  8 unità  della  natura  delle  4 , e delle  due  fonda- 
mentali  : e cosi  indefinitamente  proseguendo  a discorrere  è 
manifesto,  che  una  potenza  di  qualunque  grado  x“  altro 
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non  è che  un  numero , di  ordine  n in  generazione  , di  uni- 
tà della  natura  delle  rappresentate  per  x . I coefficienti  A , 
B ^ C . . numerici  in  problema  aritmetico,  vorran  dire 
prendere  le  rispettive  potenze,  che  accompagnano,  x""  ', 
, . . . . tante  volte,  quante  essi  contano  unità,  onde  i 
numeri  prodotti  saran  numeri  di  unità  della  natura  delle 
unità  X.  D’altro  canto  per  il  Teorema  I il  coefficiente  di 
è di  grado  h ; dunque  sarà  numero  di  ordine  h in  ge- 
nerazione , e cosi  ogni  termine  deH’equazione  sarà  un  nu- 
mero di  ordine  n in  generazione,  ma  di  unità  della  stessa 
natura  di  quelle  di  x . Ma  di  qual  natura  saran  elleno  le 
unità  di  X?  Se  il  problema  sia  intorno  ai  numeri  astratti, 
le  unità  di  x saranno  coidentemente  astratte,  e per  conse- 
guenza tutti  i termini  dell’equazione  saranno  numeri  astrat- 
ti e di  generazione  di  ordine  n.  Sembrerebbe,  che  similmen- 
te , se  il  problema  spetti  quantità  discreta  , determinata , 
e fisica,  persone,  monete,  merci  ec. , le  unità  di  x dovreb- 
bero essere  unità  concrete  , fisiche , secondo  l’oggetto  del 
problema , e conseguentemente  tutti  i termini  dell’equazio- 
ne altrettanti  numeri  di  esse  unità  . A ben  però  conside- 
rare si  fa  incontro  un  riflesso.  Suppongasi  esempigrazia,  che 
il  problema  riguardi  persone,  come  se  si  cercasse  il  nume- 
ro de’  lavoratori  ad  una  fabbrica  in  un  dato  tempo  neces- 
sarj , significhi  pertanto  x in  particolare  idea  numero  di 
persone,  cioè  sia  ogni  unità  di  x una  persona,  le  unità 
pure  di  x’  saranno  persone  ; ma  egli  sare)>be  ridicolo  con- 
cepir persone  moltiplicate  per  persone,  nè  si  può  concepir 
altrimenti  prodotto  il  numero  persone  x’  , che  concependo 
il  numero  persone  x preso  numero  di  volte  x;  il  che  è 
moltiplicare  il  numero  persone  x per  il  numero  astratto  x, 
essendo  in  universale  astratto  di  essenza  il  numero , per 
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cui  l’Intelletto  Intende  quante  volte  un  dato  numero  debbe 
esser  preso,  ed  al  quale  il  nome  si  dà  di  moltiplicatore. 
Per  altra  parte  l’assegnare  ad  x due  rappresentanze  diver- 
se, una  particolare  e fisica  come  a moltiplicato,  l’altra 
astratta  e intellettuale  come  a moltiplicatore,  e tirarne  .x% 
non  altrimenti  che  se  si  fosse  affisso  ad  x un  concetto  so- 
lo , non  è ella  cosa  in  buona  metafisica  incoerente?  A schi- 
var dunque  tale  incongruenza  uopo  è,  non  potendosi  non 
prendere  astratto  x in  quanto  moltiplicatore,  prenderlo  an- 
che tale  in  quanto  moltiplicato,  non  considerare  cioè  nel 
cercato  numero  x di  persone  che  il  valor  numerico , pre- 
scindendo dalla  particolar  concretta  relazione  a persone  , o 
ad  altro  fisico  soggetto  dell’aritmetico  problema  . Quinci  si 
raccolgono  tre  conseguenze  : 

1. ®  Ogni  problema  aritmetico  trattato  per  algebra  è ne- 
cessariamente astratto  ; e se  proposto  sia  con  riguardo  con- 
cretto , cioè  relativamente  a quantità  discreta  fisica,  parti- 
colare, sollevato  viene  al  numero  astratto:  ciò  che  crea  il 
vantaggio  di  applicarne  il  resultato,  siccome  alla  cosa  nella 
proposta  contemplata,  così  a qualunque  altra. 

2. ®  Ciascun  termine  dell’equazione  di  un  problema  arit- 
metico è un  numero' di  unità  astratte  di  ordine  n in  gene- 
razione . 

3. ®  Una  equazione  di  problema  aritmetico,  la  quale  sia 
di  grado  «,  è una  rappresentazione  virtualmente  moltipli- 
ce  di  numero  n complessi  realmente  , o intellettualmente 
diversi,  tutti  ==  o , ciascuno  di  numero  /? -i- i numeri  di 
unità  astratte,  e di  ordine  n in  generazione:  intellettual- 
mente diversi  non  realmente  dico  i complessi , che  pro- 
vengono dalle  radici  uguali  di  una  ecjuazione,  cioè  dai  va- 
lori uguali  di  X.  Sebbene  uguali,  pure  giusta  il  numeio 


3 12 

loro  Innalzan  l’equazione  , e riiitelletto  ha  ragion  di  cli- 
stino-uerli  . 

O 

Caso  II.  Si  riferisca  l’equazione  a problema  geometrico, 
e denoti  x una  retta  cercata;  ma  l’equazione  non  superi  il 
terzo  grado:  così  essendo,  i termini  dell’equazione  possono 
essere  prodotti  di  geometriche  moltipliche,  e significare  nell’ 
equazione  di  secondo  grado  = o superficie, 

nell’equazione  di  terzo  grado  x^-i-Ax'-^Bx-hQ  = o soli- 
di. Si  può  di  fatto  espressamente  addomandare  un  qua- 
drato x\  a cui  aggiunto,  o sottratto  il  rettangolo  ax,  la 
somma,  o differenza  sia  uguale  al  rettangolo  bc,  cioè  x* 
ax  — ic=:o;  e parimenti  cercar  si  può  un  cubo  x\  al 
quale  aggiunta,  o sottratta  la  somma,  o differenza  de’  so- 
lidi ax'^-^bcx  ne  resulti  il  solido  e/,  o ne  provenga 
l’equazione  x^ a -^b  c x)  — def=o.  In  simili  proble- 
mi l’omogeneità  di  grado  ne’  termini  sarà  compresa  nella 
enunciazione  delle  condizioni  del  problema;  poiché  folle 
sarebbe  chi  esempigrazia  chiedesse  un  cubo  a’ , a cui  ag- 
giugnendo  tre  volte  la  superficie  quadrata  a’,  e detraendo 
sei  volte  la  retta  x resultasse  il  solido  d ef. 

Caso  III  II  caso  difficile  si  è quando  il  problema  è 
geometrico,  a significa  retta,  e l’equazione  supera  il  terzo 
grado.  Sia  per  esempio  di  quarto,  e appartenente  alla  for- 
ma generale  Ax^ B x* C x D =.o  . Per  il  Teore- 

ma I i termini  tutti  son  di  quarto  grado  ; ma  essi  non  pos- 
sono certamente  concepirsi  generati  per  geometrica  moltipli- 
ca , e rappresentanti  geometriche  grandezze  . La  estensione  , 
oggetto  della  geometria,  non  ammette  di  distinguere  in  es- 
sa che  tre  dimensioni,  e quinci  tre  specie  di  grandezze: 
linea,  che  è una  dimensione  qualunque  solitariamente  per 
astrazion  concepita;  superficie,  che  si  concepisce  qual  l’ef- 
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fette  di  una  retta  lungo  un’altra  condotta,  ed  è pure  un 
essere  intellettuale  astratto;  e solido,  che  si  concepisce  qual 
l’effetto  di  una  superficie  lungo  un’altezza  condotta,  e se  è 
intellettuale  rispetto  alla  continuità,  che  vi  si  suppone, 
rispetto  però  all’unione  delle  tre  dimensioni  si  assomiglia  al 
volume  de’  veri  solidi  naturali , cioè  de’  corpi . Può  l’intel- 
letto indefinitamente  estendere  le  tre  dimensioni , lunghezza, 
larghezza,  altezza  del  solido,  ma  non  può  oltre  il  solido  sa- 
lire, e raffigurarsi  una  grandezza,  un  volume  di  4,  di  5, 
di  6....  dimensioni,  il  solido  di  tre  rette  prodotto  è un 
limite,  oltre  il  quale,  per  quanto  si  sforzi,  gli  è impossi- 
bile andare.  Quinci  i vocaboli  quadrato-quadrato,  piano- 
piano, quadrato-cubo , e piano-solido,  cubo-cubo,  e solido- 
solido SI  usitati  da  Vieta,  hanno  in  geometria  un  suono  mo- 
struoso, o piuttosto  inane.  Per  la  qual  cosa  tutti  i termi- 
ni di  una  equazione  del  terzo  grado  più  alta  non  possono 
aver  significazione,  nè  effetto  di  moltiplica  geometrica;  tali 
termini,  prodotti  di  più  di  tre  quantità,  sono,  mi  si  per- 
metta il  vocabolo,  iggeometrici . Che  se  termini  di  simil  fat- 
ta dividansi  per  le  potenze  dell’unità  in  modo , che  il  re- 
siduo del  grado  loro  meno  il  grado  dell’unità,  per  cui  si 
dividono,  non  sia,  al  più,  che  il  3,  cioè  se  i termini  dell’ 
equazione  di  quarto  grado  x^-\- ax^ bcx'  defx-^  ghik-=:o 
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ste  divisioni?  Se  intendasi  di  trasportare  i termini  dalla 
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iggeometrica  loro  natura  a natura  geometrica,  egli  non  è 
che  aggiugnere  al  concetto  assurdo,  onde  si  parte,  un  al- 
tro concetto  assurdo  ugualmente;  tanto  ripugnando  il  divi- 
dere riggeometrico  essere  x*  per  la  retta  i , e ricavarne  un 
solido,  quanto  il  moltiplicare  un  solido  per  una  retta,  ed 
ascendere  ad  una  grandezza  geometrica  del  solido  più  alta  , 
e di  quattro  dimensioni  composta.  Oltre  a che,  facilmente 
comprendesi , che  a deprimere  al  solido  i termini  di  una 
equazione  al  sesto  grado  superiore  converrebbe  dividerli  per 
un  grado  delTunità,  o sia  della  retta  presa  per  tale,  più 
alto  del  terzo,  e ricorrerebbe  pel  concetto  geometrico  di 
questo  la  stessa  impossibilità . Onde  rendesi  manifestissimo 
esser  onninamente  per  la  natura  dell’estensione  vietato  di 
riguardare  come  grandezze  geometriche  di  grado  n i termi- 
ni , di  tal  grado  tutti , di  una  equazione  dell’altezza  n , al- 
lorché n è maggiore  di  3 . 

Secondo  il  pensiero  del  Descartes  la  podestà  a:”  non  si- 
gnifica che  una  retta  di  posto  w i nella  progressione 
continua  geometrica  i ; x : x*:  a’ : ; a;\' a* a",  il  cui  pri- 

mo termine  cioè  è la  retta  presa  per  unità,  il  secondo  la 
retta  a.  L’esposizione  però  delle  rette,  che  seguono,  è in- 
completa, e la  espressione  loro  completa  è iiaiy  ^ • 

~ : % . Ed  in  vero  a formar  la  progressione  si  dèe 

*4  X in  — 1 I c? 

^ . X*  x'  X* 

cosi  ragionare  : i : a : : a : ^ ; i : a : : y ; q; , oppure  a ; -j-  : . 

»’  af’  aj’  x'  x^  r* . i x‘' 

= oppure  t ' Y- ’ ' 7^  ' 7^^  = T”  ® 

cosi  via  via.  Stando  aU’esposizione  incompleta,  i termini  del- 
la progressione,  invece  di  rappresentar  tutti  altrettante  ret- 
te, parrebbero  essere  grandezze  geometriche  di  grado  suc- 
cessivamente più  alto,  e ritornerebbesi  all’assurdo  già  con- 
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templato  , che  anzi  vi  si  aggiugnerebbe  quello  del  parago- 
ne tra  grandezze  affatto  eterogenee,  di  retta  x a superficie 
quadrata  x\  di  questa  a cubo  cc*  ec.  Questi  assurdi  si  dis- 
sipano, e subentrano  concetti  giusti,  e chiari  nella  espres- 
sione completa.  Nel  formare  il  termine  ^ si  forma 

il  quadrato  della  retta  x,  e subito  dividendo  per  la  retta 
I si  ha  di  nuovo  una  retta;  nel  formar  il  quarto  termine 

moltiplicando  la  retta  x con  la  retta  si  forma  il  ret- 
tangolo  Y '•>  ® moltiplicando  la  retta  — per  sè  stessa  si  for- 
ma  il  quadrato  — ; e dividendo  poi  quel  rettangolo  per  i , 
questo  quadrato  per  x si  ritorna  alla  retta,  ed  in  genere 
in  moltiplicar  la  retta  x con  la  retta  , e divider  poi 

per  la  retta  i , od  in  moltiplicar  la  retta  per  sè  me- 
desima, e divider  poi  per  la  retta  non  si  fa  che  ascen- 

dere da  retta  a superficie,  e tosto  a retta  ricadere.  Simil- 
mente al  voler  del  Descartes  ogni  prodotto  di  due  rette  da- 
te ^ c si  dèe  considerare  come  il  quarto  termine  di  una 
proporzion  discreta  i‘.b::c:bc,  e la  sua  espression  comple- 
ta sarà  y 'i  ogni  prodotto  di  tre  rette  date  o?  e/ sarà  l’effet- 
to di  due  proporzioni  discrete  i:cl::e:  — , i 

onde  questa  vedesi  essere  la  espression  completa  di  d e f\  e 
di  simil  guisa  il  prodotto  di  quattro  date  rette  ghik  sarà 
l’effetto  di  tre  proporzioni  discrete , ed  avrà  a completa 

sua  espressione  . Quinci  la  completa  espression  dell’ 

equazione  di  quarto  grado  x^'-^a  x^-\-b  c x^-^d  ef  x-hg  hik—o 
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Scorgesi  però  qui  eterogeneità  di  grado  : il  termine  pri- 
mo e Tultinio  sono  di  un  solo  grado , e rappresentano  li- 
nee; li  tre  intermedj  sono  di  due  gradi,  e rappresentan 
superfìcie.  Ma  è facile  schivare  questo  incomodo,  il  qual 
proviene  dal  formare  per  serie  separate  di  proporzioni  il 
coefficiente,  e la  rispettiva  potenza  di  x,  se  si  leghino  in- 


sieme le  formazioni . Dopo  formato  il  coefficiente  ^ 
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dove  i termini  tutti  sono  di  primo  grado,  e rappresentano 
linea  . Giusta  tal  concetto  i termini  di  una  equazione  a geo- 
metrico problema  spettante  , qualunque  sia  l’altezza  re , a 
cui  si  mostrano , sono  in  realtà  del  primo  grado  , e rap- 
presentan linee  rette,  nè  compariscono  di  alto  grado,  che 
per  esser  soppresso  il  grado  dell’unità  lor  divisore;  la  di- 
visione, anzi  che  una  nuova  operazione  su  i termini  stessi 
per  trasferirli  da  natura  a natura,  da  alto  grado  al  primo, 
non  è che  un  restituirli  nel  vero  originale  loro  essere, 
grado , aspetto  ; e l’equazione  medesima  è un  complesso , o 
piuttosto  una  rappresentazion  concentrata  di  numero  re  com- 
plessi = o di  rette  numero  re -Hi,  ciascuno,  tutte  dello 
stesso  ordine  di  derivazion  proporzionale,  in  quanto  deri- 
vate per  ugual  numero  di  proporzioni  continue,  o discrete. 
La  dottrina  ha  un’apparenza  soddisfacente;  ma  rivolgendo 
la  mente  alla  composizione  dell’equazione  in  genere  x'*-!- 
J x"-' -H x'*-* -H  C x“— * . . . . H- <?  = o , per  il  prodotto  del- 
le successive  equazioni  x — a = o,  x — ^ = 0,  x — ^ = 0, 
X — y-=.o nulla  in  tal  composizion  ci  si  presenta  di 
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quelle  proporzioni  continue,  o discrete,  ma  sole  immedia- 
te moltiplicazioni , che  generano  sì  i gradi  ordinatamente 
decrescenti  di  ac,  e si  i coefficienti  A,  B,  C....  Il  coeffi- 
ciente per  esempio  D e \a.  somma  dei  prodotti  delle  radici 
a,  /5,  7..  . . a quattro  a quattro,  questa  somma  si 

può  concepire  uguale  al  prodotto  ghik,  e questo  prodotto 
si  può  concepire  effetto  di  tre  proporzioni  discrete  ; e l’ul- 
timo termine,  che  è il  prodotto  di  tutte  insieme  le  radici, 
si  può  fingere  l’effetto  di  numero  n — i proporzioni  discre- 
te j ma  tutte  queste  sono  studiate  riduzioni , non  sono  ge- 
nerazioni immediate  e naturali  . Dunque  non  presentando 
per  se  la  composizione  delle  equazioni  che  moltipliche,  e 
non  potendo  queste , qualora  superano  il  grado  terzo , aver 
significato,  ed  effetto  di  moltipliche  geometriche,  e perciò 
dovendo  necessariamente  essere  moltipliche  aritmetiche  ne 
vien  per  conclusione  : 

1. *  Ogni  equazione  algebraica  di  grado  superiore  al  ter- 
zo è in  concetto  immediato , e naturale  un’equazione  arit- 
metica astratta  in  simboli  universali . Poiché  essendo  ogni 
suo  termine  per  la  ragione  di  superare  il  terzo  grado  una 
moltiplica  aritmetica,  e perciò  dovendo  in  Cjuanto  mol- 
tiplicatore, esser  concepito  astratto,  dovrassi  anche,  per 
non  affiggergli  un  doppio  concetto  , concepir  tale  in  quanto 
moltiplicato;  dunque  x segnerà  numero  astratto. 

2. *  Qualora  un’equazione  di  grado  al  terzo  superiore  esca 
da  un  problema  geometrico  , rjuesto  non  è riguardato  da 
essa  equazione  che  come  una  sua  applicazione,  nella  qua- 
le assegnasi  ad  x la  rappresentazione  del  rapporto  della 
retta  cercata  alla  retta  presa  per  unità.  L’equazione  non 
ha  oggetto  determinato  né  in  individuo,  nè  in  specie,  ha 
una  mira  , una  capacità  immensa  , e non  meno  che  il  prò- 
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blema  geometrico,  onde  uscì,  comprende  tutti  i simili  pro- 
blemi di  commercio,  o di  fisica  scienza.  Queste  conclusio- 
ni sono  anche  conformi  alla  natura  dell’algebra,  la  quale 
in  se  propriamente  è un’aritmetica  universale  : si  applica 
alla  geometria,  attesa  la  dipendenza,  che  questa  ha  dall’ 
aritmetica  nella  considerazion  de’  rapporti,  ma  Tapplicazio- 
ne  le  è come  accidente  ; tale  però  , che  produce  un  sommo 
reciproco  vantaggio,  comunicando  l’algebra,  o sia  l’aritmeti- 
ca astratta  universale,  alla  geometria  la  sua  agilità,  e por- 
tandola per  la  sua  ampiezza,  e spandendo  la  geometria  su 
di  essa  il  suo  lume  di  evidenza  . 

3.“  In  concetto  ridotto  un’equazione  di  gradojqualunque, 
anche  al  grado  terzo  superiore,  si  può  considerare  come  un 
complesso,  anzi  un  numero  n di  complessi  = o , di  nume- 
ro 72  -H  i rette , tutte  del  medesimo  ordine  di  proporzionai 
derivazione,  cioè  per  ugual  numero  n — i di  proporzioni, 
o tutte  continue,  o tutte  discrete,  o parte  continue,  parte 
discrete,  ma  in  legata  succession,  derivate. 

§.  V.  È tempo  di  ritornare  dopo  sì  lunga,  ma  spero  non 
men  utile,  digressione  a Fra  Luca,  il  quale  se  dritto  non 
vide  rispetto  al  senso  delle  equazioni , almen  di  quelle , 
nelle  quali  suppose  x una  linea,  e riguardo  al  valore  del 
' più  e del  meno  fra  i termini  loro;  assai  giusto  però,  e 
limpido  vide  per  tutto  ciò  che  spetta  le  regole  dell’opera- 
re  intorno  al  più  ed  al  meno.  Incominciando  dalle  regole 
della  moltiplica,  a dimostrare  che  — moltiplicato  in  — 
produce  -t-,  propone  a moltiplicare  a — b in  a — b,  ed 
esemplificata  questa  generale  proposta  nella  moltiplica  di 
IO  — 2 in  IO  — 2,  dopo  aver  con  le  tre  prime  parti  dell’ 
operazione  ottenuto  lox  10  — 2 x 10-h  lox  — 2=100  — 
40  = 60,  prosegue  egli  argomentando  così:  la  moltiplica. 
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che  resta  a fare  di  — 2 in  — 2 nè  può  produrre  — 4,  un 
meno  cioè  doppio  di  — 2,  perchè  ne  verrebbe  60 — 4=66; 
nè  può  render  tanto  ^ cioè  lo  stesso  — 2,  perchè  ne  segui- 
rebbe 60  — 2 =-58:  dunque  deve  dar  -1-45  un  doppio  di 

— 2 cangiato  in  più , con  che  si  ha  effettivamente  60  -f- 

4=64=8x8,  come  aver  si  doveva.  Ed  assomiglia  questa 
fatta  di  dimostrazione  a quella,  con  che  Archimede  conclu- 
de esser  la  superfìcie  della  sfera  quadrupla  all’area  del  cer- 
chio massimo,  ed  a quella,  onde  Euclide  prova  nel  Teore- 
ma IX  del  libro  xil , che  la  colonna  rotonda  è tripla  alla 
sua  piramide.  Siccome  in  generali  lettere  fece  la  proposta, 
così  con  esse  accompagna  i numeri  nei  passi  della  dimostra- 
zione , ciò  che  a questa  dona  il  pregio  di  dimostrazione  in 
aritmetica  universale,  e speciosa,  o in  algebra  secondo 
l’odierno  senso.  Nè  di  tal  dimostrazione  contentasi  il  Pa- 
cioli  ; ma  trattando  in  appresso  dei  recisi  vi  aggiugne  la 
dimostrazione  geometrica  , con  delineare  il  rettangolo  aven- 
te per  lati  li  due  recisi  3 — ,6  — , che  riuscendo 

uguale  al  rettangolo  della  linea  3 nella  linea  6,  meno  l’ag- 
gregato dei  due  formati  dalla  retta  recisa  nella  retta 

3 , e dalla  recisa  y^io  nella  6 , più  quello  formato  dalle 
due  recise  appalesa  , e mette  sott’occhio  essere 

— X — = -!-.  Dissi  già  convenire  nella  sostanza  le  geometri- 
che dimostrazioni  dello  scoliasta  di  Diofanto,  edìFraLuca. 
Dalle  regole  per  la  moltiplica  deduce  questi  le  regole  per 
la  divisione  ommesse  da  Diofanto  e dallo  scoliasta  di  lui  , 
indi  passa  a quelle  della  somma,  e procede  dipoi  a quelle 
della  sottrazione,  le  quali  dichiara  minutamente  distinguen- 
do 12  casi,  che  tutti  si  raccolgono  nella  formola  ^ — 
( id:  ^ ) ’ immaginando  per  ciascuna  delle  4 combinazioni  de’ 
segni  tre  ipotesi,  1.*  di  b<a,  2.’  di  b—a^  3.*  di  b>a. 
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§.  VI.  La  sottrazione  a — 5,  allorché  h>a,  genera  la 
quantità  negativa,  il  puro  meno  dice  Fra  Luca  de  quantità» 
e anche  de  denominazione  \ ecco  l’origine  della  idea  della 
quantità  negativa  . E sebbene  da  ciò  che  Fra  Luca  soggiu- 
gne  : E venga  che  tal  parlare  paja  alquanto  diforme , e incon’- 
gruo  ; ma  bisogna  usar  vocahuli  alquanto  strani  a ciò  più  fa- 
cilmente saprenda  l arte  : sembrar  possa  che  stesse  intorno 
la  mente  di  lui  e degli  analisti  di  quel  tempo  non  lieve 
tenebria,  ciononostante  scrivendo  egli  altrove,  pag.  ii3,  es- 
ser chiaro  che  — 4 è manco  del  nulla , e per  conseguenza 
debito  : ciò  basta  a manifestare  il  lume  che  aveano  acqui- 
stato. Ed  io  contrapporrò  al  corto  dir  di  Fra  Luca  il  dif- 
fnso  ragionar  del  Wallis  nel  capo  iv  del  Volume  I:  Impos- 
sibile  est  ut  quantitas  major  ex  minore  desumi  possit  ^ cum 
pars  suo  toto  major  esse  nequeat  ) . Adeoque  si  quando  illiid 
praestandum  proponatur , propositum  est  impossibile.  Verbi 
gratin  impossibile  est,  ut  ex  5 subducantur  8,  cum  numerus 
hic  sit  ilio  major.  Nihilominus , quanquam  hoc  sit  reapse  im- 
possibile 3 non  raro  tamen  apud  arithmeticos  praesertim  alge- 
bristas  3 tanquam  esset  possibile,  praestari  jubetur  : supponunt 
enim , praeter  reales  quantitates , quantitates  quasdam  imagi- 
narias , quae  minores  sunt  quam  nihil , quas  quantitates  iVe- 

gativas  3 sive  Ablativas  appellant Adeoque  si  ex  5 au- 

ferendo  sint  8 , manere  dicunt  — 3 , hoc  est  quantitatem , 
quae  sit  numero  ternario  minor  quam  nihil.  Hujusmodi  autem 
^ quae  supponuntur  J quantitates  negativae , quanquam  videri 
possint  non  sine  absurdo  supponi , suos  tamen  habent  usus 
eximios  3 ncque  sine  magno  commodo  ab  arithmeticìs  geome- 
tri s item  aliisque  mathematicis^  introducuntur : ut  suo  loco 
aliquando  patebit . Hic  autem  sufficiet  estendere  eam  supposi- 
tionem  nihil  absurdi  supponere . Dum  enim  dicunt  5 — 8 = — > 3, 
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idem  est  ac  si  dicerent  : qui  siippouit  8 ex  5 demi j supponìt 
ille  aliquid  ternario  numero  minus  qiiam  nihil  {^qui  enim  sup- 
ponit  8 hoc  est  5 3 ex  5 subduci , supponit  ille  totum 
quinarium  sublatum  esse,  atque  insuper  3;,  plus  qiiam  totum, 
adeoque  restare  tanto  minus  quam  nihil . Atque  hoc  quidem 
non  magis  incommode  dicitur  quam  hoc  : qui  supponit  Hirco- 
cervum,  supponit  ille  animai  quiddam  ex  Hirco  et  Cervo  con- 
flatum  : quae  propositio  vere  enunciari  potest , quanquam  nc- 
que Hircocervus , ncque  animai  ita  conflatum  existat , aut 
quidem  existere  possit.  Potest  enim  propositio  vera  esse, 
quamvis , ncque  praedicatum  , ncque  suhjectum  actu  existat, 
aut  quidem  sit  possibile.  Ita  quamvis , ncque  sit  possibilis 
quantitas  — 3 , ncque  5 — 8 , tamen  veriim  est  has  quantità-^ 
tes  ( supposititias  licet  ) aequales  esse , atque  , qui  alteram 
supponit,  reliquam  etiam  supponete  : et  quidem  qui  dicit 
5 — 8 = — 3,  non  modo  dicit  subductionem  illairt  5 — 8 im- 
possibilem  esse,  sed  ostendit  mensuram  impossibilitatis  : nem.- 
pe  numerum  8 tanto  majorem  esse  quam  ut  possit  ex  numero 
5 subduci , quantus  est  numerus  3.  Sic  qui  habet  5,  sed  de- 
het  8 {^habere  dicitur  coniputotis  compuiandis')  — 3;  hoc  est 
minus  cquam  nihil,  seu  {^quod  tentandum  est^  debere  3.  Giu- 
dichi il  leggitore  su  i titoli  di  suppositizie,  di  immaginarie 
attribuiti  alle  quantità  negative,  su  la  impossibilità  di  5 — 8, 
e di  — 3,  e su  la  verità  ciononostante  della  equazione 
5 — 8 = — 3 difesa  con  il  bel  paragone  della  proposizione 
intorno  all’Ircocervo , giudichi  tra  l’analista  del  secolo  xvil 
e l’analista  del  secolo  xv,  Wallis  termina  come  Fra  Luca; 
ma  premette  un  discorso  troppo  sconveniente  alla  retta  idea, 
in  cui  termina.  Rivolgendoci  a considerare  con  un  po’  più 
d’attenzione  il  dire  di  Fra  Luca,  merita  primieramente  ri- 
flesso l’appellazion  da  lui  adoperata  di  puro  meno,  appaic- 
eli 
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sandoci  questa,  die  egli  distinse  nel  meno  due  stati:  i.*  il 
trovarsi  fra  due  termini  di  una  quantità  complessa , come 
in  a — è,  significando  sottrazione;  ed  il  trovarsi  2.°  libero 
e da  sè , come  in  — 4,  non  significando  che  modo  di 
quantità:  onde  apparisce,  che  si  rappresentò  la  quantità 
negativa  nell’idea  più  incomplessa,  più  precisa,  che  le  con- 
viene. Egli  asserisce  esser  il  puro  meno  manco  ùel  nulla, 
ciò  che  suscitar  potrebbe  difficoltà;  ma  la  conseguenza, 
che  ne  tira,  che  dunque  è debito,  manifesta  il  senso  dell’ 
asserzione,  e che  non  del  nulla  assoluto,  ma  di  un  nulla  re- 
lativo, di  modo,  qual  è il  nulla  di  possesso,  intese  asseri- 
re esser  manco  il  puro  meno.  Io  non  trovo  nel  parlar  di 
Fra  Luca  altro  difetto,  che  quello  di  non  esser  generale, 
rappresentando  la  quantità  negativa  in  un  debito,  che  non 
c che  una  specie  particolar  di  quantità  negativa , e non 
può  prendersi  che  per  un  esempio  della  idea  generale . 
Ma  d’altra  parte  si  ha  egli  diritto  di  pretendere , che  l’idea 
della  quantità  negativa  fosse  nel  suo  nascere  di  tutta  la 
competente  estensione  fornita?  Il  positivo,  e negativo  nell’ 
algebra  sono  in  generale  contrarj  modi , contrarj  riguar- 
di di  una  quantità,  o contrarie  quantità.  Il  moto  all’orien- 
te, ed  il  moto  all’occidente  sono  due  contrarj  modi  di 
muoversi,  due  contrarj  riguardi  del  moto.  Egli  è in  li- 
bertà di  prender  questo  , o quello  per  positivo  ; ma  scelto 
l’uno  a positivo,  l’altro  dicesi  negativo.  In  astronomia  si 
considera  per  positivo  il  movimento  de’  pianeti  da  occiden- 
te in  oriente  secondo  la  successione  dei  segni  dell’ecclitti- 
ca , e per  negativo  in  conseguenza  il  moto  dei  nodi  delle 
orbite  loro,  costretta  l’orbita  dell’uno  per  l’azion  dell’altro 
pianeta  a strisciarsi  su  l’orbita  di  lui  da  occidente  in  orien- 
te contro  l’ordine  de’  segni.  Vi  ha  ragione  di  dare  la  pre- 


323 

ferenza,  e il  titolo  di  positivo  al  moto  de’  pianeti  da  occi- 
dente in  oriente , essendo  esso  per  la  newtoniana  teoria  il 
primario  ; e avanti  di  tale  eccelsa  teoria  ragion  era  di  an- 
teporlo , e prenderlo  a positivo  l’essere  il  più  cospicuo.  Ma 
un  nocchiero,  il  quale  proposto  si  fosse  di  diriggere  ad  oc- 
cidente il  corso  della  nave  sua,  e da  contrario  vento  spin- 
to venisse  ad  oriente  , conterebbe  qual  positivo  quel  corso 
ad  occidente,  che  far  voleva,  e qual  negativo  cpiesto  con- 
tro sua  volontà  ad  oriente  fatto.  Una  qualche  ragione  sem- 
pre seguiamo  , o ci  rappresentiamo  per  determinarci  ad  as- 
segnare tra  due  modi  o rispetti  di  una  quantità  ad  uno 
piuttosto  che  all’altro,  la  qualificazione  di  positivo;  ma  la 
ragione,  or  è intrinseca  or  estrinseca,  or  grave  or  leggie- 
ra , or  assoluta  or  relativa . Noi  posti  tra  l’equatore , ed  il 
polo  boreale  facciamo  positiva  la  geografica  latitudine  bo- 
reale , e la  boreal  astronomica  declinazione  , e i nostri  an- 
tipodi , e tutti  generalmente  i popoli  tra  l’equatore  ed  il 
polo  australe  faranno  positiva  la  geografica  latitudine  au- 
strale, e l’austral  astronomica  declinazione,  che  per  noi  di- 
vengono negative.  Talvolta  ci  conduce  una  ragione  di  abi- 
to, alla  cjuale  non  poniamo  riflesso:  cosi  se  da  un  punto 
si  conduca  una  linea  a destra,  un’altra  nella  medesima  di- 
_ rezione  a sinistra,  siamo  inclinati  a prendere,  e prendiamo 
ordinariamente  per  positiva  la  retta  che  si  stende  a destra , 
e per  negativa  quella  che  si  stende  a sinistra,  perchè  il 
nostro  scrivere,  e concordemente  il  nostro  delineare  va  da 
sinistra  a destra:  gli  orientali,  che  scrivono  da  destra  a si- 
nistra prenderebbero  per  positiva  la  linea  stendentesi  dal 
segnato  punto  a sinistra.  In  ciò  che  spetta  il  nostro  essere 
o fisico,  o sociale  prendiamo  per  positivo  quel  modo  che 
lo  migliora,  e per  negativo  quello,  che  lo  peggiora;  e la 


ragione  è generale,  assoluta,  l’amore  che  ogni  essere  di 
sentimento  fornito  per  naturai  legge  ha  a se  stesso.  Quinci 
essendo  per  noi  meglio  l’aver  crediti  che  l’aver  debiti , con- 
sideriamo per  quantità  positiva  il  credito,  e per  quantità 
negativa  il  debito.  In  due  movimenti  contrarj  , uno  ad  orien- 
te, l’altro  ad  occidente,  uno  positivo,  l’altro  negativo  vi  ha 

10  , zero  o sia  il  nulla  dell’un  moto  e dell’altro  . E chiaro 
che  il  moto  negativo  ad  occidente  è un  esser  fisico  uo-ual- 
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mente  che  il  moto  positivo  ad  oriente,  e conseguentemen- 
te sarebbe  la  cosa  più  assurda  che  mai  il  dire,  che  il 
moto  negativo  è meno  del  niente  assoluto,  o del  niente  di 
moto,  importando  il  moto  negativo,  non  altrimenti  che  il 
moto  assoluto , la  presenza , l’azione  di  una  forza  motrice , 
che  lo  cominciò,  che  lo  continua.  Cionullaostante  si  può 
dire,  che  il  moto  negativo  è meno  del  nulla  dei  due  moti 
in  senso  relativo,  e di  proporzione  aritmetica,  nel  senso 
che  vi  ha  maggior  differenza  o distanza  tra  il  moto  negati- 
vo , e il  moto  positivo,  che  tra  il  nulla  dei  due  moti,  ed 

11  moto  stesso  positivo;  un  nocchiero,  che  avesse  voluto 
andare  ad  oriente  si  stimerà  certamente  più  contrariato  nel 
suo  scopo,  se  da  forza  di  orientai  vento  trovisi  spinto  ad 
occidente , di  tjuello  che  se  per  ostinata  bonaccia  fosse 
stato  costretto  a starsi  immoto.  Similmente  in  deterior  con- 
dizione reputerassi  chiunque  se  abbia  egli  debito,  di  quel- 
lo che  se  non  avesse  nulla  : vi  ha  maggior  intervallo  dal 
debito  al  credito,  che  dal  nulla  dell’uno  e dell’altro  al  cre- 
dito medesimo;  ed  in  questo  senso  chi  può  negare,  che  il 
debito  sia  meno  che  l’aver  nulla? 

Consideriamo  le  quantità  positive  e negative  astratta- 
mente  per  aritmetica,  rappresentandole  per  numeri  positi- 
vi , e negativi  , e formiamo  la  progressione  aritmetica 
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Questa  progressione  va  evidentemente  decrescendo  per  i 
numeri  positivi  -Hw....-h6-h5....  sino  azero,  e conce- 
der pur  devesi , che  proseguisca  a decrescere  da  o per  i 
numeri  negativi  — i,  — 2,  — 3....— tz:  altrimenti  non 
sarebbe  progressione  aritmetica  uniforme  e continua  , qua- 
le indubitantemente  è,  e manifestasi,  se  si  prenda  il  dop- 
pio di  qualsivoglia  termine,  e si  confronti  con  l’aggregato 
di  due  qualunque  da  esso  equidistanti  di  qua  e di  là, 
trovandosi  tal  doppio  a cotal  aggregato  uguale.  Decrescen- 
do dunque  in  i."  luogo  la  progressione  da  o a — i 5 è giuo- 
co forza  riconoscere  che  — i è minore  di  o ; e continuan- 
do in  2.”  luogo  a decrescere  per  i numeri  negativi , ne  se- 
gue esser  questi  tanto  minori,  quanto  è maggiore  il  numero 
negativamente  preso , e del  segno  — affetto  : laonde  essen- 
do — I minore  di  o , tanto  più  lo  è — zz  , posto  n mag- 
giore di  I . 

Le  quantità  positive  e negative  separate  per  lo  zero  lo- 
ro ci  si  mettono  a dir  cosi  sott’occhio  nella  geometria.  In- 
tendasi alla  retta  C B ( Fig.  9.  ) sovrapposta  la  retta  ugua- 
le C jé  ; indi  si  concepisca , che  immota  quella,  si  elevi  que- 
sta ad  angolo  sopra  di  essa  , e si  aggiri  intorno  al  punto 
ad  ambedue  comune  C,  sinché  torni  a coincidere  con  la 
medesima  retta  CB:  la  retta  CJ  avrà  descritto  un  cerchio 
avente  essa  per  raggio,  e sarà  la  stessa  CA  passata  per 
tutti  gli  angoli  dal  nulla , dirò  cosi , angolare  ai  quattro 
retti.  Sieno  CD,  CF,  C F,  CQ,  C II , C /,  CK  alcune 
delle  vestigia  dalla  retta  CA  segnate  nel  giro,  delle  c|uali 
CG  sia  nella  direzione  di  CB,  e formi  congiuntamente  il 
diametro  G B , le  due  FC,  IC  sieno  su  G D nel  centro  C 
perpendicolari  , e formino  insieme  il  diametro'  FI.  Dai  pun- 


326 

li  I),  F,  H ^ K conclucendo  sul  diametro  G ^ le  perpen- 
dicolari DM^  FN^  HP,  KQ,  la  perpendicolare  DM  h 
detta  seno  dell’arco  BD,  e Vlell’angolo  per  esso  misurato 
B C D , e l’intercetta  fra  il  punto  M del  diametro  Q B ^ in 
cui  cade  la  perpendicolare  D M , ed  il  centro  C è di  tal 
arco,  e di  tal  angolo  appellata  il  coseno;  la  perpendico- 
lare F N e il  seno,  e la  intercetta  NC  il  coseno  dell’ar- 
co .5  e dell’angolo  B C F.,  là  perpendicolare  HP  il  se- 
no, e l’intercetta  F C il  coseno  dell’arco  BQH  e dell’an- 
golo B C H considerato  alla  parte  di  esso  arco  ; la  perpen- 
dicolare KQ  il  seno,  e la  intercetta  Q C il  coseno  deH’ar- 
co  B G K e dell’angolo  B C K considerato  alla  parte  dell* 
arco  medesimo  BQK.  Sono  evidenti  le  contrarie  posizioni 
dei  due  seni  DM,  FN  e dei  due  HP,  KQ,  quelle  so- 
pra, queste  sotto  il  diametro  G ; e le  contrarie  tendenze 
dei  coseni  CM,  CQ  e dei  due  CN,  CP  dal  centro  C, 
quelle  da  G a destra , queste  dallo  stesso  C a sinistra  : 
dunque  per  significar  questa  contrarietà,  valendoci  dei  ter- 
mini di  positivo  e negativo,  presi  ad  arbitrio  per  positivi  i 
seni  di  una  posizione  ed  i coseni  di  una  direzione  saranno 
negativi  i seni  di  contraria  posizione,  ed  i coseni  di  con- 
traria direzione.  E naturale  preferire,  e rappresentarsi  per 
positivo  sì  il  seno , che  il  coseno  dell’angolo  conceputo 
primo  a generarsi,  qual  è nella  figura  nostra  l’angolo  BCD, 
se  fingasi  della  somma  acutezza  . In  seguito  a tal  preferen- 
za saran  positivi  tutti  i seni,  che  hanno  la  medesima  po- 
sizione con  il  seno  di  tal  angolo,  cioè  i seni  di  tutti  gli 
archi  , ed  angoli  terminanti  nel  primo  generato  semicerchio 
BEG,  o sia  non  maggiori  di  i8o  gradi;  e negativi  saran- 
no i seni  tutti  di  contraria  posizione , cioè  i seni  degli  ar- 
chi, od  angoli  tutti  terminanti  nel  secondo  semicerchio,  o 
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maggiori  di  gradi  i8o.  De’  coseni,  sararr  positivi  tutti  quel- 
li , che  come  il  coseno  dell’angolo  BCD  hanno  la  direzio- 
ne dal  centro  C verso  destra,  e per  conseguenza  i coseni 
di  tutti  ali  archi  ed  angoli  terminanti  nel  semicerchio  EBI 
composto  dei  quadranti  BE^  IB^  cioè  del  primo  e dell’ 
ultimo  a generarsi , o sia  degli  archi  ed  angoli  non  minori 
di  90  gradi,  o maggiori  di  270;  e saran  negativi  i coseni 
di  tutti  gli  archi  ed  angoli  terminanti  nel  semicerchio  EGI 
composto  dei  due  quadranti  EG^  Gl,  vale  dir  del  secon- 
do e del  terzo  in  generazione,  o sia  di  tutti  gli  archi  ed 
angoli  tra  li  gradi  90  e li  270.  Il  passaggio,  sia  del  seno, 
sia  del  coseno,  da  positivo  a negativo  si  fa  per  Io  zero,  o 
nulla  respettivo.  Nel  crescere  dell’angolo  BCD  cresce  il 
seno  D M , ma  diminuisce  il  coseno  C M , cosicché  arrivan- 
do l’angolo  BCD  alla  grandezza  de!  retto  ECB,  il  seno 
diviene  uguale  al  raggio,  ma  il  coseno  va  a nulla;  conti- 
nuando l’angolo  a crescere,  e facendosi  ottuso*  qual  BCF, 
diminuisce  il  seno  dalla  sua  massima  grandezza,  ed  il  co- 
seno passato  per  il  suo  nulla  esce  negativo,  qual  è CN. 
Nel  giugner  l’angolo  ottuso  B C F alla  grandezza  di  due 
retri,  o sia  l’arco  BCF  ^ gradi  180  in  G,  cade  il  seno 
nel  nulla  suo,  diventando  il  coseno  uguale  al  raggio  nega- 
tivo CG.  Proseguendo  l’angolo,  e l’arco  a crescere  oltra  il 
punto  G,  esce  il  seno  dal  nulla,  ma  negativamente,  qual 
vedesi  H P , ed  il  coseno  retrocede  dal  punto  estremo  G 
ad  un  punto  verso  C come  a P : ricade  questo  nel  suo 
nulla  per  rinascer  positivo,  quando  l’angolo  e l’arco  cresce 
sino  in  /,  ed  il  seno  pervenuto  all’estrema  sua  grandezza 
negativa  CI  ripiglia  cammino  verso  il  suo  zero  in  B.  Non 
è della  tangente,  come  del  seno,  e del  coseno;  ella  passa 
dal  suo  positivo  al  suo  negativo  per  il  suo  infinito.  Con- 


328 

dotta  al  ponto  B una  retta  infinita  X,  7j  tangente  del  cer- 
chio , e prolungato  il  raggio  C D sino  ad  incontrare  essa 
retta  infinita  in  T’ , la  intercetta  da  questo  punto  a B di- 
cesi la  tangente  dell’angolo  BCD,  e dell’arco  B D.  Nel 
rivolgersi  del  raggio  CD  da  ^ in  i?,  è chiaro,  che  la 
tangente  B T va  continuamente  crescendo , trasferendosi  il 
punto  T ognor  più  verso  il  punto  infinitamente  distante  X\ 
allor  quando  il  raggio  C D giugne  in  C ^ formando  l’ango^ 
lo  retto  B C E ^ essendo  la  sua  direzione  parallela  alla  dire- 
zione della  retta  B egli  è impossibile,  che  prolungato 
quanto  si  voglia  vada  con  questa  ad  incontrarsi  : la  tan- 
gente dell’angolo  retto  B C E ^ o del  quadrante  di  cerchio 
BE  dicesi  infinita,  cioè  sopra  ogni  possibile  grandezza,  .in 
quanto  appunto  non  vi  è distanza,  per  grande  che  fingasi, 
alla  quale  CE^  BX  concorrano  insieme.  Per  poco  che  il 
raggio  girante  pieghi  dalla  perpendicolar  situazione  CE 
verso  G,  e l’angolo  da  retto  si  faccia  ottuso,  la  direzione 
di  esso  raggio  di  parallela  alla  XZ  si  fa  ad  essa  conver- 
gente alla  banda  Z ; quindi  ogni  angolo  ottuso , ed  ogni 
arco  terminante  tra  E^  G ha  la  sua  tangente  diretta  da  B 
alla  regione  Z\  per  esempio  l’angolo  BCF^  o l’arco  BF 
ha  per  tangente  B T\  essendo  T'  il  punto , in  cui  la  dire- 
zione del  rasisio  FC  concorre  con  la  retta  delle  tangenti 
XZ . Essendo  contrarie  le  direzioni  delle  tangenti  BT^  B T' 
eletta  la  prima  a positiva  sarà  la  seconda  negativa  . Si  pas- 
sa dunque  da  tangente  positiva  a tangente  negativa  per 
tangente  infinita  : e non  è cjuesto  il  solo  caso  del  passag- 
gio dal  positivo  al  negativo  per  Tinfinito,  molti  altri  por- 
gendone la  teoria  delle  curve  : laonde  due  passaggi  hanno 
distinto  i Geometri  dal  positivo  al  negativo;  l’uno  per  lo  ze- 
ro, per  Tinfinito  l’altro.  Ma  a formar  una  giusta,  e distin. 
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ta  idea  di  questi  due  passaggi,  e della  differenza  loro,  bi- 
sogna avvertire,  che  il  passaggio  da  positivo  a negativo  per 
lo  zero  è rispetto  ai  primi  elementi  loro  , ed  il  passaggio 
all’incontro  per  lo  infinito  è rispetto  alle  estreme  loro  gran- 
dezze . Si  concepiscano  due  angoli,  uno  inferiore,  l’altro  su- 
periore al  retto  , ma  si  prossimi  a lui , che  solamente  a lui 
stesso  non  si  uguaglino  : la  tangente  del  primo  al  retto  in- 
feriore sarà  la  estrema  tra  le  tangenti  positive  nella  regio- 
ne da  B verso  A';  e la  tangente  del  secondo  al  retto  su- 
periore sarà  la  estrema  tra  le  tangenti  negative  nella  regio- 
ne da  B verso  Z : tra  l’una  e l’altra  vi  ha  la  tangente  in- 
finita, la  quale  conseguentemente  fa  la  comunicazione  tra 
le  estreme  grandezze  di  tangente  positiva,  e di  tangente 
negativa.  Crescendo  l’angolo  ottuso  CB  F,  il  punto  T'  si 
avvicina  a e cresciuto  l’angolo  CBF  sino  ai  due  retti 
in  G,  il  punto  T'  cade  in  ^ , e la  tangente  negativa  BT' 
si  annulla;  poi  continuando  l’angolo  a crescere  oltre  i due 
retti,  la  tangente  rinasce  positiva  da  B verso  T : la  tan- 
gente dunque  negativa  passa  dal  suo  menomo  elemento  al 
menomo  elemento  della  positiva  per  lo  zero;  e così  appa- 
risce, che  la  tangente  ha  due  comunicazioni  tra  il  suo  po- 
sitivo ed  il  suo  negativo;  una  per  lo  zero  in  B tra  i meno- 
mi elementi  , l’altra  per  lo  infinito  ad  infinita  distanza  da 
B tra  le  estreme  grandezze;  laddove  il  seno  ed  il  coseno 
non  hanno  tra  il  positivo  ed  il  negativo  loro  che  una  so- 
la comunicazione,  un  passaggio  solo  dall’uno  all’altro,  cioè 
per  lo  zero.  Alle  rette  chiamate  sin  qui  seni,  e coseni  si 
può  in  luogo  di  queste  trigonometriche  idee  affiggere  idee 
più  generali  di  ordinate  ed  ascisse:  anzi  son  queste  le  idee 
loro  più  immediate.  Ed  è chiaro  per  il  triangolo  rettango- 
lo, che  formano  il  raggio,  una  ascissa  qualunque,  e la  ri- 
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spettiva  ordinata,  che  indicando  per  r il  raggio,  per  x in  ge- 
nerale l’ascissa,  per  y l’ordinata,  sarà  generalmente 
y*,  e quinci  y*==r* — x\  per  conseguenza  — x^)  • 

Per  questa  equazione,  che  altro  in  fondo  non  esprime  che 
la  proprietà  già  da  Euclide  dimostrata  di  una  perpendico- 
lare qualunque  y sul  diametro,  di  esser  media  proporzio- 
nale tra  i semmenti  di  esso  r — x,  si  può  concepire 

il  cerchio  descritto  in  altro  modo,  che  per  rotazion  d’una 
retta.  Assegnati  ad  x tutti  i valori  da  o ad  r,  e da  o a 
— r,  per  ciascheduno  dei  valori  verranno  determinate  due 
ordinate  y,  una  positiva,  l’altra  negativa,  e così  riceveran 
simultanea  determinazion  due  rette  contrariamente  poste, 
sopra,  e sotto  il  diametro  GB  ^ che  nella  descrizion  per  ri- 
volgimento  dei  raggio  aveano  una  determinazion  disgiunta, 
più  o meno  ; le  estremità  di  queste  due  contrarie  ordinate 
noteranno  due  punti  del  cerchio  , uno  sopra,  uno  sotto  il  dia- 
metro, e similmente  tutte  le  altre,  e la  continua  serie  de’ 
punti  notati  comporrà  la  circonferenza  del  cerchio.  A con- 
cepir più  chiaro,  si  ponga  x = o,  con  che  si  avrà  y — — ì- /' 
cioè  le  due  ordinate  y saranno  quelle  al  centro  CE,  CI', 
indi  s’immagini  , che  la  retta  E I scorra  a se  parallela  da 
C in  ^ diminuendosi,  od  accorciandosi,  e sopra,  e sotto 
il  diametro  G B continuamente  , di  modo  che  per  la  metà 
superiore  e per  la  metà  inferiore  si  avveri  sempre  y= 
— X*);  ed  in  simil  guisa  s’immagini,  che  scorra  da 
C in  G;  la  ordinata  positiva  C E avrà  ne’  due  suoi  scorri- 
menti descritto  il  semicerchio  BEG,  e la  ordinata  negati- 
va C / il  semicerchio  BIG',  perciò  il  semicerchio  BEG  si 
dirà  positivo,  ed  il  semicerchio  BIG  negativo,  e ciascuno 
dei  semicerchj  si  potrà  considerare  siccome  composto  di  due 
rami,  l’uno  da  A",  o da  / tendente  e terminante  in  B , Fai- 
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tro  da  o da  / terminaiìte  in  G . In  vece  che  la  retta 

E I nello  scorrere  a se  stessa  parallela  verso  B ^ o da  C 
verso  G si  diminuisca  ad  ambe  le  estremità  continuamente 
con  un  rapporto  al  suo  scorrere  medesimo , quale  esprime  la 
equazione  ^ si  può  immaginare,  che  di- 

minuisca in  un  altro  rapporto  qualuncjue  espresso  per  una 
equazione  ad  arbitrio  e gettata  in  carta  a caso,  ed  in  luo- 
go di  diminuire  da  una  certa  grandezza  si  può  fingere  per 
l’opposto,  che  cresca  da  una  data  grandezza,  od  anche  da 
zero  . E per  ciò  che  spetta  al  rotar  di  una  retta , in  vece 
che  essa  rimanga  costante,  come  nella  descrizione  del  cer- 
chio, è lecito  concepire  che  si  accorcj , o si  allunghi,  che 
prenda  nel  primo  istante  della  rotazione  nascimento,  e cre- 
sca dallo  zero  a qualunque  grandezza,  che  varj  in  qualsi- 
voglia modo,  ed  in  qual  più  piaccia  rapporto  al  suo  moto 
di  rotazione  , che  dopo  una  rotazione  ne  faccia  altra  ed  al- 
tra alfinfinito  . É infine  permesso  rappresentarci  , che  la  ret- 
ta , o scorrente  a sè  parallela  , o girante  , in  cambio  di 
muoversi  uniformemente,  acceleri,  o ritardi  con  qualunque 
legge  il  moto  suo,  ed  eziandio,  che  dopo  un  tratto  di  mo- 
to, o parallelo,  o giratorio  in  una  direzione,  dia  addietro 
continuando  ad  allungarsi,  od  accorciarsi.  Qual  immenso 
numero  di  curve  diverse!  Movimenti  in  contrarie  direzioni , 
acceleramenti  e ritardamenti , allungamenti  ed  accorciamen- 
ti, e sopra  e sotto  una  segnata  retta,  sono  tante  sorte  di 
quantità  positive,  e negative,  che  considerate  nelle  infinite 
combinazioni , negli  infiniti  rapporti  diversi  dilatano  senza 
misura  l’intendimento  nella  illimitata  ampiezza  della  geo- 
metria curvilinea.  Si  può  dire  la  scienza  del  positivo  e ne- 
gativo e dei  passaggi  dall’uno  all’altro  per  lo  zero  o per 
l’infinito  il  criterio  delle  proprietà  delle  curve.  Egli  è per 
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le  ordinate  positive,  o negative  che  si  determina  la  posi- 
zione dei  loro  rami . Egli  è il  passare  della  sottotangente 
da  positiva  a negativa  per  lo  infinito , che  ci  addita  l’or- 
dinata massima  o minima,  ed  è la  positiva,  o negativa 
variazione  d’ordine  pari,  che  sussiste,  dell’ordinata  mede- 
sima, annullandosi  le  variazioni  tutte  degli  ordini  anteceden- 
ti , la  quale  ci  distingue  se  minima  sia  o massima  essa  or- 
dinata . Egli  è il  raggio  osculator  positivo  o negativo  , che 
ci  dimostra  all’asse  dell’ascissa  rivolta  o la  concavità,  o 
la  convessità  della  curva,  ed  è il  passaggio  del  raggio  oscu- 
latore per  lo  zero,  che  ci  avverte,  che  la  curva  ha  un 
flesso  contrario,  cioè  di  concava  si  volge  in  convessa,  o 
reciprocamente,  continuando  però  alla  medesima  banda  il 
suo  corso:  per  l’opposto  è il  passaggio  del  raggio  oscu- 
latore per  l’infinito,  che  ci  istruisce,  che  la  curva  in  pie- 
garsi di  concava  in  conversa,  o scambievolmente,  ritor- 
na insieme  addietro,  ed  unisce  ad  un  flesso  contrario  un 
regresso.  Egli  è Ma  basta  ad  appalesare  l’uso  del  po- 

sitivo, e del  negativo,  e dei  passaggi  dall’uno  all’altro  nell’ 
alta  geometria. 

Nella  fisica  non  passa  fra  tutte  le  quantità  positive  e 
negative  la  stessa  differenza  , e lo  zero  non  è sempre  un 
vero  nulla  dell’una  e dell’altra;  onde  nei  concetti  di  posi- 
tivo, e negativo,  e di  zero  deve  il  fisico  usar  delle  distin- 
zioni , senza  le  quali  confonderebbe  insieme  idee  assai  di- 
verse , ed  incorrerebbe  in  gravi  errori.  Newton,  il  fisico, 
che  assistito  dalla  più  sublime  geometria  fabbricò  il  sistema 
dell’attrazione,  riconobbe  nella  natura  oltre  l’attraente  for- 
za una  forza  repellente,  e nella  xxxl  delle  quistioni,  con 
le  quali  coronò  la  esimia  sua  ottica,  scrisse,  che  siccome 
nell’algebra,  dove  svaniscono,  e cessano  le  quantità  positi- 
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ve,  ivi  le  negative  cominciano;  così  nelle  cose  meccaniche, 
dove  termina  l’attrazione,  ivi  succeder  debbe  la  forza  repel- 
lente : Siculi  in  algebra  ubi  quantitates  affirmative  evane-  * 
scunt  f et  desinunt  i ibi  negativae  incip iunt  ; ita  in  meclianicis  , 
ubi  attractio  desinit  ^ ibi  vis  repellens  succedere  debet . L’Alem- 
bert  nella  Enciclopedia  all’articolo  Repulsif  accusò  di  mate- 
matico più  che  fisico  il  ragionamento  del  Newton . Il  Bo- 
scowich  però  seguendo  la  idea  di  lui  si  rappresentò  nel- 
la natura  una  forza , che,  secondo  una  legge  di  distanze  al- 
terni di  attrattiva  in  repulsiva,  e di  repulsiva  in  attratti- 
va , e geometrizzò  il  suo  pensamento  in  una  curva  con  va- 
rie serpentine  flessuosità  ascendente  sopra , e discendente 
sotto  l’asse  delle  ascisse  , o sia  delle  distanze  , e con  esse 
flessuosità  esponente  le  varie  attrazioni,  e repulsioni,  che 
si  danno  a vedere  nei  chimici,  o fisici  fenomeni  terrestri; 
ma  nel  principio  fornita  di  un  ramo  infinito,  e su  di  ascis- 
sa infinitamente  piccola  di  ordinata  negativa  infinitamente 
grande , esprimente  in  una  repulsiva  energia  infinita  la  im- 
penetrabilità , anzi  la  impossibilità  di  contatto  fra  i per  lui 
inestesi  elementi  della  materia;  ed  all’estremo  scorrente  con 
un  ramo  infinito  positivo,  assintotico  all’asse,  della  natura 
quasi  di  un  ramo  d’iperbola  di  terzo  grado,  segnante  nelle 
ordinate  sue  via  via  decrescenti  in  ragion  quadrata  delle 
crescenti  ascisse  il  diminuire  dell’attrazione  tra  le  grandi 
moli  disseminate  per  la  immensa  vastità  de’  cieli  ; della 
qual  maniera  si  persuase  l’autore  di  aver  composta  la  teo- 
ria della  natura  ad  una  sola  legge  ridotta.  Sorse  nondime- 
no ad  impugnarla,  ed  un’altra  proporne  lo  Scalcila . In  ve- 
ce di  concepire  in  tutte  le  particelle  della  materia  una 
forza  al  variar  delle  distanze  variante,  e trasformantesi , or 
in  attrattiva,  or  in  repulsiva,  gli  parve  meglio  porre  nella 
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natura  un  elemento  , le  cui  particelle  sieno  dotate  di  una 
forza  repulsiva  fra  loro , sebbene  tutte  rispetto  le  altre  par- 
ticelle di  materia  animate  della  comune  virtù  attrattiva. 
Per  questa  virtù  attrattiva  l’elemento  repellentesi  è mesco- 
lato al  rimanente  della  materia  ; la  forza  repulsiva  delle 
particelle  di  esso  combatte  l’attrazione  delle  altre  particel- 
le di  materia  fra  loro , ed  è reciprocamente  da  essa  com- 
battuta : se  prevalga  la  forza  repulsiva  delle  particelle  dell’ 
elemento  5 le  particelle  di  materia,  dalle  quali  son  esse  cir- 
condate , sono  ad  onta  dell’attrazion  loro  rimosse  le  une 
dalle  altre,  ed  apparisce  anche  in  queste  la  repulsione , che 
realmente  è in  quelle;  accade  il  contrario  se  l’attrazion  sia 
più  potente,  questa  ha  il  suo  effetto,  e le  particelle  di  ma- 
teria si  avvicinano  ; lo  stato  di  permanenza  delle  particelle 
di  un  corpo  in  date  distanze  fra  loro  è quello  dell’equili- 
brio tra  gli  sforzi  deU’elemento  repellentesi,  e gli  sforzi 
deU’attrazione . La  ripulsione  è come  un  effetto  dal  centro 
alla  circonferenza,  l’attrazione  un  effetto  contrario  dalla  cir- 
conferenza al  centro.  Senza  questo  repellentesi  elemento  in- 
termedio le  particelle  della  materia  si  unirebbero  tutte  in 
una  densissima  massa  intorno  a un  centro;  siccome  per  l’op- 
posto fingendo  tolta  l’attrazione  , sparirebbe  ogni  legame  di 
particelle  di  materia,  non  vi  sarebbe  più  corpo.  Sono  que- 
ste le  idee  dello  Scarella , alle  quali  aggiugnendo  la  dottri- 
na di  Boerhaave , essere  il  fuoco  per  ogni  dove  sparso  la 
causa  , che  gli  altri  corpi  non  si  condensino , quanto  sareb- 
be possibile,  o sia  quanto  vorrebbe  la  forza  attrattiva  delle 
molecole , onde  sono  composti , conchiude  in  fine  essere  il 
fuoco  l’elemento  repellentesi , repellente  le  molecole  dell’al- 
tra materia,  tra  le  quali  trovasi  chiuso,  operatore  delle  di- 
latazioni, de’  vapori,  cagione  della  elasticità . Sistema  sì  fat- 
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to  delio  Scarelìa,  da  questo  sublime  Fisico  sin  dall’anno 
1756  esposto  nel  tomo  iT  della  sua  Fisica  generale  è tanto 
simile  al  recente  sistema  chimico  del  prestantissimo  Lavoi- 
sier, che,  a dir  con  tutta  schiettezza  la  verità,  in  leo:n;pn- 
do  il  primo  capo  deU’aureo  suo  Trattato  elementare  di  Chi- 
mica , da  esso  dato  in  luce  l’anno  1789,  sostituito  il  fuoco 
al  calorico,  ritornava  quasi  ad  ogni  tratto  la  mente  sul  vo- 
lume da  parecchj  anni  letto  dello  Scarella.  Il  trasferir 
eziandio  contro  il  volere  del  Newton  dai  grandi  corpi , e 
dalle  grandi  distanze  alle  piccole  molecole  della  materia, 
ed  alle  piccole  distanze  la  legge  dell’attrazione  in  ragion 
diretta  della  massa  ed  in  ragione  inversa  del  quadrato  del- 
le distanze,  computando  l’influenza  che  nelle  attrazioni  nel- 
le piccole  distanze  ha  la  varietà  delle  figure  delle  particel- 
le della  materia  a cagione  della  varietà  che  importa  nelle 
distanze  dei  diversi  punti  della  particella  : tutto  ciò,  del  che 
da’  francesi  autori,  e dal  Morveau  precipuamente,  e ne’ 
suoi  Elementi  di  Chimica^  e nella  parte  chimica  deir^F^ci;- 
cloped.  Metod.  ^ artu  oio  Affinité  si  fa  al  Buffon  tanto  plau- 
so: trovasi  con  mature  discusMoiii  , e con  sottili  calcoli  già 
fatto  dallo  Scarella.  Non  è già  mio  intendimento  il  crear 
dubbio,  che  Lavoisier,  e Buffon  abbiati  pensato  e veduto 
da  loro  stessi;  solevo’ dire,  che  li  precedette  l’italiano  Sca- 
rella: ed  in  un’opera,  nella  (juale  iio  in  mira  di  rivendi- 
car i diritti  dell’Italia  su  l’analisi  , non  ho  voluto  lasciare 
sfuggire  l’occasione  spontaneamente  presentatamisi  di  riven- 
dicarne due  diritti  di  anteriorità  su  la  fisica.  Vengo  al  mio 
proposito.  Esistendo  in  natura  due  contrarj  effetti,  attra- 
zione, e repulsione,  o sieno  due  contrarj  modi  di  agire  di 
una  forza  trasformantesi  , come  volle  il  Boscowich  ; o piut- 
tosto secondo  lo  Scarelliano  e Lavoisieriano  sistema  due 
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azioni  di  contrarie  forze  ; presa  in  algebralci  termini  a po- 
sitiva l’attrazione,  sarà  la  repulsione  una  quantità  negati- 
va, e saranno  esse  due  quantità,  positiva,  e negativa,  in 
fisico  esser  contrarie.  Con  la  contrarietà  tra  la  forza  at- 
traente, e la  forza  repellente  bisogna  non  confondere  la 
contrarietà  tra  la  forza  centripeta,  e la  forza  centrifuga, 
essendovi  grande  differenza,  sebben  comunemente  non  av- 
vertita. A porla  in  chiaro:  sia  ad  un  corpo  in  , tenden- 
te per  forza  centripeta  ad  un  corpo  situato  nel  centro  C, 
impressa  la  forza  di  projezione  per  la  retta  AP,  e sia  la 
velocità  dell’azione  istantanea  della  forza  centripeta  nel  cor- 
po A prodotta  verso  C alla  velocità  della  forza  di  proje- 
zione, come  la  retta  A a alla  retta  AB:  il  corpo  A per 
forza  composta  scorrerà  la  diagonale  Af^  proseguirebbe  per 
la  medesima  forza  composta  lungo  essa  diagonale  da  t in 
Z),  se  in  t non  ricevesse  una  nuova  azione  della  forza  cen- 
tripeta generante  in  lui  verso  C la  velocità  t b : composta 
questa  con  la  già  composta  t D percorrerà  il  corpo  la  dia- 
gonale t u , nella  direzion  della  quale  continuerebbe  a cor- 
rere da  in  ZJ,  se  una  azion  novella  della  forza  centripe- 
ta non  lo  spignesse  verso  C con  una  velocità  uc,  compo- 
sta la  quale  con  la  già  duplicatamente  composta  ii  E de- 
scriverà il  corpo  la  diagonale  uz:  cosi  via  via  procedendo , 
apparisce  che  il  corpo  descrive  ogni  nuova  diagonale,  o 
sia  ogni  nuovo  elemento  di  curva  per  una  nuova  sovracom- 
posta  velocità.  Si  tirino  dal  centro  C le  rette  C B ^ CD^ 
CE^  su  le  quali  si  prendano  le  distanze  Cm^  Cn^  C/?, 
tutte  uguali  alla  CA.  Per  impulso  della  forza  di  projezio- 
ne scorrendo  il  corpo  da  A.  in  B allontanato  sarebbesi  dal 
centro  della  quantità  B m\  per  impulso  della  forza  compo- 
sta At^  proseguendo  il  corpo  per  sarebbesi  allontana- 
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to  dal  centro  C della  quantità  Dn  — B m‘^  per  impulso  del- 
la forza  duplicatamente  composta  t u continuando  a muo- 
versi nella  direzione  di  questa  da  m in  ^ sarebbesi  allonta- 
nato dal  centro  C della  quantità  Ep  — D n . Si  può  nel 
corpo  in  A a cagione  della  forza  di  projezione,  che  lo  di- 
rigge  per  AB^  concepire  uno  sforzo  mediato,  ed  indiretto 
di  allontanarsi  dal  centro  per  mB^  e nel  corpo  stesso  in 
t a cagione  della  forza  composta  At^  che  lo  sospigne  per 
tD^  si  può  concepire  uno  mediato  indiretto  sforzo  di  al- 
lontanarsi vie  più  dal  centro  C,  di  quanto  Dn  e maggior 
di  B m‘^  e similmente  dicasi  del  corpo  arrivato  al  punto  k, 
poi  al  z , e generalmente  a qualunque  altro  punto  della  cur- 
va, dal  quale  proseguendo  il  corpo  per  la  forza  ultima- 
mente composta  nella  direzione  della  diagonale  in  virtù  di 
essa  descritta  si  allontanerebbe  dal  centro.  Or  egli  ò que- 
sto sforzo  mediato , indiretto  di  allontanarsi  dal  centro  con- 
ceputo  nel  corpo,  che  intender  devesi  sotto  il  nome  di 

forza  centrifuga.  Supposte  le  diagonali  A t tu.,  uz 

elementi  infinitamente  piccoli  di  curva,  i prolungamenti  lo- 
ro tP,  u E vanno  ad  essere  le  tangenti  della  curva 

nei  punti  t,  u,...  Le  forze,  per  le  quali  il  corpo  sarebbe 
determinato  a scorrere  lungo  tali  tangenti , si  chiamano  for- 
ze tangenziali;  e dal  dimostrato  chiaramente  apparisce  es- 
sere le  stesse  composte  forze , con  le  quali  sono  stati  de- 
scritti i rispettivi  infinitamente  piccoli  archetti  conceputi  in 
esse  tangenti  prolungati.  Quattro  cose  adunque  convien  di- 
stinguere nel  moto  curvilineo:  i.®  la  forza  centripeta;  a."  la 
forza  di  projezione;  3.®  la  forza  tangenziale;  4-“  così  det- 
ta forza  centrifuga . La  forza  di  projezione  può  anch’essa 
appellarsi  forza  tangenziale,  riuscendo  la  sua  retta  AP 
tangente  della  curva  nel  primo  punto  A ; ma  si  dirà  taii- 
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genziale  iniziale  per  distinguerla  con  questo  aggiunto  da 
qualunque  altra  forza  tangenziale  seguente,  dalla  quale  dif- 
ferisce in  esser  essa  semplice , laddove  ciascuna  delle  tan- 
genziali, che  le  succedono,  è composta,  e tanto  più,  quan- 
to più  è da  essa  distante.  La  forza  tangenziale  iniziale,  o 
di  projezione,  forza  che  in  un  istante  fu  impressa,  e dalla 
quale  sola  seguito  ne  sarebbe  un  semplice  moto  equabile, 
è in  natura  diversa  dalla  forza  centripeta,  forza  continua- 
mente attiva , che  ad  ogni  istante  rinnova  l’azion  sua , e 
dalle  cui  sollecitazioni  si  genererebbe  un  moto  accelerato, 
diversa  e pur  la  direzion  dell’una  dalla  direzion  dell’altra  : 
ma  nè  quanto  alla  natura , nè  quanto  alla  direzione  si  pre- 
senta in  esse  quella  diametral  contrarietà  , che  vi  è tra  la 
forza  attrattiva,  e la  forza  repulsiva;  e molto  meno  il  con- 
cetto di  contrarietà  tale  trasportar  si  può  alla  forza  centri- 
peta in  confronto  ad  una  qualunque  delle  forze  tangenziali 
dall’iniziale  diversa,  e composta  di  essa  iniziale,  e di  un 
numero  di  azioni  della  forza  centripeta  medesima.  La  forza 
centrifuga  non  è propiamente  un  esser  fisico , il  quale  esi- 
sta distintamente  dalla  forza  tangenziale;  è un  concepimen- 
to nostro  di  un  effetto  mediato  indiretto  di  essa,  e piutto- 
sto che  forza  centrifuga  le  converrebbe  il  nome  di  conse- 
guenza centrifuga.  Proseguendo  tuttavia  a servirmi  dell’usi- 
tato  nome,  osservisi,  che  la  direzione  della  forza  centrifu- 
ga in  « , per  esempio,  è nella  figura  /z  D,  laddove  la  di- 
rezione della  forza  centripeta  h Du  parallela  a.  t C : ma  es- 
sendo l’angolo  DCb  infinitamente  piccolo,  sarà  anche  tale 
l’alterno  uguale  nDu\  nel  triangolo  nDu  sarà  il  lato  nu 
infinitesimo  di  secondo  grado,  essendo  Du,  Dn  infinitesimi 
di  primo;  nel  triangolo  unC  sarà  l’angolo  uCn  infinitesi- 
mo di  secondo  grado  , e conseguentemente  nel  triangolo 
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D u C l’angolo  D u C un  ottuso  eli  un  infinitamente  piccolo 
di  primo  e di  altro  di  secondo  ordine  distante  da  due  retti  : 
quindi,  giusta  la  teoria  degli  infinitamente  piccoli,  l’angolo 
di  due  retti  sarà  il  limite  dell’angolo  ottuso  D aC^  cioè  per 
considerar  l’angolo  DuC  nel  suo  limite,  come  fa  di  biso- 
gno ad  aver  un  moto,  non  per  un  poligono,  ma  per  una 
curva  continua,  il  punto  u si  deve  trasportar  con  il  pen- 
siero in  w , distender  l’angolo  DuC  nella  direzione  DnC\ 
onde,  la  retta  Du  cadendo  su  la  retta  Dn^  la  direzione 
della  forza  centripeta  da  in  w,  e la  direzione  della  cen- 
trifuga da  « in  divengono  contrarie , e le  forze  stesse 
fra  loro  uguali.  Per  la  contrarietà  delle  direzioni  si  potran- 
no le  due  forze  centripeta,  e centrifuga  algebraicamente  ri- 
guardare come  due  quantità,  una  positiva,  l’altra  negativa  ; 
ma  non  sarà  mai,  che  sieno  un  positivo  e negativo  in  esser 
fisico  contrari,  e da  assomigliarsi  al  positivo  e negativo 
della  forza  attraente,  e d^lla  forza  repellente.  Può  essere 
la  direzione  della  tangente  tale  , che  in  vece  di  allontana- 
re dal  centro  il  corpo  conceputo  lungh’essa  scorrente,  glie- 
lo avvicini,  e così  accade  se  l’angolo  PAC,  se  l’angolo 
DtC,  od  altro  della  tangente  con  il  raggio  sia  acuto:  e 
quinci  or  l’accelerarsi , or  il  ritardarsi  del  moto  neH’elis- 
si  , che  dieesi  il  suo  variar  positivo,  e negativo.  Non  è 
qui  il  luogo  di  diffondermi , quanto  sarebbe  bene  a tutta 
rettificarne  la  teoria , su  la  forza  centrifuga  ; il  detto  basta 
allo  scopo  presentemente  contemplato  . Ritorno  per  un  mo- 
mento ai  movimenti  in  astronomia  distinti,  qual  positivo  e 
negativo,  de’  pianeti  e delle  orbite  loro  l’una  su  l’altra. 
Ciascun  pianeta  rivolgerebbesi  intorno  al  Sole  in  un  certo 
piano  determinato  per  la  retta  di  proiezione  , se  altra  for- 
za d’attrazion  non  sentisse  che  quella  del  Sole;  ma  egli 
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sente  insieme  l’attrazione  di  ogni  altro  pianeta,  che  agendo 
in  lui  di  fianco,  Io  tira  fuori  di  esso  piano,  e per  ogni 
azione,  che  d’istante  in  istante  su  di  esso  rinnova,  siccome 
il  Sole,  lo  obbliga  a muoversi  di  un  moto  composto  del 
moto  che  dovrebbe  fare  nel  piano,  in  cui  si  trova,  e del 
moto  che  fuori  di  esso  piano  addomanda  la  nuova  azion 
laterale  del  pianeta  sturbante.  Rappresenti  ATB  {Fig.  ii) 
nel  piano  della  carta  l’orbita  della  Terra,  o sia  l’ecclittica, 
eà  H V K l’orbita  di  Venere,  la  metà  della  quale  N Vn  inten- 
dasi sopra  il  piano  della  carta  sollevata,  e la  metà  NHKn 
sotto  lo  stesso  piano  della  carta  depresso , per  concepirla 
in  un  piano  a quello  della  ecclittica  inclinato,  com’è  di 
fatto:  i punti  iV,  «,  ne’  quali  i due  piani  si  tagliano,  sono 
i nodi  delle  orbite:  sia  N il  nodo  ascendente,  quello  cioè 
per  cui  Venere  dalla  plaga  australe  dell’ecclittica  , che  con- 
cepiremo da  iV  in  sotto  il  piano  della  carta,  sale  alla 
plaga  boreale  da  N \n  V sopra  il  piano  della  carta.  Fin- 
gasi Venere  in  F,  e sia  Vr  l’archetto,  che  dovrebbe  nel 
seguente  tempicello  percorrere;  ma  senta  l’attrazion  della 
Terra  esistente  in  T.  Immaginando  il  semicerchio  NVn  so- 
pra il  piano  della  carta  elevato,  concepite  ad  esso  nel  pun- 
to V perpendicolare  la  piccola  retta  V m esprimente  l’azio- 
ne della  Terra  su  Venere,  per  trarla  fuori  del  piano  NVn: 
Venere  per  una  forza  composta  della  Vn,  e della  V m , 
uscendo  dal  piano  NVn,  si  moverà  per  una  via  V p tra 
la  particella  Vr  del  medesimo  piano,  e la  perpendicolare 
V m . Così,  disegnando  HNnK  il  piano,  in  cui  Venere  per 
la  retta  della  forza  di  projezione  dal  supremo  Motore  nell’ 
armonizzamento  di  tutti  i celesti  moti  impressale  sarebbe 
stata  determinata  a rivolgersi  , dobbiamo  raffigurarci  che 
accaduto  sia  sin  dal  primo  passo  del  rivolgimento,  e che 
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continuato  abbia , continui , e sia  per  continuare  ad  acca- 
dere per  sempre.  L’effetto  di  questi  continui  passaggi  di 
Venere  da  un  piano  ad  altro  si  è il  tragittar  per  l’ecclitti- 
ca  in  un  punto  sempre  più  distante  ad  occidente  da  una 
stella  in  essa  fissa  . Noi  a dipignerci  ciò  alla  mente  fìngia- 
mo per  la  retta  di  moto  perturbato  V p tradotto  un  piano  , 
il  quale  va  a tagliare  l’ecclittica  nel  punto  N'  ad  occidente 
del  punto  iV,  e ci  immaginiamo  cbe  l’orbita  stessa  NVKH 
siasi  mossa,  e trasferita  nella  posizione  N' V p n nel  mentre 
che  Venere  ne  ha  percorso  l’archetto  Vr\  ma  realmente 
non  vi  ha  nel  celeste  vano,  che  il  solo  composto  moto  di 
Venere,  che  grado  grado  la  dispone  a tragittar  la  ecclitti- 
ca  in  un  punto  più  occidentale  N\  N" . . . . É in  oltre  da 
riflettere,  che  supposti  reali  i due  movimenti  dell’orbita 
da  N in  N\  N" e di  Venere  da  V in  r,  r'....,  le  di- 

rezioni loro  non  sarebbero  contrarie  , ma  ad  angolo , essen- 
do ad  angolo  il  piano  deH’ecclittica  AT  P ^ ed  il  piano  dell’ 
orbita  HVK.  Ed  in  parlar  conforme  alla  verità  il  moto  di 

Venere  da  occidente  in  oriente  non  è in  una  direzione  co- 

\ 

stante , ma  in  particelle  di  piani  continuamente  diversi , 
tutti  però  in  angolo  con  l’ecclittica;  la  distanza  sempre  mag- 
giore ad  occidente  di  una  stella,  in  cui  va  disponendosi  a 
tragittare,  e tragitta  Venere  per  l’ecclittica,  è una  distan- 
za, che  cresce  in  una  direzione  determinata,  cioè  su  l’ec- 
clittica  stessa.  Ciononostante,  se  per  i poli  dell’ecclittica, 
e per  i due  luoghi  di  Venere  E,  p si  concepiscan  condotti 
due  cerchj  , che  taglino  l’ecclittica  nei  punti  c,  g,  questi 
diransi  i luoghi  di  Venere  trasportati  su  l’ecclittica,  e cg  il 
moto  di  lui  ridotto  al  piano  dell’ecclitica , ed  in  quanto  da 
occidente  in  oriente,  moto  in  longitudine;  egli  è questo 
moto  in  direzione  contrario  al  moto  conceputo  neU’orbita 
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da  iV  in  AT',  N” A restrignere  dunque  in  breve,  e 

conchiudere,  i movimenti  positivo,  e negativo,  in  astrono- 
mia distinti,  di  Venere,  e dell’orbita  di  lei  su  l’ecclittica 
non  sono  due  reali  contrarj,  movimenti  in  natura,  ma  un 
movimento  di  Venere  unico,  della  sua  forza  di  projezione  , 
dell’attrazion  centrale  del  Sole,  e della  niente  dissimile  at- 
trazion  lateral  della  Terra  composto,  e del  quale  noi,  sepa- 
rando in  concetto,  ed  al  medesimo  piano  deU’ecclittica  ri- 
ducendo, mettiamo  in  contrarietà  la  vaga  direzione  in  orien- 
te per  serie  di  piccole  rette  variamente  aU’ecclittica  inclina- 
te , ed  a’  punti  di  essa  sempre  più  occidentali  riguardanti , 
e l’effetto  parziale  quinci  stesso  conseguente  di  un  tragitto 
per  l’ecclittica  sempre  più  occidentale.  Cosi  in  genere  si  di- 
ca del  movimento  di  un  pianeta  qualunque , e del  movi- 
mento dell’orbita  di  lui  su  quella  di  un  altro,  del  quale  si 
consideri  su  di  esso  l’azione  oltra  l’azion  centrale  del  Sole  ; 
e così  del  movimento  di  un  satellite,  e del  movimento  dell’ 
orbita  sua  su  quella  del  suo  primario  pianeta  considerando 
all’attrazion  centrale  di  questo  aggiunta  l’attrazione  del  So- 
le: del  movimento,  per  esempio , positivo  della  nostra  Luna 
in  oriente , e del  movimento  negativo  della  sua  orbita  per 
l’orbita  della  Terra,  l’ecclittica,  in  occidente,  considerando 
con  l’attrazion  centrale  delia  Terra  quella  esterna  del  Sole 
composta.  Due  movimenti  realmente  contrarj  sarebbero  quel- 
li di  un  pianeta,  e di  un  cometa,  l’uno  da  occidente  in 
oriente,  l’altro  da  oriente  in  occidente  girante,  ma  entram- 
bi nel  medesimo  piano:  importerebbero  projezioni  in  dire- 
zioni contrarie , ed  avrebbero  in  lor  medesimi  la  ragion 
della  distinzion  di  positivo,  e negativo.  Contrapponiamo 
però  come  positivi  e negativi  i moti  in  oriente  de’  pianeti , 
c quelli  in  occidente  di  certi  cometi , sebbene  in  diversissi- 
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mi  piani , contemplando  in  grande  contrarie  le  direzioni 
nella  vasta  contrarietà  della  plaga  di  oriente,  e della  plaga 
d’occidente.  Positivo,  e negativo  di  tal  sorta  son  positivo  e 
negativo  d’idea  vaga  , ed  i calcoli  richieggono  di  trarne  un 
positivo  , e negativo  di  precisa  contrarietà  ; ma  ciò  è age- 
vole a fare  trasportando  i moti  ad  un  medesimo  piano , 
quale  quello  dell’ecclittica , o sia  passando  a considerare 
gli  effetti  loro  su  l’ecclitica,  che  essendo  l’uno  di  progres- 
so , l’altro  di  retrogradamento  in  longitudine , presenteranno 
due  intellettuali  movimenti  precisamente  tra  loro  in  rela- 
zion  di  positivo,  e negativo.  Non  fa  poi  bisogno  di  molte 
parole  per  ciò  che  spetta  alla  declinazione  positiva,  e ne- 
gativa di  un  pianeta,  intendendo  di  leggieri  ognuno  non 
esser  la  declinazione  positiva  , o boreale , e la  declinazion 
negativa,  od  australe,  che  due  diversi  contrarj  rispetti, 
che  alternativamente  riceve  il  continuo  moto  del  pianeta, 
tagliando  egli  con  il  giro  suo  l’equatore  in  due  punti,  e 
scorrendo  quinci  in  borea,  quindi  in  austro.  Il  simil  è,  can- 
giato l’equator  neH’ecclittica , della  latitudine  di  un  piane- 
ta positiva,  e negativa.  Le  positive,  e negative  declinazio- 
ni , e latitudini  nelle  stelle  fisse  sono  posizioni  di  stelle  di- 
verse alle  contrarie  bande,  boreale,  ed  australe  deH’tqua- 
tor,  o dell’ecclittica  ; e non  altrimenti  le  positive,  e nega- 
tive latitudini  geografiche  contrarie  posizioni  son  elleno  di 
luoghi  difl'erenti  su  la  superficie  terrestre  di  qua,  di  là  dell’ 
equatore  : e tali  contrarie  posizioni  non  si  presentano  alla 
mente  che  quali  quantità  positive , e negative  geometri- 
che. Calati  dagli  astri,  e su  la  nostra  terra  ritornati  ci  si 
offrono  nelle  teorie  dei  fenomeni , che  qui  accadono , e più 
immediatamente  ci  spettano,  delle  nuove  idee  di  positivo, 
e negativo  da  rischiarare.  Si  nomina  da’  frankliniani  elet- 
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tricità  positiva , ed  elettricità  negativa  , ma  s’ingannerebbe 
a partito  chi  credesse  intendersi  da  loro  sotto  questa. distin- 
zione due  fisici  esseri  di  contraria  natura . Uno  è , gridan 
anzi  5 l’elettrico  elemento , l’elettrico  attuosissimo  agente  : 
l’eccesso  di  esso  è la  elettricità  positiva;  il  difetto  la  elet- 
tricità negativa . Ma , ed  in  qual  senso  prender  si  deve 
questo  difetto  sinonimo  di  negazione?  In  senso  assoluto,  di 
privazione  di  ogni  elettrico  elemento , di  un  preciso  nulla 
di  esso?  Ma  in  un  nulla  come  poi  distinguer  gradi?  Ecco 
pertanto  le  rette  idee,  giusta  le  quali  solamente  può  sussi- 
stere il  frankliniano  sistema.  L’elettrico  elemento  è un  flui- 
do in  tutti  i corpi  sparso  ; i corpi  hanno  rapporto  a lui  / 

diversa  capacità  secondo  la  diversa  loro  composizione,  la 
figura  delle  particelle,  il  numero,  la  grandezza  degli  inter- 
stizi ; le  diverse  capacità  cercano  perennemente  di  essere 
ugualmente  soddisfatte  con  una  distribuzione  del  fluido  a 
loro  proporzionata  ; dove  per  combinazion  di  altre  cause 
naturali  , o per  arte  si  accumula  il  fluido  sopra  la  propor- 
zionai esigenza  della  capacità,  ivi  è elettricità  per  eccesso; 
dove  si  diminuisce  sotto  la  proporzionai  esigenza  della  ca- 
pacità, iyi  è elettricità  negativa.  Eccesso  dunque,  e difet- 
to sono  entrambi  due  termini  relativi  alla  quantità  di  elet- 
trico fluido  richiesta  per  la  proporzione  delle  capacità,  i 
vocaboli  di  positivo,  e di  negativo  in  materia  di  elettricità 
sono  due  contrarj  allontanamenti  della  proporzionata  distri- 
buzione del  fluido  elettrico,  dall’equilibrio  di  esso,  in  cui 
cessano  gli  elettrici  segni.  Il  frankliniano  sistema  cosi  inte- 
so diventa  un  sistema  chimico  confacente  all’odierno  gusto, 
e somigliantissimo  al  sistema  lavoisierano  sul  calorico.  Gui- 
dato da  questo  luminoso  sistema  passo  a svolgere  il  vero 
senso  dei  gradi  positivi  e negativi , e sopra  e sotto  lo  zero 


nel  termometro.  Lo  zero  ( parlando  della  scala  diReaumur, 
o piuttosto  del  de  Lue)  è c|uel  volume,  a cui  nel  termo- 
metro nel  ghiaccio  fondentesi  immerso  si  riduce  il  mercurio 
per  quella  cjuantità  di  calorico,  che  dopo  la  comunicata  al 
ghiaccio  in  lui  resta  , e che  secondo  la  proporzion  delle  ri- 
spettive capacità  si  equilibra  con  la  quantità  necessaria  nel 
ghiaccio  per  la  sua  fusione  . Li  gradi  del  termometro  posi- 
tivi sono  volumi  maggiori,  ai  quali  il  mercurio  si  dilata 
per  quantità  di  calorico  maggiori.  Ed  I gradi  del  termome- 
tro negativi  sono  volumi  minori,  ai  quali  il  mercurio  ri- 
strlgnesi  per  quantità  di  calorico  minori . Il  mercurio  non 
perde  la  sua  fluidità  che  ai  gradi  Sa  sotto  lo  zero,  ed  è 
ben  lontano  anche  allora  daH’aver  perduto  tutto  il  calori- 
co: altro  non  si  può  dir  che  ne  abbia  perduto,  che  quel 
tanto,  che  secondo  la  capacità  di  lui  costituisce  la  diffe- 
renza dello  stato  fluido,  e dello  stato  concreto.  Quanto 
dunque  non  è lungi  lo  zero  del  termometro  dall’esser  segno 
di  un  vero  nulla  di  calorico  ! Denota  egli  per  l’opposto  nel 
mercurio  una  quantità  di  calorico  considerabile  sopra  quel- 
la , che  gli  rimarrebbe  nel  consolidarsi  : e denota  nell’ac- 
qua quella  quantità , che  la  trasporta  dallo  stato  solido  al- 
lo stato  fluido;  denota  tra  una  quantità,  e l’altra,  non  una 
uguaglianza  aritmetica,  ma  una  uguaglianza  proporzionata, 
un  equilibrio  di  capacità  e quantità  con  capacità  e quanti- 
tà ; e similmente  qualunque  grado,  o positivo,  o negativo 
del  termometro  non  denota  nel  corpo,  con  cui  è in  contat- 
to, una  quantità  di  calorico  uguale  a quella,  che  è nel  mer- 
curio, ma  una  quantità  proporzionata  a norma  delle  diver- 
se capacità  di  modo  , che  ne  resulta  tra  calorico  e calori- 
co equilibrio,  ed  il  termometro  non  ha  ragione  di  moto. 
Ogni  grado  essendo  della  natura  dello  zero  , o del  pari  se- 
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gno  di  un  equilibrio  di  calorico,  può  essere  preso  per  ze- 
ro ; si  è più  comunemente  prescelto  a zero  il  segno  dell’ 
equilibrio  dèi  calorico  nel  mercurio,  e nel  ghiaccio  fonden- 
tesi , per  esser  questo  un  effetto  familiarissimo,  all’arte,  se 
la  natura  non  lo  presenti,  facilissimo,  solenne,  lento,  in 
suo  tenore  semplice,  e costante.  Siccome  indeterminata- 
mente lo  zero  di  moto  nel  termometro  a qualunque  de’  suoi 
gradi  è segno  di  equilibrio  di  calorico  ; cosi  indetermina- 
tamente lo  zero  di  fenomeni  elettrici , di  viva  elettricità , 
di  azion  , di  moto  del  fluido  elettrico , è segno  di  equilibrio 
di  esso.  Manca  riguardo  all’elettrico  fluido  un  particolare 
equilibrio  scelto  a zero , a principio  di  una  scala  di  altri 
equilibrj  distinti  per  i gradi  della  medesima;  manca  un 
eletrometro  al  termometro  analogo  . A costruirlo  farebbe 
mestieri , che  l’elettrico  elemento  producesse  nei  corpi  un 
cangiamento,  le  cui  differenze  cadessero  sott’occliio  del  pa- 
ri che  le  differenti  dilatazioni  dal  calorico  cagionate  in 
ogni  corpo  solido  e fluido , ma  più  regolarmente  nel  mer- 
curio; sarebbe  uopo,  che  un  grado  di  tal  cangiamento  in 
un  dato  corpo  , o solido  o fluido , fosse  relativo  ad  un  par- 
ticolar  equilibrio  accompagnato,  e connotato  da  effetto  ben 
cospicuo,  frequente,  in  ogni  tempo  e luogo  uguale  a se 
stesso,  non  fuggitivo.  Intanto  ciò  che  fa  all’oggetto  mio 
presente  si  è,  convenire  lo  zero  del  termometro,  e lo  zero 
di  elettricità  in  ciò:  che  segnano  non  un  nulla  di  calorico, 
o di  elettrico  fluido,  non  già;  ma  un  equilibrio  di  quello, 
o di  questo.  Perciò  tali  zeri  si  rassomigliano  a quello  zero 
di  movimenti  opposti,  a quella  quiete,  che  nasce  dal  con- 
flitto di  due  forze  contrarie,  ed  uguali,  e che  si  tengono 
scambievolmente  l’tina  l’altta  in  equilibrio;  come,  ad  esem- 
pio, sarebbe  combattendosi  due  uguali  forze,  attrattiva,  e 
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repulsiva,  per  requilibrio  dei  conati  delle  quali  niun  moto 
si  genererebbe  nè  di  attrazione,  nè  di  repulsione.  Se  par- 
lisi della  quiete  proveniente  dalla  mancanza  di  qualunque 
forza  motrice,  essa  in  riguardo  alla  causa  differisce  dalla 
quiete  per  equilibrio , ma  in  essere  assoluto  considerata  è 
una  cosa  stessa:  l’una  e l’altra  quiete  sono  un  nulla  rispet- 
to alle  idee  di  effettivo  moto  positivo  e negativo,  ma  sono 
in  lor  medesime  un  reale  modo  di  esistere.  Del  resto  la 
natura  tutta , o sia  la  materia  tutta  in  natura  esistente  è 
animata  da  forze  motrici  dal  Creatore  sapientemente  impres- 
se; tutte  le  moli  distribuite  nell’immenso  vano  rotano  in- 
torno a lor  medesime,  e rivolgonsi  in  un  orbita,  se  pur 
alcune  non  scorrono  per  curve  erranti  , o di  rami  infiniti . 
Non  vi  ha  dunque  in  parte  alcuna  della  materia  quiete  as- 
soluta, ma  solamente  vi  hanno  delle  quieti  rispettive:  han 
quiete  rispettiva  i corpi  su  la  superficie  di  ciascuna  gran 
mole,  come  i corpi  terrestri  su  la  superficie  della  terra, 
per  l’equilibrio  della  forza  centripeta  , e della  forza  centri- 
fuga; hanno  quiete  rispettiva  le  particelle  di  un  qualunque 
corpo  per  l’equilibrio  tra  gli  sforzi  delle  attraentisi , e gli 
sforzi  del  fluido  repellentesi  loro  intramischiato.  Ciò  posto, 
le  quieti,  unicamente  rispettive,  esistenti  in  natura,  o gli 
zeri  di  rispettivo  movimento  positivo  e negativo;  lo  zero 
del  termometro,  che  è la  quiete,  o lo  zero  di  movimento 
del  mercurio  in  un  punto  a piacere  prescelto , e fissato 
a principio  delia  scala;  lo  zero  di  elettricità,  che  è la 
quiete,  o lo  zero  di  movimento  nel  fluido  elettrico  estima- 
to per  la  quiete,  o zero  di  movimento  negli  elettrometri 
usitati , si  uniscono,  rapporto  alla  causa,  nella  generale 
idea  di  equilibrio.  Se  ci  fosse  dato  di  conoscere  e misura- 
re le  assolute  quantità  del  calorico,  la  scala  di  queste  par- 
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tirebbe  dal  nulla  di  calorico,  e non  farebbe  che  ascendere, 
essendo  impossibile  discendere  sotto  il  nulla  di  quantità 
di  una  materia;  vale  il  medesimo  per  l’elettrico  fluido;  e 
generalmente  comprendesi , che  il  positivo  e negativo  non 
possono  cader  su  la  quantità  di  una  materia,  se  non  che 
impropriamente,  cioè  per  uno  zero  artificiale  apposto  ad 
una  certa  quantità  a valutar  poi  per  eccessi  e per  difetti  in 
confronto  di  essa  le  altre  . Unirò  a comodo  del  le^ffitore  le 
fila  dispiegate,  arricchendo  ad  un  tempo  la  tela  di  alcune 
altre,  che  non  addomandavano  particolar  dispiegamento. 
Sono  pertanto  le  quantità  positive  e negative  della  fisica  : 

1. *  Forze  di  contraria  natura:  l’attraente,  e la  repellente. 

2. '  Contrarie  projezioni  , movimenti  in  direzioni  contrarie  . 

3. *  Applicazioni  di  una  forza  in  parti  contrarie  dal  centro 

di  gravità,  o di  figura  di  un  corpo,  sebben  nella  medesi- 
ma direzione  . 4.”  Due  moti  contrariamente , per  accelera- 
mento l’uno,  per  ritardamento  l’altro,  secondo  la  stessa  leg- 
ge varianti  : come  il  moto  uniformemente  ritardato  nella  ca- 
duta e nella  salita  dei  gravi  ; o alterne  variazioni  di  acce- 
leramento, e ritardamento  giusta  una  legge  in  un  continuo 
moto  curvilineo,  qual  l’elittico  de’  pianeti.  5.*  Sforzi  con- 
trarj  per  risoluzione:  tali  la  forza  centripeta,  e la  forza  cen- 
trifuga , non  essendo  questa  che  un  risultato  di  conceputa 
matematica  risoluzione  della  forza  tangenziale . 6.*  Effetti 

contrarj  di  riduzione  : moti  in  longitudine  contrarj  dei  pia- 
neti in  comune,  e di  certi  cometi  ; di  un  pianeta,  e dell’ 
orbita  sua  su  quella  di  un  altro  sturbantelo.  7 * Successivi 
rispetti  contrarj  di  un  movimento:  alterna  declinazione,  o 
latitudine  boreale,  ed  australe  di  un  pianeta.  8.*  Rapporti 
contrarj  aritmetici,  o differenze  contrarie  per  maggioranza 
e minoranza,  per  eccesso  e difetto  da  una  quantità  fisica 
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arbitrariamente  scelta  e stabilita  a zero  di  scala  di  quanti- 
tà simili  : di  tal  sorta  i gradi  positivi  e negativi  del  ter- 
mometro. Li  gradi  di  elettricità  positiva,  e negativa  non 
hanno  uno  zero  universale  e determinato  di  paragone;  ma 
singolare , e vario , che  è lo  stato , in  cui  il  corpo  detto 
positivamente,  o negativamente  elettrizzato  trovar  si  dovreb- 
be, per  essere  in  quantità  di  fluido  elettrico  a capacità  pro- 
porzionale in  equilibrio  con  i corpi  intorno . Non  si  può 
concepire  positivo,  e negativo  senza  zero;  ma  basta,  che 
questo  sia  possibile.  Lo  zero  di  forza  attraente,  e repulsi- 
va, lo  zero  di  projezione  , lo  zero  di  movimento  assoluto 
non  si  avverano  nella  materia,  tutta  in  moto  assoluto,  tut- 
ta da  attrazione  e repulsion  agitata  per  voler  del  supremo 
Motore,  onde  ne  resultasse  non  un  ammasso  inerte,  ma  un 
bel  sistema  di  moti,  un  universo  vivo;  sono  però  possibili, 
non  inchiudendo  la  materia  in  sua  essenza  forze  motrici,  e 
moto.  Quello,  che  si  dà  in  natura  è lo  zero  di  movimenti 
respettivi  per  equilibrio  di  forze,  ed  è un  rispetto  di  tali  di- 
stanze, medio  tra  i movimenti  respettivi  contrarj , cioè  i rispet- 
ti di  accesso,  e di  ricesso.  Lo  zero  tra  i due  rispetti  contra- 
rj di  declinazione  a borea,  ed  austro  in  un  pianeta,  essendo 
ristantaneo  trovarsi  nelFequatore , è un  rispetto  medio  tra 
loro . Si  posson  dunque  distinguere  zeri  possibili  , zeri  di 
fatto,  zeri  proprj  , zeri  improprj  . I valori  delle  quantità  po- 
sitive , e negative  fisiche  si  possono  in  genere  rappresentar 
astrattamente  per  numeri  positivi  e negativi , e costituire  in 
una  aritmetica  progressione  ascendente  con  un  ramo,  e di- 
scendente con  l’altro  da  o,  non  altrimenti  che  i valori  delle 
aritmetiche,  de’  crediti,  e debiti,  e delle  geometriche. 

Un  analista  di  chiaro  grido  , e del  drappello  di  quelli , 
che  non  contenti  dell’esercizio  del  calcolo  amano  di  levarsi 
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alla  metafisica  di  esso , il  signor  Leonardo  Salimbenì  in 
una  Memoria  inserita  nel  tomo  vii  della  Società  Italiana 
intorno  alla  moltiplicazione,  ed  alla  divisione  algebraiche, 
venendo  a trattar  delle  quantità  positive  e negative , non 
parendogli  esatto  quanto  di  esse  vien  dalla  maggior  parte 
degli  autori  5 per  non  dire  da  tutti,  proferito,  espone  la 
nuova  sua  dottrina  cosi  : Secondo  il  mio  giudicio  grandezze 
positive  sono  grandezze  da  aggiugnersi  ; e grandezze  negati- 
ve sono  grandezze  da  togliersi.  Adunque  tra  le  grandezze 
positive)  e le  negative  non  havvi  altra  differenza  che  nell’ 
uso,  che  se  ne  vuol  fare  : le  une  sono  destinate  alla  somma, 
e le  altre  alla  sottrazione  ; ma  la  loro  natura  è sempre  la 
stessa.  Ne  viene  ancora,  che  una  grandezza  positiva  può  es- 
sere uguale  ad  una  negativa  ; poiché  per  esempio  il  7 sarà 

uguale  a sé  stesso,  sia  che  nella  somma,  o nella  sottra- 

zione sia  impiegato  ; ma  egli  però  non  sarà  uguale  nell’uso, 
che  se  ne  vuol  fare , il  quale  è differente.  Per  strana,  che 
appaja  questa  conseguenza  pronunziata  così  astrattamente , io 
però  farò  vedere  con  una  applicazione  siccome  convengo  in 
questo  con  tutti  gli  analisti.  Infatti  sia  ( Fig.  12)  la  A C 

una  linea  retta,  ed  il  punto  B sia  l’origine,  come  si  suol 

dire , delle  grandezze . Preiidansi  ora  dall’una  parte  e dall’ 
altra  del  punto  B le  rette  BA,  BC  uguali  fra  loro;  ma  la 
BA  sia  dalla  parte  delle  positive  ^ e /a  B C dalla  parte  del- 
le negative . Se  chiamo  la  grandezza  positiva  B A uguale  a 
-fa,  ognuno  conviene,  che  la  grandezza  negativa  BC  sia 
uguale  a — a.  Ma  la  retta  BA  è uguale  alla  retta  BC; 
laonde  è forza,  che  anche  la  grandezza  positiva  H- a sia 
uguale  alla  grandezza  negativa  — a,  uguale  però  in  grandez- 
za , ma  differente  nell’uso.  Quindi  debbesi  far  differenza  tra 
uguaglianza  ed  equazione , che  gli  analisti  prendono  per  una 
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stessa  cosa;  imperocché  io  dico  j che  due  grandezze  sono  in 
equazione  quando  non  solo  sieno  uguali  in  grandezza , ma 
debhansi  anche  allo  stesso  modo  usare . Dalla  qual  definizio- 
ne apparisce  manifestamente  3 che  una  grandezza  positiva  può 
bensì  esser  uguale , ma  non  in  equazione,  con  una  negativa; 
e però  -+-  a è uguale  a — a , ma  -i-  a non  sarà  in  equazio- 
ne con  — a . Da  tutto  ciò  si  ricava  , che  dovrebbesi  esprime- 
re con  due  segni  differenti  ^ uguaglianza  ed  equazione,  in  ve- 
ce d’ indicarli , come  si  fa  , col  segno  comune  =;  pure,  sicco- 
me della  prima  si  fa  poco  uso  nell’algebra , e molto  della  se- 
conda, e l’equazione  rinchiudendo  anche  l’uguaglianza , così 
non  può  cagionar  errore  il  servirsi  dello  stesso  segno,  quan- 
do ciò  venga  fatto  colle  dovute  cautele.  Le  idee  semplici, 
che  io  Ito  affisso  alle  grandezze  positive,  e negative,  sono  ben 
differenti  da  quelle , che  sono  state  adottate  dagli  autori  di 
Elementi , i quali  con  un’analogia  {^cosa  veramente  nuova  nel- 
le matematiche hanno  voluto  spiegar  la  loro  natura,  e quin- 
di ne  hanno  tratto  delle  strane  conseguenze . L’analogia  è que- 
sta : le  grandezze  positive  sono  come  crediti , che  un  uomo 
abbia  dall’altro , e le  grandezze  negative  come  debiti.  L’ana- 
logia può  fin  qui  correre  , perché  li  crediti  di  un  uomo  sono 
realmente  cose  da  aggiugnere  a’  suoi  capitali,  e i debiti  cose 
da  togliersi  da  essi,  E siccome,  soggiungon  essi,  si  può  dire 
di  un  uomo , che  niente  posseda , ed  abbia  un  debito , ch’egli 
ha  meno  del  niente,  perocché  per  aver  niente  bisogna  che 
paghi  prima  il  suo  debito  ; così  le  grandezze  negative  sono 
minori  del  niente.  Ma  come  mai  quello  che  non  è,  quello 
che  é la  mancanza  di  un  essere,  che  prima  esisteva,  il  nulla 
finalmente , come  può  mai  essere  maggiore  della  grandezza  ne- 
gativa , cioè  di  un  ente,  che  esiste?  Non  é egli  questo  un 
distruggere  la  vera  nozione  di  maggioranza  ? Perché  una  gran- 
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dezza  è negativa,  perchè  essa  è destinata  alla  sottrazione , 
per  questo  dovrà  esser  minore  del  niente  ? Basta  mettere  in 
forma  di  sillogismo  V argomentazione  di  questi  autori  per  ac~ 
corgersi  della  sua  falsità.  Chi  ha  un  debito,  e niente  possie- 
de , ha  meno  del  niente  : la  grandezza  negativa  è come  un 
debito:  dunque  la  grandezza  negativa  è meno  del  niente  i il 
qual  sillogismo , avendo  manifestamente  pià  di  tre  termini, 
pecca  nella  forma.  Dalla  strana  proposizione , che  le  grandez- 
ze negative  sieno  minori  del  nulla , n’ è anche  derivata  la  ugual- 
mente strana  conseguenza,  che  esse  grandezze  sieno  eteroge- 
nee, come  inferisce  il  Wolfio  nel  num.  23  dell’Analisi»  Il 
Wolfio  non  ebbe  certo  idee  nette  e giuste  su  le  quantità 
positive,  e negative.  La  sua  definizion  terza  nell’Algebra 
num.  i6  si  è : Quantitas  signo  •+■  affecta  dicitur  positiva, 
item  affirmativa , atqiie  nihilo  major,  quae  vero  signo  — (^ffl~ 
citili'  privativa,  item  negativa,  atque  nihilo  minor,  a nonnul- 
lis  absurda.  Bisognava  in  definire  procedere  a rovescio:  ac- 
cennare , almeno  con  qualche  esempio , che  nel  calcolo  oc- 
corre di  maneggiare  delle  quantità  contrarie:  dire,  che  tal 
contrarietà  si  esprime  in  linguaggio  con  i vocaboli  positivo 
o aihrmativo,  e privativo  o negativo;  ed  in  algebraica  se- 
gnatura si  segna  con  -He  — . La  maggioranza  sopra,  e la 
minoranza  sotto  il  nulla  non  era  cosa  da  inchiudere  nella 
definizione.  Nel  riferir  l’opinione  di  alcuni  riguardanti  la 
quantità  negativa  qual  assurda,  senza  muover  riflesso  e pa- 
rola in  contrario,  mostra,  che  Wolfio  non  vedea  la  falsità 
dell’idea,  e non  era  lontan  dal  consenso,  anzi  non  anderà 
guari  che  il  mireremo  in  esso  caduto.  Dall’esposta  defini- 
zione tira  per  primo  corollario  : Quoniam  -H  est  signum  ad- 
ditionis , — vero  signum  subtractionis  : quantitas  positiva 
prodit , si  vera  aliqua  nihilo  addatur , e.g.o-i-3=:H-3, 
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*o a — -H  a , /jnVaiù’a  relinquitur , si  quantìtas  aliqua  vera 
ex  nihilo  subtrahatur  e.  g.  o — 3 = — 3,  o — a = — a.  Scor- 
gesi,  che  il  concetto  tutto  della  quantità  positiva  nel  Wol- 
fio  è stato  quello  di  una  quantità  da  aggiugnersi , ed  il 
concetto  tutto  della  quantità  negativa  quello  di  una  quan- 
tità da  togliersi . Proseguendo  pertanto  a sviluppare  il  suo 
intendimento,  dal  primo  corollario  deduce  a secondo:  Sunt 
igitur  quantitates  privativae  verarum  ^ per  quas  intelliguntur 
defectus  j consequenter  non  quantitates  verae . Eccolo  già  die- 
tro a coloro , da’  quali  le  negative  quantità  denominate 
eran  quantità  assurdè,  perchè,  in  luogo  di  maggiori,  mi- 
nori contrariamente  di  zero.  Riguardando  il  Wolfio  le  quan- 
tità negative  come  quantità  non  vere,  non  è maraviglia, 
che  le  stimasse  alle  quantità  vere,  alle  positive  eterogenee; 
n’era  anzi  questa  una  necessaria  conseguenza.  Ma  la  pro- 
va, che  nel  corollario  quinto  adduce  della  eterogeneità  tra 
le  positive  quantità  e le  negative  è tratta  dalla  definizione 
XV  num.  32  delTaritmetica  : Quantitates  (definisce  egli) 
liomogenea  sunt , quarum  una  aliquoties  sumta  alteram  supe- 
rare potest , seu  quarum  una  ah  altera  vel  semel  j vel  ali- 
quoties ablata  tandem,  vel  nihil , vel  se  minus  relinquit . Ile- 
terogeneae  vero  sunt,  quarum  una  aliquoties  sumta  alteram 
superare  ncquit . Da  questa  seconda  parte  della  definizione 
argomenta  egli  cosi  : Quia  defectus  positivae  quantitatis  ali- 
quoties sumtus  positivam  superare  nequit , cum  potius  multo 
magis  ab  ea  deficiat , quantitates  privativae  positivis  lietero- 
geneae  sunt.  Vuol  dire,  che  — a moltiplicato  per  un  nu- 
mero qualunque  N non  può  mai  superare  una  quantità 
positiva,  sia  pur  il  numero  N di  una  grandezza  immensa, 
infinita  che  anzi  quanto  sarà  N più  grande,  tanto  più  il 
prodotto  — aN  si  abbasserà  sotto  la  quantità  positiva,  e 
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mancherà  da  essa,  c che  perciò  — a quantità  negativa  ma- 
nifestasi alla  quantità  positiva  eterogenea . Io  non  so  vede- 
re perchè  il  Wolfio  assegnando  due  criterj  della  omoge- 
neità, uno  per  moltiplica,  l’altro  per  sottrazione,  si  re- 
stringa ad  uno  rapporto  alla  eterogeneità,  al  solo  cioè  per 
moltiplica  , dovea  aggiugnere  : Seu  heterogeneae  sunt  quanti- 
tates  quarum  una  ah  altera  ^ vel  semel:,  vel  aliquoties  aliata 
nunquam , vel  nihil , vel  se  minus  relinquit . Or  sia  b una 
quantità  positiva , e — a una  quantità  negativa  , e la  posi- 
tiva b si  sottragga  dalla  negativa  — a\  resulterà  — b — a 
minore  per  il  dire  del  Wolfio  stesso  di  zero,  e conseguen- 
temente molto  minore  della  positiva  quantità  b : dunque 
tanto  è lungi , che  una  quantità  positiva  da  una  negativa 
sottratta  non  lasci  mai,  per  quanto  si  replichi  la  sottrazio- 
ne, un  residuo  di  sè  minore,  che  per  l’opposto  necessaria- 
mente alla  prima  sottrazione  lo  lascia  j onde  per  le  defini- 
zioni stesse  del  Wolfio  la  quantità  positiva , e la  quantità 
negativa,  anzi  che  mentire  di  esser  eterogenee,  e richieder 
molte  operazioni  per  conoscere  il  vero  loro  rapporto , ap- 
palesansi  tosto  per  omogenee . Se  sommisi  xjn  oltre  9 per 
esempio  con  — 3,  proviene  6,  cioè  arrecasi  al  9 il  dimi- 
nuimento  di  3 ; e se  all’incontro  da  9 si  sottragga  — 3 , 
ottiensi  12,  cioè  il  9 riceve  l’aumento  di  3.  Queste  ope- 
razioni di  somma,  e di  sottrazione  tra  quantità  positiva,  e 
quantità  negativa,  e questo  diminuimento  , od  accrescimen- 
to di  una  per  l’altra,  che  dal  Wolfio  con  tutti  universal- 
mente gli  analisti  s’insegnano , non  si  possono  intendere  , 
che  supposte  esse  due  quantità  omogenee  giusta  la  legge 
degli  omogenei  : non  si  può  concepir  somma  o sottrazione 
tra  linea  e superficie,  tra  merce  e denaro  ec. , nè  diminui- 
mento o accrescimento  di  una  di  tali  cose  per  l’altra  a ca- 
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gione  della  eterogeneità  loro.  Non  potè  schivar  di  vedere 
questo  obbietto  il  Wolfio.  Ma  come  il  ribattette  da  se? 
Ecco  : Mirum  ( dice  al  num.  3 1 ) , mirum  videri  poterai  j quod 
cum  quantitates  privativae  positivis  heterogeneae  sint  ^ hetero- 
geneae  autein  nec  addi,  nec  a se  invicem  suhtrahi  possint , 
privativae  tamen  positivis  addantur , et  ah  iis  suhtrahantur . 
Enimvero  rem  accuratius  perpendens  animadvertes  proprie  lo- 
quendo  privativam  nunquam  addi  positivae , nec  ah  eadem 
suhtrahi:  sed  in  additione  suhtrahi,  quod  plus  justo  fuerat 
additum  3 in  suhtraclione  addi  quod  plus  justo  fuerat  suh- 
ductum . Ma  anche  per  questo  verso  , e in  quanto  appun- 
to la  addizione  del  negativo  equivale  alla  sottrazione  del 
positivo,  e reciprocamente,  e può  il  positivo  per  il  negati- 
vo essere  diminuito,  o ribassato  ad  una  certa  grandezza, 
ed  accresciuto,  o ad  una  certa  grandezza  restituito,  mani- 
festasi il  negativo  al  positivo  omogeneo.  Va  innanzi  il  Wol- 
fio,  e dalla  pretesa  eterogeneità  deduce  non  passar  tra  cjuan- 
tità  positiva,  e c^uantità  negativa  ragione  geometrica:  Cum 
quantitates  privativae  positivis  heterogeneae , privativis  homo- 
geneae  sint  j inter  privativam , et  positivam  ratio  intercedere 
nequit  i inter  privativas  vero  ratio  datur  : e.  g.  — 3a:  — 5a:: 
3:  a.  Ed  illustra  il  corollario  con  il  seguente  scolio:  Non 
mirum  videri  dehet  inter  quantitates  privativas  — 3 a , et 
— Sa  eandem  esse  rationem  , quae  est  inter  positivas  -+- 3 a , 
et  -1-  5 a . Quod  enim  quantitates  quatuor  quarum  hinae  hinis 
heterogeneae  sunt , proportionales  esse  possint , tum  ex  ratio- 
num  doctrina  intelligitur , tum  ex  Geometria  manifestum  est, 
in  qua  eandem  rationem  inter  lineas  esse  demonstravimus , quae 
inter  superficies  datur  • e.  g.  parallelogramma  aequalium  ha- 
sium  rationem  altitudinum  hahent  ; et  in  praxi  regulae  trium 
pretia  sumuntur  ut  mercium  quantitates,  licet  pretia  mercihus 
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lieterogenea  sint . Falluntur  autem  qui  inter  -f-  i , et  — i , 
atque  inter  — i , et  — H i rationem  eandem  esse  sibi  persua- 
dent . Si  può,  e accade  non  di  rado  di  apportare  di  cose 
vere  ragioni  non  vere,  e cosi  è succeduto  qui  al  Wolfio; 
ina  sino  ad  ora  non  si  c per  me  premesso  tutto  ciò,  che  fa 
di  mestieri  per  dimostrarlo  ; onde  mi  riserbo  a luogo  ac- 
concio l’esame  . Intanto  è certo  .cader  su  le  quantità  positi- 
va, e negativa  la  ragione  aritmetica  o di  differenza,  che 
non  cade  su  le  superficie,  e le  linee,  nò  su  le  merci,  ed 
i prezzi , od  altre  quantità  veracemente  eterogenee.  Sin  qui 
però  fisa  la  mente  al  soggetto  contemplato  dal  Wolfio  non 
ho  parlato  che  delle  astratte  e generali  rappresentazioni 
delle  quantità  positive  e negative,  o per  numeri  determina- 
ti , o per  indeterminati  sotto  letterali  specie  , Ma  io  distin- 
guo da  tali  comuni  rappresentazioni  astratte  le  quantità , 
che  denominiamo  positive,  e negative,  considerate  in  lor 
medesime.  Ed  in  tale  considerazione  ci  si  danno  a vedere 
delle  differenze  . Le  quantità  positive  e negative  della  geo- 
metria sono  certamente  anche  in  loro  stesse  omogenee  : un 
seno,  un  coseno  negativo,  una  tangente,  un’ascissa,  un  or- 
dinata negativa  non  è niente  meno  una  retta , che  un  se- 
no, un  coseno  positivo,  una  tangente,  un’ascissa,  un’ordi- 
nata positiva;  la  contrarietà  loro  non  ò che  una  contra- 
rietà di  posizione  rispetto  ad  una  retta,  di  direzione  da  un 
punto.  Il  quadro  sopra  delineato  delle  quantità  positive,  e 
negative  fisiche  dimostra  in  esse  diversi  modi  e gradi  di 
contrarietà:  il  menomo  è quello  della  contrarietà  artificia- 
le, ed  arbitraria  dei  gradi  positivi,  e negativi  del  termo- 
metro; il  massimo  quello  della  contrarietà  di  natura  tra  la 
forza  attrattiva,  e la  forza  repulsiva.  Il  so,  che  il  Bo- 
scowich  a sostenere,  che  azion  attrattiva,  ed  azion  repul- 
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siva  non  importano  due  forze  di  natura  contraria,  e che  il 
variar  da  una  in  altra  si  concilia  benissimo  con  la  sempli- 
cità di  una  forza,  si  vale  dell’esempio  di  una  curva,  alla 
cui  semplice,  ed  uniforme  natura  non  osta  l’avere  ordina- 
te, or  positive,  or  negative,  e lo  scorrere  con  tratti  a vi- 
cenda positivi,  e negativi.  Ma  la  contrarietà  essenziale  tra 
azione  attrattiva  ed  azion  repulsiva  si  fa  sì  chiaro  sentire  , 
e trae  si  dirittamente  a due  forze  di  natura  contrarie,  che 
bisogna  sospettar  di  illusion  nell’esempio.  E vi  ha  di  fatto. 
La  natura  di  una  curva  consiste  in  una  legge  tra  le  gran- 
dezze delle  ascisse , e delle  ordinate , o piuttosto  non  è la 
curva,  che  essa  legge.  Può  la  legge  esser. tale,  che,  acqui- 
stando l’ascissa  certa  grandezza , l’ordinata  si  annienti , e la 
curva  tagli  l’asse  ; e crescendo  l’ascissa  per  un  certo  tratto 
rinasca  l’ordinata , e cresca , ma  in  parte  contraria , cioè 
sotto  l’asse  delle  ascisse,  se  prima  era  sopra;  indi  venendo 
l’ascissa  ad  altra  certa  grandezza  questa  ordinata  cresciuta  , 
e poi  diminuita  giunga  anch’essa  ad  annullarsi,  e la  curva 
ritaglj  l’asse,  e ritorni  nella  region  superiore;  e così  alter- 
nativamente senza  fine:  ei  tratti  tutti  della  curva,  sì  quel- 
li nella  region  disotto,  che  quelli  nella  regione  di  sopra 
l’asse,  e in  altri  termini  sì  i negativi,  che  i positivi  rami, 
siccome  per  la  stessa  legge  determinati,  saranno  della  stes- 
sa stessissima  natura,  e la  intera  curva  semplice  ed  una. 
Ma  che  prova  mai  ciò , fuor  che  ammettere  l’astratta  con- 
tinuità della  geometrica  estensione  un  tal  flessuoso  anda- 
mento, od  alterno  passaggio  da  positivo  a negativo,  e da 
negativo  a positivo?  E si  può  quindi  argomentare  ad  un 
esser  fisico,  aduna  forza,  ed  infingersi,  che  anch’essa  simil- 
mente, senza  lasciar  d’essere  una,  e semplice,  alterni  di  at- 
trattiva in  repulsiva,  e di  repulsiva  in  attrattiva,  ed  in 
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punti  di  mezzo  si  annulli , od  intralasci  d’esser  forza  , non 
essendo  nè  attrattiva  nè  repulsiva?  Nel  concetto  di  una 
forza  la  natura  ci  vien  determinata  dalia  spezie  di  agire  : 
ammette  nell’azione  varietà  di  grado,  ma  non  di  spezie;  e 
chi  può  dal  suo  intelletto  ottenere  di  non  rappresentarsi 
l’azione  attrattiva,  e l’azione  repulsiva  quali  due  azioni  di 
spezie  diverse  e contrarie  ? Non  vale  dunque  il  paragone 
tra  la  curva  e la  forza , perchè  nella  natura  della  curva 
sono  ugualmente  inchiuse  le  ordinate  positive  e negative , 
per  esser  della  medesima  spezie,  siccome  tutte  linee  rette, 
e per  poter  cader  del  pari  su  le  une,  che  su  le  altre  la 
legge  delle  grandezze  relative  alle  ascisse . E basti  delle 
contrarietà  delle  quantità  positive,  e negative  fisiche.  Dirò 
due  parole  su  la  contrarietà  del  credito,  e debito,  che  so- 
no quantità  positive,  e negative  morali.  Il  credito,  ed  il 
debito  sono  due  contrarj  stati  di  relazion  commerciale  ; il 
credito  è un’azione,  che  hai  su  di  un  altro;  il  debito  un’ 
azione  contraria,  che  un  altro  ha  su  di  te,  ed  in  te  con- 
siderata prende  il  nome  di  passione  : in  distinguer  legale 
azione,  e passione,  sono  relazioni  di  moral  natura  contra- 
ria . Le  contrarietà  tutte  delle  diverse  classi , o spezie  di 
quantità  positive,  e negative  si  compenetrano  astrattamen- 
te prese  nella  rappresentazion  universale  dei  varj  loro  va- 
lori per  numeri  positivi , e negativi . Formata  di  queste 
rappresentazioni  numeriche  la  progressione  aritmetica  (A) 
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chiarissima  si  rende  dalla  natura  stessa  della  progressione 
la  omogeneità  di  tutte , delle  positive  ancora  con  le  nega- 
tive ; poiché  siccome  si  discende  per  le  positive  sino  a ze- 
ro, cosi  si  prosegue  a discendere  dallo  zero  per  i numeri  ne- 
gativi, sempre  e contiuuamente  per  la  detrazione  di  una 
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unità,  il  che  non  si  potrebbe  fare,  se  non  regnasse  nella 
progressione  una  perpetua  , esatta  omogeneità . Irrefragabil- 
mente  perciò  contro  del  Wolfio  tornasi  a confermare  avervi 
tra  i positivi , ed  i negativi  numeri  una  vera  omogeneità  , 
rendendosi  insieme  evidente,  che  tutte  ad  una  stessa  sem- 
plice omogeneità  si  riducono  le  quantità  positive,  e negati- 
ve di  qualunque  classe,  e spezie  nella  espressione  de’  valori 
loro  per  numeri  positivi,  e negativi.  E che  è poi  in  sostan- 
za Tesprimer  per  i primi  i valori  di  una  quantità  positiva  , 
e per  i secondi  i valori  di  una  negativa  quantità  , fuorché 
addurli  a rapporto  aritmetico,  ad  estimazion  per  numerico 
intervallo,  come  nell’ordine  della  progressione  (A)  appa- 
risce? Dunque  le  quantità  positive,  e negative  di  qualun- 
que classe,  e spezie  acquistati  tutte  una  stessa  omogeneità 
nell’esser  recate  a valutazione  per  rapporto  aritmetico.  Con 
le  medesime  idee , con  la  distinzione  all’intelletto  presente 
delle  quantità  positive,  e negative  considerate  in  lor  mede- 
sime, e considerate  nella  estimazion  per  aritmetico  rappor- 
to, io  mi  fo  ad  esaminare  la  proposizione,  che  la  quantità 
negativa  è minore  del  nulla.  Una  retta  alla  banda  negati- 
va non  è sicuramente  minore  del  nulla  di  linea,  del  geo- 
metrico punto;  la  forza  repulsiva  non  è per  certo  meno 
del  nulla  di  forza;  nè  una  projezione,  un  movimento  in 
direzion  negativa  meno  del  nulla  di  projezione  , e di  movi- 
mento . Non  si  può  escogitar  assurdità  maggiore  che  raf- 
fermare un  essere  meno  del  nulla . Ed  oltre  assurdità  si 
mostruosa  impliclierebbesi  nella  proposizione  una  contraddi- 
zione attesa  la  libertà  d’invertere  il  positivo  e negativo . 
Presa  a positiva  la  forza  attraente,  e conseguentemente  toc- 
cata alla  forza  repellente  l’appellazion  di  negativa  cadereb- 
lie  su  di  lei  la  mala  sorte  di  esser  meno  del  nulla,  ed  all’ 
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opposto  questa  sciagura  anelerebbe  a rovesciarsi  su  l’at- 
traente forza,  scelta  la  repellente  a positiva.  Quali  metamor- 
fosi più  ridicole  di  queste?  Dèesi  ancora  osservare,  che  il 
nulla  separante  le  due  quantità  positiva,  e negativa  è tan- 
to nulla  dell’una,  quanto  dell’altra:  con  che  spicco  mag- 
giore riceve  la  falsità,  l’assurdità  della  proposizione,  che 
la  quantità  denominata  negativa  sia  in  suo  essere  conside- 
rata meno  del  nulla  delle  due  quantità,  comprendendo 
questa  proposizione  quest’altea  : che  la  quantità  stessa  ap- 
pellata negativa  sia  in  esser  meno  del  nulla  di  se  : per 
esemplo  la  forza  repulsiva  meno  del  nulla  di  forza  repul- 
siva. Dicesi  denaro  negativo  il  denaro  di  debito  al  con- 
trario del  denaro  di  credito  intitolato  positivo  : il  denaro 
negativo  per  te  è positivo  per  il  tuo  creditore  : denaro  me- 
no del  nulla  di  denaro  non  è ella  un’assurdità,  che  salta 
agli  occhi  ? Chi  può  più  udirne  e soffrir  all’intelletto  nuovi 
urti  ed  oltraggi?  Sebbene  si  dirà  su  la  assurdità  ultima, 
non  essere  no  il  denaro,  che  si  deve,  che  è meno  del  nul- 
la; ma  SI  il  dovere.  Importa  però  il  dovere  un  concetto, 
il  concetto  di  una  relazion  commerciale,  di  una  relazione 
che  è passione  in  te,  ma  azione  nel  tuo  creditore,  in- 
versamente del  credito,  che  è una  relazione  di  azione  in 
te,  di  passione  nel  creditor  tuo;  il  nulla  non  importa 
concetto,  anzi  importa  il  rimovimento  di  ambedue  i con- 
cetti: dunque  metafisicamente  è falso,  ed  assurdo  essere  il 
dovere  meno  del  nulla.  Questa  falsità  ed  assurdità  si  fa 
allo  spirito  meno  sentire  che  le  superiori  ; ma  guardisi  , 
che  alla  sottigliezza  di  lei  uh’altra  ragion  non  si  aggiunga  , 
vale  dire  il  confondere  insieme  queste  due  proposizioni  : il 
dovere  è meno  del  nulla;  il  dovere  è peggio  dell’aver  nul- 
la: la  prima  non  inchiude  che  un  confronto,  la  seconda 
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ne  inchiude  due:  mi  spiegherò  più  chiaro  in  appresso. 
Non  vi  ha  che  un  caso , nel  quale  si  verifichi  essere  la 
quantità  notata  per  negativa  minore  in  realità  del  nulla, 
nel  caso  cioè  del  nulla  improprio,  ed  artificiale,  come  nel- 
la scala  del  termometro.  O si  consideri  il  grado  negativo 
del  termometro  in  ciò  che  immediatamente  è,  vale  dir  un 
volume  del  mercurio  minore  del  volume  di  esso  segnato 
zero,  od  in  ciò  che  denota,  cioè  una  quantità  di  calorico 
minore  di  quella  allo  zero  corrispondente:  evidentissima  co- 
sa è essere  il  grado  negativo  termometrico  in  realità  mi- 
nore del  nulla,  a cui  si  riferisce:  e per  la  improprietà  di 
questo  nulla  vi  è di  maraviglioso . É dunque  necessaria- 
mente vera  la  proposizione , che  la  quantità  negativa  sia 
in  essere  meno  del  nulla,  qualora  trattisi  di  nulla  im- 
proprio; ed  è sommamente  assurda,  ogniqualvolta  lo  zero 
separante  la  quantità  negativa , e la  positiva  sia  un  nul- 
la proprio.  L’essere  però  in  questo  caso  di  zero  proprio 
estremamente  assurdo,  che  la  quantità  negativa  sia  di  esso 
minore  in  semplice  confronto  con  lui , ed  in  considerazione 
di  realità,  o di  essere,  non  impedisce,  che  la  quantità 
stessa  negativa  sia  meno  dello  stesso  zero  in  altro  senso, 
in  senso  di  aritmetico  rapporto,  instituendo  cioè  un  doppio 
confronto:  della  quantità  voglio  dire  negativa,  e dello  ze- 
ro alla  quantità  positiva,  e considerando,  dove  passi  mag- 
gior differenza,  maggior  intervallo,  ed  in  ragion  delia  mag- 
gior differenza  minore  estimando  il  rapporto.  Corre  tosto 
per  abito  a ciò  fare  la  mente  dall’amore  del  possesso  por- 
tata, quando  si  tratta  di  debito:  paragona  l’aver  debito, 
ed  il  nulla  avere  con  l’aver  credito,  o con  il  possedere,  e 
ravvisando  ncll’aver  debito  maggior  distanza , o differenza 
dall  aver  credito,  o possedere,  che  nell’aver  nulla,  giudica 
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essere  il  debito  meno  che  l’aver  nulla;  ciò  che  anche  es- 
prime dicendo,  esser  il  debito  peggio  che  l’aver  nulla. 
Ecco  la  ragione  , per  cui  la  proposizione  della  quantità  mi- 
nore del  nulla  non  incontra  riguardo  al  debito  quella  dif- 
ficoltà, che  riguardo  alle  altre  quantità  negative;  anzi  pre- 
sentasi con  tanto  aspetto  di  verità  in  quello  , con  quanto 
di  assurdità  in  queste:  la  ragion  è,  che  nel  debito  spignia- 
ino  subito,  e senza  avvedercene,  l’intelletto  a due  con- 
fronti , alla  considerazione  del  rapporto  aritmetico  ; nelle 
altre  quantità  negative  si  arresta  al  confronto  semplice  con 
il  nulla  respettivo,  ed  alla  considerazione  dell’essere.  Ma 
facciamo  riguardo  a qualunque  quantità  negativa  tutto  ciò 
che  spontaneamente  si  fa  rispetto  al  debito  , e diverrà  ve- 
ro relativamente  a qualunque  si  sia  negativa  quantità  , nel 
senso  che  lo  è per  il  debito,  l’essere  meno  dei  nulla.  Tra 
i termini  di  una  ascissa  negativa,  e di  una  positiva  vi  è 
maggior  distanza  che  dal  punto  intermedio  di  comune 
origine  al  termine  dell’ascissa  positiva  : dunque  l’ascissa  ne- 
gativa è in  aritmetico  rapporto  meno  che  il  nulla  di  ascis- 
sa. Havvi  da  un  grado,  o qualunque  numero  di  gradi  di 
forza  repulsiva  ad  un  grado  di  forza  attrattiva  maggior  dif- 
ferenza, che  dal  nulla  di  forza:  dunque  la  forza  repulsiva 
è in  aritmetico  rapporto  meno  del  nulla  di  forza;  e cosi 
continuisi  il  discorso.  La  cosa  vien  generalmente  dimostra- 
ta nella  progressione  (^),  universal  rappresentazione  delle 
quantità  positive,  e negative  numericamente  valutate,  e ri- 
dotte ad  aritmetici  rapporti.  La  stessa  progressione  dimo- 
stra, che  quanto  una  quantità  negativa  cresce  in  grandez- 
za assoluta,  e addomanda  a sua  espressione  un  numero  mag- 
giore , tanto  diminuisce  in  aritmetico  rapporto.  Laonde 
comprendesi  qual  riflesso  porre  si  debba  per  distinguere  in 
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lina  quantità  negativa  l’assoluta  sua  grandezza,  e l’aritmeti- 
co suo  rapporto,  a scansare  gli  equivoci,  e gli  errori.  Io 
per  esempio  ho  detto,  parlando  delle  due  comunicazioni 
tra  la  tangente  positiva  e la  tangente  negativa,  che  comu- 
nican  tra  loro  per  l’infinito  nelle  estreme  grandezze,  e per 
lo  zero  nei  menomi  elementi  : vedesi , che  nella  negativa 
tangente  ho  considerato  la  grandezza  assoluta , non  altri- 
menti che  nella  positiva.  Se  avessi  considerato  la  grandez- 
za di  aritmetico  rapporto,  che  più  brevemente,  ed  in  un 
termine  solo  si  può  chiamar  valore^  avrei  dovuto  dire,  che 
Tinfinito  è il  passaggio  dalla  tangente  positiva  nella  sua 
estrema  grandezza  alla  tangente  negativa  nel  suo  menomo 
aritmetico  rapporto  , o valore  ; e che  lo  zero  è il  passaggio 
dalia  tangente  negativa  nel  massimo  suo  aritmetico  rappor- 
to alla  tangente  positiva  nel  menomo  elemento  di  sua  gran- 
dezza. Distinguo  io  per  fine,  contrarietà  delle  quantità  po- 
sitive e negative,  espressione  di  essa  contrarietà , effetto  dell’ 
espressione  nel  calcolo.  Avanti  ogni  nostro  riflesso,  ogni  no- 
stra espressione,  ogni  uso  nel  calcolo,  il  seno  di  un  arco 
minore  di  gradi  i8o  è contrariamente  posto  al  seno  di  un  ar- 
co di  gradi  180  maggiore,  ed  il  coseno  di  un  angolo  acuto 
contrariamente  dal  centro  diretto  del  coseno  di  un  angolo 
ottuso,  e similmente  la  tangente  di  quello  contrariamente 
stesa  alla  tangente  di  questo.  La  contraria  tendenza  delle 
ascisse  da  un  punto,  la  contraria  posizione  delle  ordinate 
rispetto  all’asse  di  quelle  sono  contrarietà  esistenti  nelle  curve 
per  la  natura  loro  prima  del  nostro  concetto.  La  contrarietà 
fisica  della  forza  attrattiva,  e della  forza  repulsiva  precede 
ogni  nostra  considerazione  ; e tutte  insomma  le  quantità  da 
uno  zero  proprio  separate  hanno  una  contrarietà  dal  nostro 
intelletto  indipendente,  ed  a qualunque  uso  anteriore.  Noi 
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esprimiamo  tale  contrarietà  con  i vocaboli  di  positivo,  e 
negativo , e la  notiamo  con  i segni  -He  — .Se  alia  quan- 
tità astratta  B aggiugniamo  -Ha,  — a,  nel  trasportar  que- 
ste dallo  stato  semplice,  od  incomplesso  allo  stato  comples- 
so B a ^ B — a,  la  prima  -Ha  divien  veracemente  quan- 
tità aggiunta,  la  seconda  contro  il  proposito  divien  quanti- 
tà sottratta  : è questo  l’effetto  della  contrarietà  loro  per  i 
segni  -H,  — espressa.  Differisco!!  dunque  le  quantità  posi- 
tiva, e negativa  nell’effetto  dell’uso;  ma  non  è questa  la 
sola  differenza  loro,  non  è la  primaria;  differisco!!  prima- 
mente, e avanti  ogni  uso  perchè  contrarie;  la  differenza 
nell’effetto  dell’uso  è una  differenza  secondaria  conseguen- 
te dalla  prima.  Lo  stato  immediato,  e proprio  delle  quan- 
tità positiva,  e negativa  è lo  stato  semplice  -Ha,  — o,  lo 
stato  complesso  è uno  stato  da  noi  loro  dato.  L’idea,  la 
definizione  intrinseca  loro  è quella  di  quantità  contrarie; 
il  concepirle,  l’una  quantità  aggiunta,  l’altra  quantità  sot- 
tratta, è supporle  tolte  dal  semplice  loro  stato,  e recate 
a stato  complesso:  il  considerarle,  l’una  qual  quantità  da 
aggiugnere , l’altra  qual  quantità  da  sottrarre  è un  declinar 
dall’intrinseco  loro  concetto,  dall’immediato  semplice  loro  sta- 
to, con  riferirle  allo  stato  complesso,  e pronunciarne  l’ef- 
fetto . Frate  Luca  a ragione  distinse  il  puro  meno  o sia 
semplice,  e solitario,  libero,  in  contrapposto  del  chiuso  in 
quantità  complessa.  Significa  il  puro  meno  in  — a unica- 
mente contrarietà  : significa  il  — abbracciato  nella  quantità 
complessa  B — a,  e perciò  detto  complesso,  sottrazione. 
Sussiste  nel  senso  di  aritmetico  rapporto,  quale  comunemen- 
te , e di  riflesso  quasi  spontaneo  si  contempla  nel  debito, 
la  proposizion  di  Fra  Luca,  che  il  puro  meno  è manco 
del  nulla  . 
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§.  VII.  Polche  il  — si  può  in  due  stati  considerare  , in 
stato  semplice,  ed  in  stato  complesso;  lianno  cercato  gli 
analisti  di  dimostrare  per  ambedue  gli  stati  di  — , che  — 
moltiplicato  per  — produce  -H , o sia  — x — = Ho 
nel  il  recato  la  geometrica  dimostrazione  dello  scoliasta 
di  Diofanto  rispetto  allo  stato  del  — complesso,  e notata  la 
piccola  differenza  tra  essa,  e quella  di  Frate  Luca  a pag. 
i3o  del  suo  volume,  che  è in  ogni  parte  la  stessa  da  po- 
steriori analisti,  dal  Wolfìo  tra  gli  altri,  adoperata.  E sul 
principio  delTantecedente  §.  v ho  riferita  l’altra  dimostra- 
zion  di  Fra  Luca  in  letterali  specie,  e veramente  astratta, 
algehraica;  concludente  però  per  via  di  esclusione:  del  che 
vi  ha  ragion  di  far  maraviglia;  poiché  poteva  egli  a lette- 
rale espressione  tradurre  la  sua  dimostrazion  geometrica, 
ed  ottenuta  ne  avrebbe  e presentata  una  dimostrazion  al- 
gebraica  diretta,  convincente  non  solo,  ma  persuasiva.  Ciò 
che  il  Pacioli  non  fece,  fu  fatto  di  poi,  e la  dimostrazion 
algehraica  più  comune  a’  nostri  tempi  altro  non  è appun- 
to che  la  geometrica  di  lui  a letterali  simboli  trasportata. 
In  breve  è tale:  sia  da  moltiplicare  a — h con  c — c/,  si 
avra  (a  — i)xc  — d(^a  — è);  moltiplicando  — d per  a, 
nel  prodotto  — da  si  toglie  troppo,  dovendosi  toglier  d 
non  tante  volte,  quante  importa  tutto  a,  ma  solamente 
quante  importa  a diminuito  di  h : dunque  a restituire  il  di 
più  tolto,  che  è — db,  bisogna  che  — c/ x — b dia  -\rdh. 
Taluno,  lasciato  il  ragionamento  sul  di  più  tolto,  ha  ama- 
to di  ridurre  la  cosa  ad  una  evidenza  di  facto  nella  molti- 
plica di  — b per  a — a,  la  c|uale  è manifesto  dover  porge- 
re zero,  essendo  a — a=.o.  Or  è conceduto  che  — Z»xa  = 

— ab,  dunque  ad  ottener  — bx(a  — aJ  = o dèe  esser 

— bx  — a = -^ab,  venendone  così  — abHrab=.o.  Bella 
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lode  d’ingegno  merita  il  pensiero  del  signor  Leonardo  Salim- 
beiii  di  trarre  dall’unica  evidentissima  regola 
in  un  colpo  le  altre  tre  — x H- = — , -f-  x — = — , 

— X — = -h . Ecco  la  sua  dimostrazione  con  le  stesse  di 

lui  parole:  Sieno  V m — n^  e /’a  — b due  numeri  complessi 
di  numeri  semplici  positivi  e negativi;  cioè  Vm  — n del  posi- 
tivo m e del  negativo  n,  e Va.  — b del  positivo  a,  e del  ne- 
gativo b.  Dico  che  il  prodotto  delVm  — n nelVa  — b è ugua- 
le al  numero  complesso  dei  prodotti  ma,  mb,  na,  nb,  con 
questa  regola , che  Vm  a , e Vn  b che  derivano  , il  primo  da 

numeri  semplici  positivi y ed  il  secondo  da  numeri  semplici  ne- 

gativi  y debbono  essere  amendue  positivi;  ma  /’m  b e Vna  che 
derivano  da  numeri  semplici^  uno  positivo  e l’altro  negativo^ 
debbono  essere  amendue  negativi;  vale  a dire  il  prodotto  dell’ 
m — n nell’ a — b è uguale  all’ma  — rab  — na-t-nb.  Impe- 
rocché suppongasi  m — n = d ^ e Va — b = q ; adunque  m = 
n-+-dj  e a=:bH-q,  laonde  sarà  m a=n  b-Hn  q-hd  b-l-d  q . 
Ed  aggiungendo  al  secondo  membro  ^ e togliendo  dallo  stesso 
la  grandezza  nb,  sarà  ancora  m a = n b -f-n  q -H  d b -1- d q 
nb  — nbj  ovvero  dando  un  ordine  differente  allo  stesso  se- 
condo membro  y sarà  ma==nb-|-db-|-nb-Hnq-+-dq  — nb. 
Ma  n b -H  d b è uguale  al  prodotto  delVn  -j-  d , cioè  del  m 
nel  b^  e però  è uguale  alVmh  ; e parimente  nb-4-nq  è 
uguale  al  prodotto  delVn  nel  b -H  q , cioè  nell’ a ; e però  è 
uguale  alVna.  Per  conseguenza  ma  = mb-Hna-t-dg  — nb; 
laonde  dq  = ma  — mb  — na-+-rib.  Egli  è poi  il  dq  il 
prodotto  del  d nel  q ^ o delVm  — n nell’ a — b ; quindi  il 
prodotto  delVm  — n nella  — b è uguale  alVm  a — m b — 
naH-nb;  il  che  conveniva  dimostrare.  E chiaro,  cheli  pro- 
dotto nb  y che  l’egregio  autore,  a tessere  la  squisita  sua 
dimostrazione,  aggiugne,  e sottrae,  è quello  stesso,  che 


su  la  immediata  moltiplica  di  m — n con  a — h ragionando 
dimostrasi  oltre  dovere  in  — na  tolto,  e necessario  a re- 
stituirsi ; per  lo  che  conchiudesi  necessario  il  prender 
— nx — ed  in  genere  — x— = onde  ap- 
parisce , che  quella  industria  analitica  piglia  il  luogo  di 
questo  metafisico  ragionamento , e rende  la  dimostrazione 
da  esso  indipendente. 

Dopo  sifiatto  ragionamento  in  figura  geometrica  espresso 
progredendosi  da  Fra  Luca  al  tirare  a conseguenza  il  teo- 
rema : meno  in  meno  moltiplicato  produr  più  : contro  di  tal 
progresso,  contro  sì  maraviglioso  teorema  levossi  ben  pre- 
sto Cardano  , dapprima  nel  capo  xxil  del  libro  De  regala 
Aliza  l’anno  1Ò45,  poi  nel  sermon  De  plus  et  minus  ^ che 
trovasi  verso  il  fine  del  tomo  iv  delle  sue  opere.  L’obbietto 
di  Cardano  si  è questo:  Sia  ABCD  {Fig.  8)  un  campo  di 
cinque  misure  nella  lunghezza  BC^  e di  altrettante  nella 
larghezza  B A ; ma  non  spetti  a te  che  il  terreno  chiuso  dal- 
le tre  misure  di  lungo  BF  — BC  — FC,  e dalle  tre  misure 
di  largo  BEz=.BA  — E A:  sarà  dunque  tuo  il  terreno  qua- 
drato EF^  e sarà  tutto  d’altrui  il  gnomone  EDF^  il  qual 
comprende  tre  parti , il  rettangolo  E G , \\  quadrato  G i/, 
ed  il  rettangolo  HF.  Or  il  rettangolo  .£  G è il  prodotto 
di  — E A in  jELT,  ed  il  rettangolo  H F h \\.  prodotto  di 
//  C in  — FC,  e questi  due  rettangoli  perchè  hanno  un 
lato  negativo  si  concedono  negativi  ; ma  il  quadrato  H D 
prodotto  di  — GK  in  — K H h d’altrui  niente  meno  che  i 
due  rettangoli:  dunque  anch’esso  riconoscer  si  dèe  per  ne- 
gativo nulla  men  che  i due  rettangoli  : dunque  — molti- 
])licato  in  — dà  — , non  , o sia  — x — = — , non  =:  H- . 
E vero  è poi  che  se  dal  quadrato  intero  ABCD  invece 
di  sottrarre  il  solo  gnomone  E D F sì  sottraggano  i due  let- 
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tangoli  EADH^  GDCF,  per  ragion  di  sottrarsi  due  vol- 
te il  quadrato  KGDH^  in  luogo  di  provenirne  il  solo 
quadrato  EBFK^  proviene  EBFK — KGDH\  onde  ad 
aver  soltanto  EBFK,  conviene,  per  riparar  al  troppo  tol- 
to,  aggiugner  KGDH.  Ma  ciò  che  prova?  Non  altro  cer- 
tamente fuorché  non  dovevasi  dal  quadrato  AB  CD  sot- 
trarre più  del  gnomone , e che  sottratto  avendovi  di  più  il 
quadrato  KGDH,  è uopo  restituirglielo,  aggiugnendolo 
in  qualità  di  positivo:  questo  è tutto  ciò,  che  prova  l’ar- 
gomento;  non  mai,  che  il  quadrato  KGDH  contenuto 
nel  gnomone  di  altrui  , tra  i due  negativi  rettangoli  E A 
GH,  KHCF,  ed  al  pari  e in  un  con  loro  manifestantesi 
negativo,  sia  positivo,  sia  tuo.  Ed  a render  la  cosa  vie 
più  chiara,  cerchisi  il  quadrato  BEKF,  dapprima  per  il 
teorema  4.°  del  il  degli  Elementi  di  Euclide,  e di  poi  per 
il  teorema  7.°  Pel  4.°  si  ha  D A B Cz=zB  E K F-\-K  G D H-^ 
AEGK-^KHFC,  e pel  teorema  7.°  D A B C-\-K  G D H=z 
AEHD-^GDCF-\-BEKF.  Dalla  prima  equazione  si 
cava  B E K F — D A B C — A E G K—  K H F C — K G D IF, 
dalla  seconda  proviene  B E K F ■=.  D A B C — AEHD  — 
QDCF-^KGDH.  In  questa  espressione  di  B E K F co- 
roUario  del  teorema  7.°  il  quadrato  KGDH  resulta  affet- 
to del  segno  -H,  o positivo;  ma  è evidente  la  ragione: 
nasce  ciò  dall’aggiugnersi  nel  teorema  7.°  all’intero  qua- 
drato DABC  il  quadrato  KGDH,  e stabilirsi  di  questa 
somma  la  composizione.  Ma  dal  teorema  4.°,  che  insegna 
la  semplice  composizione  del  quadrato  DABC,  segue  ad 
immediato  corollario,  nella  espressione  di  BEKF  trovarsi 
il  quadrato  KGDH  affetto  del  segno  — , non  altrimenti 
che  i due  rettangoli  AEGK,  KHCF:  laonde  manifestasi 
essere  e il  quadrato  KGDH,  e i due  rettangoli  AEGK, 
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K II C F in  rispetto  al  quadrato  BEKF  della  medesima 
condizione , cioè  tutti  e tre  negativi , e di  altrui  posto  il 
quadrato  j5  positivo , posto  tuo.  A intender  nel  suo 

vero  spirito,  e giusto  conlìne  il  cardanico  obbietto,  non  fe- 
risce egli  l’operazione  di  pigliare,  in  genere  nella  moltiplica 
a — h in  c — d per  parti , positivamente  il  prodotto  bd 
delle  due  parti  — 6,  — d l’una  per  Taltra , essendo  ciò 
per  il  teorema  7.°  del  il  di  Euclide  necessario  a giusto 
compenso,  dopo  aver  da  a c sottratti  i prodotti  Z»  c , ad:  la 
regola  di  cosi  operare  in  tal  moltiplica  è d’intrinseca  coe- 
renza , la  dimostrazion  sin  qui  è irrefragabile  ; l’obbietto  ri- 
guarda , e combatte  l’avanzarsi  alla  conseguenza , die  — in 
— produca  . Questa  conseguenza  però  non  potea  senza 
contraddizione  esser  da  Cardano  riputata  illegittima,  e fal- 
sa relativamente  alla  moltiplica  di  — in  — in  quanto  in 
stato  complesso  : onde  la  sua  quistione  non  potè  mirare 
che  alla  moltiplica  di  — in  — in  quanto  in  stato  separa- 
to e semplice;  ed  in  ultima  analisi  non  si  può  nell’obbiet- 
to  di  Cardano  scorgere  che  il  volgimento  dalla  considera- 
zione dell’effetto  della  moltiplica  di  — in  — nello  stato 
complesso  alla  considerazione  deU’effetto  della  moltiplica 
di  — in  — nello  stato  puro,  e sciolto.  E non  è maravi- 
glia, che  Cardano  a tal  considerazion  si  volgesse,  egli,  che 
discopri  le  radici  negative  delle  equazioni.  Persuaso  Car- 
dano per  le  sopra  additate  ragioni,  che  l’effetto  vero  di  — 
in  — fosse  — , studiasi  di  render  ragione  perchè  -h  in  H- 
faccia  solamente  -4-,  e — si  in  — che  in  -+-  faccia  — . 
Ascoltisi  qui  da  lui  stesso  il  vago  suo  discorso  : Dico  quod 
m;  (^minus^  oportet  supponere  tanquam  non  sit  de  ipso  p; 
^plus'j  est  eni/n  alienum  , ideo  ad  construendiim  oportet  assu- 
mere plura  3 ad  destruendam  sufficit  unum  . Ad  hoc  ergo  ut 
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p:  constituatur y oportet  ut  p.  in  p:  ducatur , nani  cum  du- 
citiir  p : in  in  : seu  in  aJienum  fit  m : quia  nihil  potest  ultra 
vires  suas , ergo  p:  potest  quantum  est  ipsum , igitur  cum 
ducitur  extra  ipsum  producit  m ; aliter  posset  plus  producere 
quain  potestate  esset . Sed  cum  ducitur  in  aliud  p : non  po- 
test etiam  nisi  quantum  potest  in  partes  illius  p : . Exem- 
plum , 6 ducitur  in  io,  igitur  in  6 et  4 , sed  ut  in  6 non 
potest  ultra  36;  ut  autem  4 ducitur  in  6 non  potest  nisi  ut 
in  L et  <2  ^ et  ut  in  4 in  seipsum , igitur  non  potest 

nisi  usque  ad  16 , et  ut  residuum  2 in  4 ut  in  2 et  2 , 
igitur  non  potest  nisi  4 et  4;  sed  36,  16,  4,  et  4 produ- 
cunt  60;  igitur  6 in  io  non  potest  producere  nisi  60:  igitur 
m:  in  ni  : ^ seu  alienum  in  alienum , et  m : in  p:,  seu  p: 
i/l  m : , seu  quod  est  in  alienum , seu  alienum  in  id  quod 
est,  producunt  m : solum  seu  alienum:  quod  erat  demonstran- 
dum  . Scorgesi  che  tatto  il  ragionar  di  Cardano  appoggiasi 
sul  considerar  il  negativo  quale  alieno.  Se  abbia  solidità 
questa  considerazione , o se  sia  un  giuoco  di  idee  il  vedrem 
facilmente  dopo  che  definita  avremo  la  vera  qualità  dell’ef- 
fetto del  semplice  — moltiplicato  nel  semplice  — . Sebbe- 
ne prima  di  ciò:  è ella  possibile  tale  moltiplicazione? 

Il  Wolfio  al  num.  34  dell’algebra  risponde  che  no  : Quan- 
tìtas  privativa  per  privativani  proprie  loquendo  multiplicari  ne- 
quit  : id  quod  ipsa  notio  quantitatis  privativae  insinuata  ut 
potè  quae  repugnat  actui  positivo  , qualis  est  iterata  ejusdem 
quantitatis  addillo,  in  qua  inultiplicatio  consistit . Quare  haec 
multiplicatio  proprie  tantum  locum  hahet  uhi  privativae  posi- 
tivis  junguntur  . 

Dottrina  in  parte  conforme  con  più  sottili  idee  espose 
il  nostro  italiano  Venini  ne’  suoi  Elementi  di  matematica^ 
volume  I pag.  i35.  A non  dettrarle  un  atomo,  e preseti- 
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tarla  nel  suo  intero  sistema  recherò,  sebben  alquanto  a 
lungo  i detti  stessi  di  lui  : Quando  una  quantità  ammette 
due  determinazioni  contrarie,  allora  chiamando  una  delle  de- 
terminazioni positiva,  V altra  divien  negativa Per  la 

qual  cosa  ognuno  intenderà  facilmente , che  le  quantità  si 
fossori  considerare  in  due  sensi  assai  diversi  fra  loro , l’uno 
astratto , in  cui  si  prescinde  da  tutte  le  modificazioni , che 
non  sono  di  semplice  quantità , e V altro  determinato , in  cui 
si  ha  riguardo  anche  alle  diverse  relazioni  estrinseche , che 
una  quantità  può  avere  ad  un’altra  . Quando  adunque  una 
quantità  si  chiama  positiva,  o negativa,  segno  è,  che  si  pren- 
de in  un  senso  determinato  . Ciò  posto,  che  cosa  seguirà, 
se  le  quantità,  che  si  voglion  moltiplicare  avranno  qualche 
particolar  determinazione  ? Moltiplicare  una  quantità  per  un’ 
altra  significa  prendere  una  delle  quantità  tante  volte,  quan- 
te sono  le  unità  dell’altra , Adunque  il  moltiplicatore  non  può 
far  altro  che  indicare  con  le  sue  unità  quante  volte  si  abbia 
a prendere  il  moltiplicando , vale  a dire,  che  il  moltiplicato- 
re deve  necessariamente  essere  un  numero  astratto . Quindi  se 
una  quantità  positiva  dovrà  moltiplicarsi  per  una  quantità 
astratta,  il  moltiplicatore  astratto  indicherà  quante  volte  si 
deve  prendere  la  quantità  positiva , che  serve  di  moltiplican- 
do, e per  conseguenza  il  prodotto  sarà  positivo.  Così  se  un 
mercante  guadagna  ogni  giorno  5 lire , per  avere  il  guada- 
gno totale^  che  egli  fa  in  io  giorni,  si  deve  moltiplicare  il 
numero  5 positivo  delle  lire  pel  numero  astratto  io  dei  gior- 
ni, e il  prodotto  sarà  di  5o  lire  positive^  Medesimamente  se 
una  quantità  negativa  si  moltiplicherà  per  un  astratta,  egli 
è chiaro  , che  prendendosi  un  certo  numero  di  volte  la  quan- 
tità negativa,  il  prodotto  sarà  negativo.  Così  se  un  mercan- 
te farà  ogni  giorno  un  debito  di  5 lire,  dopo  io  giorni  il 
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suo  debito  sarà  di  5o  lire  ^ ove  si  vede,  che  il  numero  ne- 
gativo — 5 moltiplicato  per  l’astratto  10  dà  per  prodotto  il 
numero  negativo  — 5o.  Conchiudiamo  adunque , che  il  prodot- 
to di  una  quantità  positiva  moltiplicata  per  un’astratta  è sem- 
pre positivo  y e quello  di  una  negativa  per  un’ astratta  sempre 
negativo.  E perchè  anche  alle  quantità  astratte  si  suol  pre- 
mettere il  segno  -h  f e si  chiamano  positive  y sogliono  gli  al- 
gebristi esporre  le  due  regole  precedenti  in  quest’altra  manie- 
ra: il  prodotto  di  dae~ quantità  positive  è sempre  positivo,  e 
quello  di  una  positiva  per  una  negativa  sempre  negativo.  Bi- 
sogna però  confessare , che  questa  confusione  dell’ astratto  col 
positivo  ha  prodotto  non  pochi  equivoci,  e suole  imbarazzar 
moltissimo  la  mente  dei  principianti . Ala  cosa  succederà  se 
tanto  il  moltiplicatore , quanto  il  moltiplicando  saranno  due 
quantità  determinate,  amendue  o positive,  o negative?  La 
risposta  è facile , cioè,  che  sino  a tanto  che  le  due  quantità 
si  lascieranno  nel  loro  senso  determinato , non  potrà  aversi  al- 
cuna idea  della  moltiplicazione , e che  a questo  fine  bisognerà 
prescindere  dalle  loro  particolari  determinazioni , e prenderle 
astrattamente  . Infatti  non  si  verificherà  mai  il  caso  pratico , 
in  cui  una  quantità  positiva , o negativa  debba  attualmente 
moltiplicarsi  per  un’altra  positiva  anch’essa , o negativa . Or 
se  due  quantità  si  prendono  astrattamente , anche  il  loro  pro- 
dotto dovrà  essere  astratto,  o,  come  altri  lo  chiamano,  posi- 
tivo. E quanto  si  è detto  della  moltiplicazione  di  due  quan- 
tità diverse  si  applichi  anche  alla  moltiplicazione  di  una  quan- 
tità per  sè  stessa.  Imperocché  quando  una  quantità  si  deve 
moltiplicar  per  sè  medesima , essa  fa  nello  stesso  tempo  le  ve- 
ci di  moltiplicando  e di  moltiplicatore  . Ala  per  essere  moltipli- 
catore conviene,  che  sia  astratta.  E'  dunque  necessario  di 
prendere  la  detta  quantità  astrattamente , onde  anche  il  suo 


StS 

prodotto  verrà  ad  essere  astratto , o positivo  . Si  osservi  ora , 
che  il  prodotto  di  una  quantità  moltiplicata  per  sè  medesima 
si  chiama  il  suo  quadrato  j e se  ne  conchiuderà  che  tutti  i qua- 
drati sono  essenzialmente  del  genere  delle  quantità  astratte . 
Chi  cercasse  adunque  una  quantità  , il  cui  quadrato  sia  nega- 
tivo cercherebbe  una  quantità  assurda  3 contraddittoria,  e co- 
me gli  analisti  la  chiamarono  immaginaria  . Ma  applichiamo  per 
maggior  chiarezza  quanto  finora  si  è detto  universalmente  ad 
un  esempio  particolare . Abbiamo  osservato  sopra , che  i beni 
possono  essere  0 positivi , o negativi , secondo  che  consistono  in 
fondi  reali,  in  denari,  in  crediti,  ovvero  in  debiti.  Dunque 
se  si  prenderà  una  certa  quantità  di  beni  astrattamente , essa 
non  sarà  nè  positiva  , nè  negativa  , ma  ammetterà  amendue  le 
determinazioni , e tanto  potrà  consistere  in  fondi , o crediti  , 
quanto  in  debiti.  Supponiamo  ora,  che  ne  sia  proposto  il  se- 
guente problema  ; I beni  di  Pietro  son  doppj  di  quelli  di  Pao- 
lo, e il  loro  prodotto  è uguale  a 1 8 lire  : si  cercano  i beni 
dell’ uno , e dell’altro.  Sia  x il  numero  delle  lire  di  Pietro, 
ed  y quello  delle  lire  di  Paolo.  Sarà  dunque  per  la  prima 
condizione  x—2y,  e per  la  seconda  xy=i8.  Si  sostituisca 
nella  seconda  equazione  il  valor  di  x cavato  dalla  prima,  e 
si  avrà  2y*=i8,  e dividendo  per  a,  y“  = 9.  Or  questa 
equazione  significa,  che  y è uguale  a quel  numero,  il  quale 
moltiplicato  per  sè  stesso  dà  per  prodotto  il  numero  9 . Ma 
questo  numero  non  può  esser  altro  che  il  3 preso  astratta- 
mente , affin  di  poterlo  moltiplicar  per  sè  stesso  . Conchiudiam 
dunque,  che  y è uguale  al  numero  3 preso  astrattamente. 
Ma  qui  si  osservi,  che  ogni  numero  preso  astrattamente  può 
ammettere  due  determinazioni  diverse,  e contrarie , l’una  po- 
sitiva, e l’altra  negativa,  e che  per  conseguenza  l’ y tanto 
potrà  esser  uguale  a -t- 3 , quanto  a — 3.  Or  se  y — — 3, 


Sara  x = H- 6 , e se  y = — 3,  sarò,  x = — 6.  E di  qui  p, 
che  il  problema  ammette  due  soluzioni , vale  a dire , che  in 
due  maniere  diverse  se  ne  posson  verificare  le  condizioni  ; la 
prima  è , che  i beni  di  Pietro  sieno  di  6 lire  di  fondi , o di 
j:  re  diti  ^ e quei  di  Paolo  di  3;  e l’altra^  che  Pietro  abbia  0 
lire  di  debiti , e Paolo  3 . Infatti  così  in  un  caso  , come 
nell’ altro  non  può  farsi  la  moltiplicazione  dei  detti  numeri 
senza  prendergli  astrattamente  ^ e per  conseguenza  amendue  i 
prodotti  sono  uguali  al  numero  astratto  6 . Che  se  nelle  con- 
dizioni del  problema  si  fosse  detto,  che  il  prodotto  dei  beni 
di  Pietro  , e di  Paolo  è di  i8  lire  di  debito , cioè  = — i8  , 
la  seconda  equazione  sarebbe  stata  xy  = — i8,  e quindi 
2.y“= — i8,  ed  y*  = — 9-  Or  questa  equazione  fa  vedere , 
che  il  problema  è impossibile , poiché  la  quantità  y , il  cui 
quadrato  deve  essere  uguale  al  numero  negativo  — 9,6  con- 
traddittoria , e immaginaria . E questo  serve  a porre  ancora  più 
in  chiaro , che  il  prodotto  dei  due  numeri  deve  necessariamen- 
te essere  astratto , e quindi , che  amendue  i numeri  si  devon 
considerare  astrattamente y ciffin  di  moltiplicarli  fra  loro. 

Tiene  altrimenti  il  comune  degli  analisti  : essere  ciò  il 
prodotto  di  — in  — , non  già  astratto , ma  determinatamen- 
te positivo;  del  che  varie  dimostrazioni  si  recano.  Reyneau 
nella  Scienza  del  calcolo,  e l’italiana  Ipazia , l’Agnesi  nel- 
le sue  Istituzioni  analitiche  si  valgono  della  notissima  pro- 
porzione inchiusa  nella  natura  della  moltiplica , di  stare 
l’unità  al  moltiplicatore  come  il  moltiplicando  al  prodotto; 
laonde  avendo  a moltiplicare  — a in  — b sarà  i : — b \ : 
— a:-\-ab,  perchè  — b contiene  i numero  di  volte  b in 
senso  negativo;  dunque  il  quarto  termine  della  proporzione 
conterrà  similmente  numero  di  volte  b in  negativo  senso  la 
negativa  quantità  — a;  dunque  esso  quarto  termine,  cioè  il 


prodotto  di  — a in  — b sarà  positivo.  Si  spedisce  ancor 
più  brevemente  l’Eulero  ne’  suoi  Elementi  di  algebra  con 
un  argomentazione  per  contrario'.  — a per  -f-Z>  dà  — ab^ 
e — a per  — b non  può  produrre  il  medesimo  risultato,  ma 
l’opposto;  dunque  -H  a à . Nelle  Istituzioni  analitiche  socie- 
volmente composte  da  Vincenzo  Riccati , e da  Girolamo  Sa- 
ladini  leggesi  una  dimostrazione,  cui  l’Alembert  eziandio  nel- 
la Enciclopedìa  artic.  Multiplication  tributa  le  lodi  di  nuova  , 
ed  ingegnosa,  ed  in  francese  linguaggio  per  intero  traduce. 
Io  la  darò  nel  suo  originale  ; Quoniam  multiplicator  nìhil 
aliud  ostendit , nisi  quoties  multiplicanda  quantitas  sit  acci- 
pienda , jam  si  haec  positiva  sit  3 et  ille  pariter  positivus  3 
erit  quoque  productum  ut  patet  positivum  , eoque  majus  , quo 
multiplicator  ipse  major  erit  3 et  minus  3 quo  minor;  ergo  si 
multiplicator  sit  zero  3 erit  zero  etiam  productum;  ergo  si  ma- 
gis  decrescat  multiplicator,  et  fiat  minor  quam  zero  3 hoc  est 
negativus  3 etiam  productum  magis  decrescat  necesse  est , fiat’- 
que  minus  quam  zero,  seu  negativum  . En  igitur  quomodo  sit 
manifestum , productum  positivae  quantitatis  per  negativam 
multiplicatae  esse  negativum  . Suppone  modo  quantitatem  ne- 
gativam per  positivam  multiplicari  oportere . Jam  ex  deinon- 
stratis  erit  productum  negativum  3 et  eo  minus  in  hoc  ordine  3 
hoc  est  tanto  minus  quam  zero  3 quanto  ipse  multiplicator 
crescit  3 seu  major  est  3 et  quanto  multiplicator  fiet  minor, 
tanto  productum  erit  minus  in  ordine  negativorum , hoc  est 
tanto  propiu s accedet  ad  zero  ; ita  ut  crescat  semper  produ- 
ctum , si  decrescat  multiplicator  : ergo  cum  hic  est  zero  3 pro- 
ductum erit  zero  : ergo  si  magis  etiam  multiplicator  decrescat, 
ncmpe  si  negativus  fiat,  crescet  magis  productum,  adeoque 
erit  majus  quam  zero  ac  consequenter  positivum  3 quantitas 
igitur  negativa  per  negativam  multiplicata  productum  dabit 
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positivum . Comecché  stimasse  TAlembert  per  tale  dimostra- 
zione felicemente  spiegato  il  paradosso,  che  — per  — dia 
-H , prende  egli  cionulladimeno  a discuterlo  sotto  altro 
aspetto,  esaminando  la  maniera  onde  li  segni  agiscono  gli 
uni  su  "li  altri:  Examinons  la  maniere,  doni  le s sisnes  osis- 
sent  les  uns  sur  les  autres  . Il  faut  prouver  que  x ==  H- ; 
que  ■+•  X — =.  — ; que  — x H-  = — ; que  — X — = -1-  . 
i.‘’-|-3xH-4  doit  donner  -l-ia;  car  le  multiplicateur  -f- 4 
étant  affecté  du  signe  , montre  qu’il  faut  prendre  la  quan- 
tité  -h3  positive  autant  de  fois  qu’il  est  marqué  par  4;  c’ est- 
à-dire qu’il  faut  la  prendre  4 fois  telle  qu’elle  est:  or  4 
fois  •+•  3 — J—  3 — 3 — t—  3 — H 3 12^  ainsi  —1—  x —H  — I—  . 

2/  -1-3  X — 4= — 12-  Remarquez  que  le  multiplicateur  4 
étant  affecté  du  signe  — , fait  connoìtre  qu’il  faut  retrancher 
la  grandeur  -t-  3 quatte  fois  ; on  écrira  clone  — 3 — 3 — 3 
— 3 = — 12.  On  volt  donc  pourcpioi  -H  x — = — i . 

3. °  — 3x-1-4  = — 12;  car  le  multiplicateur  4 étant  positif 
signifie  qu’il  faut  prendre  — 3 quatte  fois , et  par  consé- 
quent  écrire  — 3 — 3 — 3 — 3=r  — 12;  ainsi  — x -1-  = — . 

4. *  — 3X  — 4=-l-i2.  On  doit  toujours  se  régler  sur  le  si- 
gne du  multiplicateur  : son  signe  étant  negatif,  le  multiplica- 
teur — 4 indique  qu’il  faut  retrancher  — 3 quatte  fois  : or 
polir  óter  — , on  écrit  Donc , pour  òter  — 3 quatte  fois  on 
écrira  -^-3— 1—3 -1-3 -1—3=: -f"  I 2;  et  par  conséquent  — x — 

Più  di  un  secolo  però  avanti  TAlembert  usò  tal  dimostra- 
zione il  Wallis,  ed  è essa  oggidì  la  più  adottata.  Non  tra- 
lascierò di  rammemorare  Tosservazione  aggiunta  dall’abate 
Marie,  e con  esso  dal  Canovai,  e del  Ricco  benemeriti  di 
aver  con  lo  stesso  conciso  stile  recate  a tanta  ampiezza  le 
lezioni  di  lui.  lei  (dice  Marie)  remarquerons , en  passoni, 
que  si  l’usage  n’autorisoit  pas  cette  maniere  de  s’exprimer , 
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rien  ne  seroit  plus  ahsurde  que  de  dire  -f-x 

-f-x  — = — ....  — X — Car  enfin  ce  ne  sont  pas 

des  signes  que  Von  midtiplie , mais  seulement  des  quantités  . 
Dovendosi  tuttavia,  giusta  il  parlare  massimamente  del  d’Alem- 
bert,  distinguere  in  concetto  la  moltiplica  di  quantità  con 
quantità,  e l’azione  del  segno  del  moltiplicator  sopra  il  se- 
gno del  moltiplicando;  questa  azione,  riguardando  la  molti- 
plica, ed  essendo  essa,  che  determina  il  segno  del  prodot- 
to della  moltiplicazion  delle  quantità,  pare  in  conseguenza, 
che  non  lasci  senza  ragione , ed  abbastanza  giustifichi  le 
esposte  espressioni,  dando  appunto  a — x — = — , per 
esempio,  il  senso,  che  l’azione  del  — del  moltiplicatore 
sopra  il  — del  moltiplicando  ha  per  effetto,  ed  al  pro- 
dotto delle  quantità  appone  il  . Unendo  i pareri  , vedesi 
non  esservi  concetto,  che  al  prodotto  di  quantità  negativa 
in  quantità  negativa  assegnato  non  siasi,  facendosi  deter- 
minatamente negativo,  determinatamente  positivo,  indeter- 
minato ad  astratto . 

Tra  SI  discordi  opinioni  io  comincio  dal  considerare  la 
cosa  geometricamente.  Dal  punto  C (^Fig.iZ)  tiro  a destra 
la  retta  CB,  che  considero  positiva,  e chiamo  -4-x;  la 
prolungo  in  contraria  parte  a sinistra,  e considerando  C A 
negativa,  la  segno  — x.  Dal  medesimo  punto  C ergo  per- 
pendicolare ad  AB  la  retta  CD^  che  prendo  per  positiva 
ordinata,  e noto  -+-?/.  Fo  scorrer  questa  parallela  a se  stes- 
sa lungo  C7?z=-f-x,  con  che  mi  si  produce  il  rettangolo 
CDRB=.-\-y'K-\-x\  facendola  scorrere  in  contrario  per 
la  CA  — — X,  si  produce  il  rettangolo  CDQAz=-\-yy. — %. 
Abbasso  dal  punto  medesimo  C perpendicolarmente  alla  ret- 
ta stessa  ^ ^ la  ordinata  Cjf,  che,  siccome  tendente  con- 
trariamente alla  CD^  riguarderò  in  confronto  qual  negati- 
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va,  e segnerò  — jc  . Se  la  fo  scorrere  per  — vien 
prodotto  il  rettangolo  CESB  — — 7/x-ha:,  e se  al  con- 
trario la  fo  scorrere  per  C A—  — x prodotto  viene  il  ret- 
tangolo CEPA—  — yx — X.  E evidente,  che  i rettangoli 
-+-2/x-4-a:,  — yx — x hanno  situazioni  ben  differenti.  Che 
intendesi  duncjue  con  dire,  che  sono  Timo  e l’altro  positi- 
vi? Che  coincidono?  Nulla  di  più  falso.  Che  stanno  alla 
stessa  banda  di  una  retta?  Ciò  non  si  verifica,  ne  rappor- 
to alla  retta  nò  rapporto  alla  retta  DE.  Stanno  alla 

parte  medesima  rapporto  alla  retta  AB^  i due  rettangoli 
-t-yxH-x,  -l-r/ X — X al  disopra,  ed  i due  — ?/ x -+- x , 
— y X.  — X al  di  sotto;  stanno  alla  stessa  parte  rispetto  al- 
la retta  DC  i due  -l-^x-f-x,  — r/x-l-xa  destra,  ed  i 
due  y X — X,  — yx  — x a sinistra:  ma  i due  rettangoli 
-f-^/x-H-x,  — yx — X sono  contrariamente  posti  rispetto 
ad  ambedue  le  rette,  e rispetto  alla  /Ìj&,  e rispetto  alla 
DE^  si  oppongono  eglino  al  vertice  in  C,  e tendono  con- 
trariamente per  ogni  direzione.  Chi  argomentasse:  il  ret- 
tangolo CDQA  e contrario,  e negativo  rispetto  al  rettan- 
golo C D R B il  rettangolo  CEPA  è contrario  al  rettan- 
golo CDQA'.)  dunque  il  rettangolo  CEPA  e positivo:  chi 
così  argomentasse  , peccherebbe  in  forma  , non  avvertendo 
che  la  contrarietà  dei  rettangoli  CDRB  ^ CDQA  è rela- 
tiva alla  linea  CD^  e la  contrarietà  dei  rettangoli  CDQA^ 
CEPA  è relativa  alla  retta  C^;  onde  l’argomento  viene 
ad  avere  quattro  termini.  E poi  per  essersi  il  rettangolo 
CDQA  fatto  negativo  tra  i due  CDRB,  CDQA,  non 
ne  segue  di  necessità , che  debba  prendersi  similmente  a 
negativa  tra  i due  CDQA,  CEPA,  e nulla  impedisce, 
che  per  ro[)posto  gli  si  dia  la  qualità  di  positivo.  Lo  stes- 
so dicasi  del  rettangolo  CESB:  questo  è contrario,  e ne- 


gdtivo  rispetto  al  rettangolo  CDRB^  ma  relativamente 
alla  retta  C B \ e egli  medesimo  contrario  al  rettangolo 
C£BA,  ma  relativamente  alla  retta  CB,  le  contrarietà 
lian  relazion  diversa , e son  diverse  : l’assegnamento  della 
qualità  di  negativo  al  rettangolo  CESB  tra  i due  CESB^ 
CDRB^  non  importa  di  necessaria  conseguenza  l’assegna- 
mento  della  stessa  qualità  a lui  tra  i due  CES  B ^ C EPA. 
Cionulladiineno  l’attribuire  al  rettangolo  CDQA^  ed  istes- 
sainente  al  rettangolo  CESB  un  concetto  costante,  di  ne- 
gativo cioè  in  ambidue  i rispetti,  in  rispetto  al  rettangolo 
CDRB,  ed  in  rispetto  al  rettangolo  CERA,  è ciò,  che 
è più  naturale,  più  semplice,  ed  alla  continuità  conforme. 
Così  dal  positivo  CDRB  si  passa  al  negativo  CDQA^ 
da  questo  negativo  al  positivo  CAPE,  da  questo  positivo 
al  negativo  CESB,  e da  c[uesto  negativo  ritornasi  al  po- 
sitivo CBRD:  l’alternativa  è continuata,  e regolare.  A 
formarsi  un’idea  più  continua  dei  passaggi , si  concepisca 
che  C B = -^  X si  vada  via  via  diminuendo  sino  ad  annul- 
larsi cadendo  B in  C,  e che  poi  cresca  da  C in  A dive- 
nendo = — il  rettangolo  positivo  CDRB  continuamen- 
te diminuito  si  annienterà  in  CD,  indi  uscirà  il  rettango- 
lo negativo  =-^3/x — x stendentesi  a CDQA.  Conce- 
pendo ora  diminuirsi  CD,  e dopo  il  proprio  annientamen- 
to in  C emergere  diretta  da  C in  si  diminuirà  ed  an- 

nullerà il  rettangolo  negativo  CDQA,  e si  formerà  il  po- 
sitivo — XX  — y crescente  in  CAPE.  Si  diminuirà  que- 
sto, e si  annullerà  in  CE,  diminuendosi  AC  = — x sino 
ad  annientarsi  in  C;  donde  rinascendo  ==:-+-x  si  genererà 
il  rettangolo  — yx-^x  dilatantesi  via  via  in  CESB',  po- 
scia questo  diminuito  grado  grado,  ed  annullato,  con  il  di- 
minuimento  , ed  annullamento  di  EC,  si  riprodurrà  il  po- 
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sìtivo  X y,  y crescente  in  CBRD  con  il  rinascere  di 
-4-7/.  Il  rettangolo  CE  FA,  ed  il  rettangolo  CDRB  con- 
vengono nell’aver  gli  stessi  negativi,  ed  in  esister  fra  loro; 
ma  hanno  ai  negativi  medesimi  una  relazione  reciproca  : il 
negativo  C D Q A ■==. -^  y y — x è rispetto  al  C DRBzzz 
y y X negativo  relativamente  alla  retta  DE,  e rispet- 
to al  CEPA  = — yy  — x è negativo  relativamente  alla 
retta  AB',  q reciprocamente  il  negativo  CESB= — y y -+-x 
rispetto  al  CDRB  è negativo  relativamente  alla  retta  AB, 
e rispetto  al  CE  FA  relativamente  alla  retta  DE:  tanto 
l’esistenza  stessa  fra  i due  negativi  comuni  è nei  rettangoli 
CDRB,  CERA  dissimile.  Sono  amendue  positivi,  ma  si 
lontani  dall’aver  una  identica  situazione,  che  si  oppongono 
anzi  al  vertice  , e tendono  per  ogni  verso  contrariamente  , 
sono  contrarj  in  angolo  . Lo  stesso  è però  dei  due  negati- 
vi. Farebbero  pertanto  di  mestieri,  a distinguer  precisamen- 
te le  posizioni,  di  quattro  segni,  per  ciascun  dei  quattro 
rettangoli  il  suo . Se  uniscansi  nella  formola  — ^ y i due 
negativi  -4-i/x — x,  — y y -+- x , del  pari  unir  si  potranno 
nella  formola  -i-xy  i due  positivi,  — yy — x. 

Può  avervi  cagione,  e pericolo  di  errore  in  tali  unimenti  ? 
Non  già , purché  si  tenga  bene  a mente , che  le  formule 
-{-xy,  — xy  hanno  l’una  e l’altra  una  duplice  rappresen- 
tazione, di  due  prodotti,  cioè  o rettangoli  al  vertice  oppo- 
sti. L’uso  però  di  quattro  segni  avrebbe  due  vantaggi . Re- 
sterebbe così  preoccupata  la  difficoltà,  che  una  quantità 
negativa  — y in  altra  negativa  — x moltiplicata  dia  pro- 
dotto positivo  , avvisando  la  diversità  del  segno , non  esser 
tal  positivo  prodotto,  quello  stesso  dalla  moltiplica  della 
positiva  quantità  -{-y  nella  positiva  -f-x  proveniente,  ma 
ben  diverso.  Schiverebbesi  in  oltre  la  incertezza,  nella  qua- 
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le  in  trigonometria  cercando  un  angolo,  ed  in  astronomia 
cercando  il  luogo  di  un  pianeta  si  cade  , qualora  l’angolo  , 
o il  luogo  del  pianeta  resulti  espresso  per  il  prodotto  del 
seno , e del  coseno , potendo  ugualmente  tal  prodotto  di- 
notare un  punto  nel  primo,  e nel  terzo  quadrante  del  cer- 
chio, se  fornito  del  segno  ed  un  punto  nel  secondo  e 

nel  quarto  quadrante  del  cerchio , se  affetto  del  segno  — . 
Se  non  che  proseguendo  su  tal  sistema  di  precise  distin- 
zioni, moltiplicherebhersi  di  soverchio  gli  algebraici  segni. 
Si  concepisca  dal  punto  C eretta  su  in  alto , perpendicolar- 
mente al  piano  della  carta,  una  retta,  che  dinoterò  per 

2 , ed  intendasi,  che  il  rettangolo  Q P S M scorra  paral- 
lelo a sè  stesso  per  questa  altezza  -h  2 ; i quattro  rettan- 
goli, ne’  quali  esso  rettangolo  intero  è diviso,  formeranno 
altrettanti,  cioè  cjuattro  solidi  diversamente  situati.  E se 
dallo  stesso  punto  C s’immagini  calata  in  giù  sotto  il  pia- 
no della  carta,  perpendicolarmente  ad  esso,  una  retta  — z, 
discendendo  il  rettangolo  intero  Q P S P per  la  profondità 

— 2,  si  genereranno  quattro  altri  solidi  contrariamente  ai 
quattro  primi  situati  in  relazion  al  piano  della  carta:  laon- 
de , a distinguer  le  otto  diverse  situazioni , sarebbe  uopo 
di  otto  segni  differenti . Ristretto  a due  il  numero  degli  ot- 
to segni,  ciascuna  delle  due  formule,  x y z ^ — xyz 
avrà  una  quadruplice  rappresentazione,  cioè  la  prima  dei 
quattro  solidi  -J-xx-f-^/x-l-z,  — x x.  — ^x-i-z,  — xx 
-h  y 'X — z,  -I-5CX — yx  — 2;  la  seconda  dei  quattro  -hx  x 

y X — z,  — XX  — y X — z,  — xx-|-?/x-l-z,  -Hxx 

— yx-\-z.  Conservata  memoria  di  questa  quadruplice  rap- 
presentazione non  si  caderà  in  equivoco  ; se  però  dei  quat- 
tro solidi  si  desideri  uno,  piuttosto  che  gli  altri,  sarà 
d’uopo  di  un  dato  particolare , che,  togliendo  la  incertezza, 
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lo  determini  . Sebbene  poi  la  moltiplica  di  una  retta  con 
altra  rappresenti  naturalmente  una  superficie,  non  è pe- 
ro c|uesto  il  solo  uso  di  essa,  ma  impiegasi  altresì  a deter- 
minar una  semplice  retta  per  proporzione;  e posta  a pri- 
mo termine  della  proporzione  la  retta  presa  ad  unità,  ed 


espressa  per  i , la  retta  cpiarta  proporzionale  , soppresso  il 
divisore  i , si  rappresenta  per  il  prodotto  delle  due  rette 
medie . Dopo  aver  pertanto  veduti  gli  effetti  dei  segni  del- 
le rette  fra  loro  moltiplicate  nelle  prodotte  superficie,  ve- 
diamone gli  effetti  nelle  rette  proporzionalmente  determina- 
te . Condotta  { Flg.  14  j la  retta  ML  si  tagli  nel  punto  C 
con  la  retta  H K formante  i due  acuti  angoli,  al  vertice  op- 
posti, uguali,  KCL,  HCM,  l’un  sopra,  l’altro  sotto  essa 
retta  M L.  Si  prenda  da  C in  Z la  retta  Ci,  e conside- 
randola per  Tunità  delle  rette,  si  faccia  =-4-1;  dal  pun- 
to t si  alzi  l’ordinata  y riguardando  per  positive  le  ordi- 
nate sopra  la  retta  M L\  se  lungo  CL  piglisi  da  C una  qua- 
lunque altra  distanza  CB , la  quale  chiamisi  -1- x , e si  alzi 
la  ordinata  perpendicolare  ZP;  perla  similitudine  dei  trian- 
goli sarà  i \ y\: X B P conseguentemente  B P z=. 
— — , e soppresso,  e sottinteso  il  divisor  H- i , B P z=. 
-i-?/x-t-x.  Se  ora  si  concepisca,  che  l’ascissa  C B z=.-\-  x 
si  faccia  continuamente  minore,  BP  diverrà  anch’essa  in 
proporzione  minore,  e si  annullerà  in  C,  annientandosi  in 
C l’ascissa  H-  x ; ed  uscendo  da  C l’ascissa  contrariamente 
diretta  verso  A cioè  negativa  = — x,  l’ordinata,  che  deve 
terminare  alla  retta  HK^  caderà  sotto  la  retta  ML  nell’ 
angolo  MCH^  e nel  punto  per  esempio  A,  cioè  divenuta 
l’ascissa  negativa  — x—CA,  l’ordinata  " si  stenderà  da  A 
in  C»  ^d  attesa  la  similitudine  dei  triangoli  Ctr,  CAQ, 
sarà  — x:  A Q =.  — — = •+*  y x — ^ • L’ordi- 


nata  B P situata  sopra  l’asse  delle  ascisse  M L e positiva , 
e Tordinata  AQ  situata  sotto  il  medesimo  asse  è negativa; 
dunque  la  retta  quarta  proporzionale  dopo  -4- i , y -Ha:, 
ed  = -Hyx-H2c  è positiva;  e la  retta  quarta  proporziona- 
le dopo  -Hi,  -Hy,  — X,  ed  =-f-2/x — x è negativa.  Al 
presente  all’ascissa  Cf=-Hi,  in  luogo  dell’ordinata  posi- 
tiva -Hy  = rr,  applichiamo  l’ordinata  negativa  tv=z. — y, 
e per  li  punti  n,  C tiriamo  la  retta  GCF.  Prendendo 
CB=:-hx,  e da  B^  perpendicolarmente  a.  C L , calando 
l’ordinata  B R , a cagione  della  simiglianza  dei  triango- 
li Ctv,  CBR,  sarà  -Hi- — y : x : B R ■=. — — 

— z/x-Hx.  Ed  immaginandoci  continuamente  decrescente 
C B = X ^ sino  ad  annullarsi  in  C,  si  accorcierà  in  pro- 
porzione continuamente  BR  sino  ad  annientarsi  in  C.  Ri- 
mane di  sapere,  ed  è ciò  che  precipuamente  importa,  do- 
ve, e come  posta  sarà  la  retta  quarta  proporzionale  dopo 
-HI,  — y,  — X,  ed  uguale  a — — -5  o sia  = — ?/ x — xl 
Dopo  annientata  pertanto  la  -Hx,  e congiuntamente  la 
BR  in  C,  esca  quinci  la  — x;  non  è egli  evidente,  che 
l’ordinata  corrispondente,  dovendo  alla  retta  GF  termina- 
re, caderà  nell’angolo  MCFÌ  Dunque  fatta  per  esempio 

— x — CA,  sarà  l’ordinata  dal  punto  A la  retta  AG,  e 

giusta  la  similitudine  dei  triangoli  Ctv,  GAG  sarà  -f-  i;-^ 
y : : — x : A G , ed  in  conseguenza  A G z=.  ^ = — y x 

— X.  Si  alza  la  ^ O sopra  l’asse  delle  ascisse  ML,  non 
altrimenti  che  la  BP,  e perciò,  similmente  che  cjuesta , 
è positiva;  e la  BR  cade  sotto  dell’asse  delle  ascisse  ML 
del  pari  che  la  AQ,  laonde  sono  ambedue  negative:  ma 
la  positiva  AG  = — yx — x appartiene  ad  un  luogo  geo- 
metrico, che  è la  retta  GF,  diverso  dal  luogo  geometrico, 
al  quale  appartiene  la  positiva  BP  — -}-yx-{~x,  essendo 
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luogo  geometrico  di  questa  la  retta  HK\  e la  prima  è 
compresa  in  un  angolo  MCF^  che  guarda  contrariamente 
dell’angolo  LCK^  dentro  il  quale  è compresa  la  seconda. 
La  diversità  medesima  passa  tra  le  due  negative  A Q — 
-1-7/x  — x,  B R=. — 7/x-f-x.  Mi  volgo  già  a contempla- 
re la  cosa  aritmeticamente . Si  richiami  la  progressione 
aritmetica  (A) 

n ...  . -t“4  5 5 2 5 “1"  ^ 5 ® 5 I 5 5 3 , 4 J • • • • ^ 

Se  si  moltiplichi  ogni  termine  per  un  numero  qualunque 
positivo,  o negativo  2/ 5 ® chiaro  doverne  resulta- 

re una  progressione  similmente  aritmetica,  ma  di  differen- 
za continua  , in  vece  di  -f- i . Or  moltiplicando  per 
-i- ?/  i termini  negativi  — i,  — 2,  — 3....  concedesi  ne- 
gativi riuscire  i prodotti;  dunque  moltiplicando  per  -h  y il 
membro  dei  termini  positivi  -l-i,  -ha,  -h3....  i prodot- 
ti saranno  determinatamente  positivi,  non  già  astratti,  e la 
intera  progressione  proveniente  sarà  (^A') 
-h«y....-h43/,-h3?/,-h2  2/,-hi2/,  o,  — ly,  — iy^  — 3^,  — 43/.... — ny 
Cangisi  -h  2/  in  — 3/ , cioè  propongasi  di  moltiplicare  la 
progressione  (A)  per  — y:  per  comun  consenso  il  membro 

positivo  -\-n “h4,  -h3,  -ha,  -hi,  moltiplicato  per 

— y darà  una  succession  di  prodotti  negativi;  ma  la  suc- 
cession  de’  prodotti  del  membro  negativo  — i , — 2 , — 3 , .... 
moltiplicato  per  — y deve  unitamente  alla  succession  di 
quei  prodotti  negativi  costituire  una  progressione  continua 
di  perpetua  differenza  — 3/;  dunque  le  moltipliche  dei  ter- 
mini negativi  — i,  — 2,  — 3....  per  — y daranno  pro- 
dotti determinatamente  positivi,  non  mica  astratti,  e la 
progressione  intera  nascente  sarà  (A") 

—ny.... — 43/,— 33/,— 23/,  —13/,  o,-hi3/,  -h23/,-h33/,-i-43/  ...-+~ny 
É manifesto,  che  questa  progressione  è rovescia  della  (A'^ 
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nata  per  la  moltiplica  di  (A)  in  -i- y . Ritornando  alla  figu- 
ra 14,  e confrontando  i resultati  aritmetici  con  i geome- 
trici , scorgesi  facilmente , che  la  progressione  (A')  rappre- 
senta la  serie  delle  ordinate  alla  retta  H K,  espresse  per 
dando  ad  x successivamente  i valori  o,  i, 
2 , 3 ....  ; e che  la  progressione  (A'')  rappresenta  la  serie 
delle  ordinate  alla  retta  contrariamente  l’asse  tagliante  C F, 
espresse  per  — yx-^x.  Si  passa  nella  figura  con  cammino 
continuo  dalla  retta  KH  alla  GF  diminuendo  grado  grado 
annullandola  in  t , e riproducendola  in  contraria 
parte  verso  v sino  ad  esser  = — 3/:  la  retta  K H di 
questa  guisa  con  rotamento  continuo  intorno  al  punto  C si 
trasferisce  in  GF^  il  suo  punto  P \n  R ^ ed  il  suo  punto 
Q in  O . Con  lo  stesso  graduale  cangiamento  di  -+- 3/  in  o, 
e quinci  in  — y la  progressione  (A^'j  passerebbe  gradual- 
mente alla  progressione  (A") . Questa  progressione  non  è 
che  essa  progressione  (A'J  voltando  in  contrario  il  segno  di 
ciascun  termine  ordinatamente  : dunque  la  moltiplica  per 
— y non,  è in  fondo  che  il  volere  l’effetto  contrario  della 
moltiplica  per  ■+•  y . Non  si  ha  pena  in  concepire,  ed  am- 
metter ciò,  qualora  trattasi  di  moltiplicando  positivo  ~^y: 
ma  non  vale  la  ragione  stessa  per  il  caso  di  moltiplicando 
negativo?  La  dimostrazione  appunto  tessuta  per  mezzo  del- 
le progressioni  (^) , (A'),  (A"^  ha  questo  beneficio,  di  ma- 
nifestare che  l’una  cosa  è congiunta  con  l’altra;  che  sicco- 
me -hnx — 3/=  — (-H/2X-Ì-3/),  così  per  intimo  necessa- 
rio vincolo  — nx  — 3/  = — ( — nx-hy):  ciò  che  chiaro 
confermasi  nella  figura , non  potendo  esser  contrariamente 
poste  RP  = -hxx-}-y,  RR=:-t-xx — 3/,  senza  che  ne 
segua  che  contrariamente  poste  pur  sieno  le  due  rette 
A Q =. — a[:x-H3/,  AO  — — xx — y.  In  aritmetica  molti- 
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plica  il  moltiplicatore  e proplamente  eli  essenza  astratto  ; 
quinci  in  rigore  = ® conseguente- 
mente — 2/  = -— X I/)  . Cioè  nella  aritmeti- 

ca moltiplica  tanto  se  il  moltiplicator  sia  -Hy,  quanto  se 
sia  — 2/,  bisogna  per  un  momento  nell’atto  della  moltipli- 
ca prescinder  dal  segno  del  moltiplicatore , e considerarlo 
sol  dopo , per  assegnare  a]  prodotto  il  conveniente  segno . Il 
moltiplicatore  astratto  y non  può  alterare  la  qualità  del 
moltiplicando  sia  positivo  o negativo;  dunque  = 

21+ «2/ 5 ® perciò  il  significato  dell’ 

esterno  segno  positivo  -H  non  può  essere  che  di  porre  , 
tal  qual  è risultato,  il  prodotto  zk.ny\  e cosi  solamente 
l’effetto  della  moltiplica  aritmetica  conviene  con  la  deter- 
minazione geometrica  delle  rette  BP,  AQ.  Abbiamo  dun- 
que semplicemente  x -H 2/ = ri: ^ 2/ i conseguentemente 

^/2X  — y=.  — (r±'^2/)9  significando  l’esterno  segno  nega- 
tivo — la  contrarietà,  che  dèe  esser  data  al  prodotto 
quindi  sarà  in  fine  ^/nx — y — z^ny^  che  è l’effetto 
aritmetico  esattamente  corrispondente  alla  geometrica  deter- 
minazione delle  due  rette  B AO. 

Con  la  scorta  di  queste  considerazioni  è facile  il  discer- 
nere ciò,  che  vi  abbia  di  più  o men  retto,  più  o men  so- 
do, di  difettoso  ed  insussistente  nelle  dottrine  di  Cardano, 
del  Wolfio,  del  Venini,  di  Reynean  , e dell’Agnesi , di 
Vincenzo  Riccati , di  Wallis,  e d’Alembert . 

Quanto  primieramente  al  Cardano  si  spetta,  se  tuo  è 
soltanto  il  terreno  (AB  — AE)  (B  C — CF)-=BEKF 
(Fig.8);  essendo  fuori  del  tuo,  ed  altrui  il  terreno  KQDH 
non  meno,  che  i terreni  EAQK^  KHCF^  egli  è certamen- 
te negativo  unitamente  a questi  due  nel  senso  di  non  es- 
ser tuo.  Ma  non  è questo  il  senso  di  negativo,  di  cui  è 


quistlone,  nè  toglie  questo,  che  siccome  i due  rettangoli 
EAGK^  KHCF  sono  contrariamente  posti,  ed  in  tal  sen- 
so negativi  rispetto  al  rettangolo  B EKF  relativamente  al- 
le due  rette  E H ^ QF\  cosi  essi  due  rettangoli  medesimi 
EAGK,  K F[ C F sieno  relativamente  alle  stesse  due  rette 
EH,  GF,  sebben  reciprocamente,  in  contraria  parte  posti, 
ed  in  tal  senso  negativi,  rispetto  al  rettangolo  KGDH,  e che 
questo  in  conseguenza  si  consideri  positivo,  non  altrimenti 
che  il  rettangolo  BEKF',  con  il  riflesso  però,  che  questi 
due  positivi  non  sono  coincidenti,  o identici  di  luogo,  an- 
zi al  vertice  opposti,  ma  hanno  comuni  i due  negativi.  In 
prima  origine  dell’idea  del  puro  meno  o sia  della  quantità 
negativa  fu  detto  puro  meno,  o quantità  negativa  il  debito, 
cioè  il  denaro  che  ad  altri  devi,  non  il  denaro  che  non  hai  . 

Come  mai  potè  il  Wolfio  ristrignere  la  moltiplica  al  ca- 
so, che  le  privative  quantità  sieno  alle  positive  giunte, 
escludendone  assolutamente  le  semplici  e solitarie,  senza  av- 
vedersi , che  si  chiudeva  la  via  alla  contemplazione  del  qua- 
drato della  quantità  negativa,  della  radice  negativa  dell’ 
equazione  ac*  = « , ed  in  genere  di  qualunque  negativa  ra- 
dice di  una  equazione  di  qualsivoglia  grado?  E vero  è,  che 
il  moltiplicator  aritmetico  non  si  può  concepir  negativo: 
ma  che  perciò?  Non  si  può  egli  concepire  nè  tampoco  po- 
sitivo, ma  di  sua  natura  addomanda  concetto  astratto.  Si 
conchiuderà  egli  adunque  non  poter  cadere  la  moltiplica 
che  su  due  quantità,  una  delle  quali  sia  astratta?  Sarà  così 
esclusa  la  moltiplica  non  solo  di  quantità  negativa  per  ne- 
gativa , e di  positiva  per  negativa,  come  vuole  il  Wolfio 
nei  teoremi  5.*  e 6.°  ; ma  del  pari  ed  ugualmente  di  posi- 
tiva per  positiva,  e di  negativa  per  positiva,  e inutili  tor- 
neranno i teoremi  3.°  e 4.“  del  Wolfio  medesimo  su  le  rego- 
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le  di  tali  moltipliche.  Oltre  di  che,  la  moltiplica  delle 
quantità  privative  alle  positive  giunte  , esempigrazia  di 
-+- a — b in  -h-c — d non  si  risolve  ella  in  quattro  molti- 
pliche di  quantità  semplici , e non  comprende  le  combina- 
zioni tutte  di  moltiplica,  di  positiva  per  positiva,  di  posi- 
tiva per  negativa,  di  negativa  per  positiva,  di  negativa 
per  negativa?  La  conseguenza  dunque  sarebbe  di  riguardar 
per  chimerica,  e da  bandirsi  anche  la  moltiplica  delle  quan- 
tità privative  alle  positive  congiunte.  A salvar  tutto,  altro 
non  vi  ha  che  distinguere  nel  positivo,  o negativo  molti- 
plicatore il  segno  dal  numero,  prescinder  per  un  istante 
dal  segno,  far  la  moltiplica,  e poi  richiamato  in  considera- 
zione il  segno  del  moltiplicatore,  su  di  esso  regolare  il  se- 
gno del  prodotto,  lasciandolo  qual  usci,  se  il  segno  del  mol- 
tiplicatore sia  , voltandolo  in  contrario  se  il  segno  del 
moltiplicatore  sia  — . Tutto  ciò  in  aritmetica  contemplazio- 
ne; che  in  geometrica,  lungi  dal  dover  per  un  momento 
prescindere  dalla  positiva,  o negativa  direzion  dell’ascissa 
a; , è anzi  uopo  fissarvi  la  prima  attenzione,  e tenervela 
nell’atto  di  far  lunghessa  scorrere  l’ordinata  y , ovvero 
— ?/,  onde  concepire  {Fig.  i3)  la  generazione  dei  quattro 
distinti  rettangoli,  e { Fig.  14)  la  determinazione  delle 
quattro  rette  quarte  proporzionali.  Queste  Figure  poi  non 
ponendo  nelle  rette  loro  sott’occhi , che  quantità  positive  , e 
negative  semplici , ed  i prodotti  loro  in  tutte  le  combina- 
zioni indistintamente,  condannan  sensibilmente  di  false  le 
distinzioni,  e le  limitazioni  del  Wolfio. 

Vuole  il  Venini,  che  qualora  le  due  quantità  date  a 
moltiplicare  sieno  ambedue  positive,  od  ambedue  negative, 
si  liberino  ambedue  dal  segno  comune,  ed  astrattamente  si 
considerino;  ma  non  reca  di  ciò  ragione.  E qual  può  es- 


servene  mai  ? Se  essendo  date  a moltiplicare  una  quantità 
positiva,  ed  una  negativa  basta  giusta  lui  stesso  prendere 
astrattamente  la  quantità  positiva,  a fine  di  avere  il  molti- 
plicatore astratto;  e perchè  di  due  positive  o negative  non 
basterà  pigliarne  astrattamente  una?  Di  qui  però,  nel  ca- 
so delle  due  quantità  negative,  ne  seguirebbe,  che  molti- 
plicata quella  lasciata  nella  determinazion  sua  negativa  per 
quella  trasferita  ad  essere  astratto,  il  prodotto  riuscisse  ne- 
gativo, se  dopo  eseguita  la  moltiplica  non  si  ritornasse  coll’ 
intelletto  su  la  condizion  negativa  della  quantità  renduta 
per  un  momento  astratta,  e per  tal  condizione  non  si  ri- 
voltasse in  contraria,  cioè  in  positiva,  la  condizion  negativa, 
sotto  cui  già  per  l’astrazione  si  presentò  il  prodotto.  Il  Ve- 
nini , pigliate  astrattamente  ambedue  le  quantità  o positive, 
o negative,  pretende  astratto  il  prodotto  loro,  senza  più  ri- 
vocare in  conto  il  segno,  la  determinata  condizione  di  es- 
se. Ma  io,  nella  moltiplica  della  progressione  (A^  per 
e per  — y,  ho  dimostrato,  che  i prodotti  di  numero  positi- 
vo per  positivo,  e di 'negativo  per  negativo  non  sono  astrat- 
ti, ma  SI  bene  determinatamente  positivi,  e che  non  può 
essere  a meno,  cioè  per  necessaria  ed  intima  legge  di  con- 
tinuità cosi  è,  dato  che  i prodotti  di  positivo  per  negati- 
vo, o di  negativo  per  positivo  sieno  negativi.  E vale  ciò 
generalmente  , per  conseguenza  anche  del  prodotto  di  posi- 
tivo con  positivo  uguale,  o di  negativo  con  ugual  negati- 
vo. Poiché  qualunque  sia  il  positivo  numero  -+-?/,  nel  sini- 
stro membro  della  progressione  (A^  indefinitamente  conti- 
nuato vi  avrà  un  numero  positivo  ad  esso  y uguale;  e 
similmente  qualunque  sia  il  numero  negativo  — ?/,  nel 
membro  destro  indefinitamente  continuato  della  progressio- 
ne (A^  vi  avrà  un  numero  negativo  uguale  ad  esso  — y. 
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Dunque  il  quadrato  eziandio  di  quantità  positiva,  o di 
quantità  negativa,  è di  determinata  condizion;  positivo,  non 
astratto,  come  insegna  il  Venini.  Riguardo  al  quadrato  ad- 
duce il  sottile  autore  una  speciosa  ragione  di  dover  consi- 
derar astratte  ambedue  le  quantità  o positive,  o negative 
da  moltiplicarsi  insieme  . Il  quadrato  è la  moltiplica  di  una 
quantità  per  sè  medesima;  se  dato  sia  -f-sc  da  moltiplicare 
per  -H  X , e si  liberi  il  H-x  preso  a moltiplicatore  dal  se- 
gno -f-  per  trasportarlo  dalla  determinazion  positiva  al  con- 
cetto astratto,  lasciando  al  tempo  stesso  nella  stessa  sua 
determinazion  positiva  l’altro  -hx  destinato  a moltiplican- 
do, per  tale  diversità  tra  il  moltiplicatore,  ed  il  moltipli- 
cando non  sussiste  più  l’idea  di  quadrato  : dunque  a for- 
mare quadrato,  o sieno  le  due  quantità  uguali  da  moltipli- 
carsi insieme  positive,  o negative,  è uopo  privarle  ambe- 
due della  comune  loro  determinazione,  e trasferirle  ambe- 
due all’astratto  concetto,  ed  il  prodotto  di  esse  sarà  astrat- 
to, e conseguentemente  ogni  quadrato  sarà  per  intima  ne- 
cessità naturale  privo  di  determinazione,  ed  astratto.  Que- 
sto nuovo  teorema,  a buoni  conti,  che  a conseguenza  si 
tira,  si  è per  me  dimostrato  falso  aritmeticamente;  e più 
evidentemente  è falso  geometricamente;  poiché  nella  figu- 
ra i3  hanno  manifestissimamente,  non  meno  che  i rettan- 
goli C D Q Az=:-\-y  X. — X,  C E S B =z  — 3/x-hx,  posizione 
lor  propria,  o determinazione  i due  rettangoli  CDB.B-=i 
H-3/X-4-X,  CEPA=.  — yx — x,  i quali  diventali  quadra- 
ti, presa  ?/=x;  e nella  figura  i3  nulla  meno,  che  le  ret- 
te A , B R = - , hanno  posizione  lor  prò- 

pria  , o determinazione  le  rette  BF  — — — , AO  — 
, le  quali,  posta  ?/ = x , rappresenteranno  numeri 
quadrati.  La  falsità  della  conseguenza  è accusa  al  discorso. 


39 1 

Ed  in  vero  5 l’idea  di  quadrato  non  sussisterà,  se  di  due 
quantità  uguali,  ambedue  positive,  o negative,  convertita 
una  in  astratta  per  darle  l’uffizio  di  moltiplicatore,  si  lasci 
per  sempre  in  dimenticanza  la  determinazione  positiva,  o 
negativa  da  lei  separata  , ma  non  già  se  questa  si  richiami 
in  considerazione  , e si  faccia  di  essa  conto  per  assegnare 
rultima  conveniente  determinazion  al  prodotto  . Questo  pre- 
scinder per  un  momento  dal  segno  positivo  , e negativo  del- 
la quantità  scelta  a moltiplicatore,  e rivocarlo  in  conside- 
razione tosto  fatta  la  moltiplica,  io  lo  provo  necessario  da 
ciò  stesso,  che  dal  Venini  con  tutti  si  stabilisce,  essere  il 
prodotto  di  due  quantità,  una  positiva,  l’altra  negativa,  ne- 
gativo. Sia  la  positiva  quantità  -\-y  ^ e la  negativa  — x: 
è in  arbitrio  prender  l’una,  o l’altra  a moltiplicatore,  o sia 
spogliarla  della  determinazion  sua  , e convertirla  in  astrat- 
ta . Il  so,  che  riguardandosi  in  certo  modo  per  più  vicino 
all’astratto  il  positivo  che  il  negativo,  anzi  confondendosi 
l’astratto,  ed  il  positivo  in  uno,  si  corre  per  abito,  e lo 
fa  anche  Venini  ad  onta  delle  sue  avvertenze,  a sceglier  per 
quantità  da  rendersi  astratta,  ed  incaricarsi  dell’azione  di 
moltiplicatore  la  quantità  positiva,  lasciando  alla  negati- 
va la  passione  di  moltiplicando.  Ma  qual  ragione  di  tal 
preferenza,  di  privilegio  tale?  Ninna  certamente.  Or  ele- 
vando ad  astratta,  delle  due  H-^/j  — x,  la  quantità  nega- 
tiva — X,  il  prodotto  sarà  -4-?/xx  = -i-?/x,  se  non  si  ri- 
chiami in  conto  la  determinazion  negativa  segnata  per  — , 
dalla  quale  si  elevò  — x.  Dunque  è necessario,  indispen- 
sabile questo  richiamo  . 

La  proporzione  i:  — h \ \ — ah  ^ della  quale  Rey- 
neau  , e l’Agnesi  si  valsero  ( senza  notare  che  in  luogo  dell’ 
astratto  i aver  dovrebbe  a primo  termine  il  positivo  -H  i ) 


ògi 

aritmeticamente , com’eglino  la  proposero  , considerata  ri- 
chiede daU’intelIetto  un  concetto , che  gli  riesce  alquanto 
duro,  e pargli  alla  proporzione , la  mera  quantità  spettante , 
estraneo  5 qual  è la  qualità,  e questa  negativa,  della  con- 
tenenza degli  antecedenti  nei  conseguenti . Manca  in  oltre 
nel  non  far  vedere,  se  il  prodotto  -+-ab  = — ax  — b sia, 

0 no,  in  alcuna  maniera  distinto  dal  prodotto  -^ab  — 
a X -h  b . All’incontro  la  mia  Figura  14  presenta  ne’ trian- 
goli simili  in  concetti  facili,  e chiari  le  quattro  proporzio- 
ni relative  alle  quattro  diverse  combinazioni  di  moltiplica 
tra  le  quantità  positive  e negative,  ed  esattamente  distin- 
gue i quattro  effetti . 

> 

E la  notata  mancanza  comune  all’argomento  per  contra- 
rio di  Eulero,  la  sostanza  del  quale  è il  conchiudere  dalla 
contrarietà  di  -t- ac , — x la  contrarietà  { Fig.  i3)  dei  ret- 
tangoli C E S B =z  — yx-hcc,  CEPA= — yx  — x. 

La  dimostrazione  di  Vincenzo  Riccati  acquista  la  somma 
chiarezza,  e scopre  il  suo  giusto  valore  applicata  alla  figura 
i3.  Si  riduce  ella  insomma  al  passaggio  dal  rettangolo  posi- 
tivo CX)  ^ -5  = -H?/ X -+- X al  negativo  CDQA=z-\-yx — x, 
ed  al  passaggio  da  questo  al  positivo  CAPE  = — yx — x: 

1 quali  passaggi  ho  io  già  grado  grado  descritti  pagina  379. 
Ma  la  conclusione  della  positiva  condizion  di  CAPE  = 
— yx — X suppone  il  prender  CDQA  negativo,  siccome 
relativamente  alla  retta  CD,  così  relativamente  alla  CA; 
e la  positiva  condizion  di  CAPE^  che  di  tal  guisa  ne  re- 
sulta, non  lo  identifica  con  CDRB,  ma  lo  lascia  in  situa- 
zion  distintissimo,  contrario  in  angolo.  Questi  sono  i rifles- 
si nella  riccatiana  dimostrazione  desiderati  . Se  a vestir  la 
dimostrazione  medesima  di  altra  luce  piaccia  contemplarla 
nella  Figura  14,  bisogna  dopo  il  passaggio  dalla  ordinata 


B alla  ordinata  A Q = con  il  graduale 

-t-  I "r  * 

cammino  da  -+- x in  — x per  lo  zero,  concepire  che  trz=z 
•+-7/  continuamente  diminuendosi,  ed  annullandosi  in  f,  si 
volga  indi  in  t v — ^ y ^ con  che  la  retta  H K rotata  in- 
torno al  punto  C si  trasferisce  in  FC^  il  punto  P in  7?, 
il  punto  ^ in  O,  e risulta  A O zzi. — — : bisogna,  a cor- 
to dire  , procedere  da  un  luogo  geometrico  rettilineo  H A 
ad  un  altro  F G \ cioè  la  prima  parte  della  dimostrazione 
riccatiana  spetta  l’uno , la  seconda  spetta  l’altro  ; le  ordi- 
nate A O = , e B P ZZI  — sono  ambedue  posi- 

ti  ve,  ambedue  alla  negativa  A Q contrarie  ; ma 

AO , AQ  sono  contraile  alla  stessa  parte  da  C,  in  una  dire- 
zione, appartenendo  a diversi  luoghi  geometrici;  e le  £P, 
A Q sono  contrarie  a contraria  parte  di  C,  in  direzioni  pa- 
rallele , ed  al  medesimo  rettilineo  luogo  geometrico  appar- 
tenendo . Ecco  per  amendue  le  figure  collocata  nel  suo  giu- 
sto prospetto  la  dimostrazione  del  Riccati . 

Esente  non  va  dal  difetto  di  non  appalesate  la  distin- 
zione del  positivo  — yx — x dal  positivo  y k ^ x la  di- 
mostrazione del  Wallis  , deir  Alembert , e che  in  Italia  ezian- 
dio mantiene  il  primo  posto.  E certo  è poi  , che  la  molti- 
plica risolvesi  in  fondo  in  una  iterata  addizione,  e che 
preso  ad  esplicito  indicaraento  di  tale  addizione  il  segno  -{- 
prefisso  al  moltiplicator  positivo,  ne  vien  per  contrario  che 
forza  di  esprimer,  e di  ingiunger  sottrazione  similmente 
iterata  acquisti  il  segno  — prefisso  a moltiplicator  negati- 
vo; laonde  importando  la  sottrazione  di  convertir  in  con- 
trario il  segno  della  quantità  sottraenda,  manifestasi  dove- 
re in  conseguenza  i prodotti  di  moltiplicator  negativo  es- 
ser forniti  di  segno  contrario  a quello  dei  prodotti  di  mol- 

5o 
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tìplicator  positivo.  Senza  però'^assare  per  tale  risoluzione, 
e stando  all’idea  immediata  della  moltiplica,  è a me  sem- 
brato potersi  la  contrarietà  de’  prodotti  inferire  direttamen- 
te dalla  contrarietà  delle  determinazioni  affìsse  al  moltipli- 
cator  positivo,  e negativo.  D’altro  canto  giusta  essa  risolu- 
zione l’immediato  concetto  de’  prodotti  viene  ad  esser  quel- 
lo di  composte  quantità  da  aggiugnersi , o da  sottrarsi;  e 
tale  non  è l’immediato  aspetto , sotto  il  quale  nella  Figu- 
ra i3  presentansi  i quattro  rettangoli,  e nella  Figura  14 
le  c[uattro  rette  B ^Qì  BR,  A0\  altro  non  presentan 
al  guardo  che  se,  la  grandezza,  e la  situazion  loro,  la 
contrarietà  della  quale  negli  uni , o nelle  ime  rispetto  ad 
altri,  od  altre  noi  distinguiamo  con  i titoli  di  positivo,  e 
negativo  . Per  attenermi  adunque  semplicemente  alla  prima 
idea  delle  quantità  positive,  e negative,  che  è la  contra- 
rietà, e per  conformare  il  meglio  possibile  ne’  concetti  de’ 
prodotti  l’aritmetica  alla  geometria  , ho  amato  di  astenermi 
dall’introdurre  l’accennata  risoluzione  , sebben  valevole  a 
render  più  sensibile  la  dimostrazione. 

Non  rimane  più  a dire,  che  della  sentenza  del  Wolfio 
al  fine  della  pagina  355  da  me  trascritta  contro  la  ragione 
di  quantità  positiva  x a quantità  negativa  — Y,  o di 
negativa  — se  a positiva  -f- P,  e contro  l’uguaglianza  delle 
due  ragioni,  contro  cioè  l’equazione  Ragione 

geometrica  essendo  la  considerazione  del  contenersi  una 
quantità  in  altra,  e l’espression  delle  volte,  che  l’una  è 
nell’altra  contenuta,  dicendosi  della  geometrica  ragione  l’es- 
ponente; è ben  manifesto  importar  questo  un  concetto  astrat- 
to , niente  meno  che  il  moltiplicatore:  si  corrispondono, 
coincldon  anzi  antecedente  di  geometrica  ragione  il  quale 
contenga,  prodotto,  dividendo;  conseguente  contenuto, 


moltiplicando,  divisore;  esponente  di  ragione,  moltiplicato- 
re, quoziente.  La  ragione  geometrica  ha  luogo  nella  sua 
semplicità,  e precisione  tra  quantità  positiva , e quantità  po- 
sitiva, ovvero  tra  quantità  negativa,  e quantità  negativa, 
sono  due  ragioni  geometriche  in  semplice 


cioè 


•+•  7 ’ — Y 

preciso  senso,  in  quanto  che  può  concepirsi  una  quantità 
astratta,  per  cui  moltiplicata  -h  Y risulti  -Ha:,  e moltipli- 


cata — Y risulti  — X.  In  simil  senso  semplice,  preciso  non 
si  può  dire,  che  sieno  ragioni  vere  le  3^’  ; perchè  nè 

— Y può  dare  -+■  x , nè  Y dar  può  — x^  se  non  molti- 
plicando per  quantità  negativa , e per  conseguenza  l’espo- 
nente, in  luogo  di  essere  astratto,  è necessariamente  nega- 
tivo. Mal  si  direbbe  però  essere  -1- x rispetto  - — L,  o re- 
ciprocamente, come  merce  rispetto  a prezzo,  cioè  quantità 
eterogenee,  e per  qualunque  verso  escludenti  idea  di  geo- 
metrica ragione  . E assolutamente  di  qualsivoglia  modo  im- 
possibile fare  di  prezzo  moltiplicato  merce  , o di  merce  mol- 
tiplicata prezzo.  Non  cosi  di  x , — L,  potendosi  da  — Y 
ottener  -i- x , sol  che  si  moltiplichi  per  quantità  negativa, 
la  qual  supporrò  — m;  onde  si  avrà  ~\-x  — — Yx — /?/ , e 

— m . Conchiudiamo 


= — 772  ; ed  istessamente  ^ 

— Y -p  Y 


adunque  non  essere  da  confondere  le  ragioni  geometriche 

: quelle , siccome  di  esponente 


e le 


astratto  , esser  di  concetto  semplice  , preciso  ; queste , sic- 
come di  esponente  determinato  negativo,  essere  di  concet- 
to doppio,  modificato.  E quantunque  poi  sia  — m, 

-pL  — — 772;  pure  non  è senza  motivo,  se  la  mente  appren- 
de tra  l’una  e l’altra  di  tali  ragioni  una  qualche  differen- 
za : vi  ha  realmente  contrario  procedere  da  antecedente  a 
conseguente  , invertimento  nelle  determinazioni  loro , e l’es- 
ponente — 772  è riguardo  alla  prima 


simile  nella  deter- 


Y 


396 

minazione  al  conseguente  che  moltiplica,  contrario  all’ante- 
cedente che  produce  ; e riguardo  alla  seconda  tutto  all’op- 
posto, contrario  al  conseguente  che  moltiplica,  simile  all’ 
antecedente  che  produce.  Cionondimanco  essendo  l’esponen- 
te per  ambedue  della  stessa  determinazion  negativa,  e della 
stessa  grandezza , giustamente  deducesi  . La  mol- 

tiplica in  croce  dà  -t-xx-f-L=  — xx  — Y,  i due  positivi 
distinti,  in  quantità  uguali.  Vi  han  dunque  nel  parlare  del 
Wolfio  dei  sensi  veri  ai  falsi  mescolati,  che  egli  non  separò, 
e de’  quali  non  giunse  a riconoscer  le  vere  cause.  La  geome- 
tria gli  sparge  della  più  limpida  luce.  Le  ragioni  ^-^5 
appartengono  ( Fig.  14)  al  luogo  geometrico  rettilineo  KH^ 
come  apparirà  evidentemente  fatta  Brz=.-)rY^  AQ=. — Y, 
le  ragioni  appartengono  al  luogo  geometrico  ret- 

tilineo GF^  il  che  rendesi  manifesto  posta  £11  = — Y, 
A Y . Adoperato  mi  sono  in  questo  capo  oltre  mio 

volere  cresciuto  di  tessere  l’intera  storia,  corroborare  la  di- 
mostrazione, dilucidar  la  metafisica  degli  articoli  tolti  in 
esso  a disamina.  Se  stato  non  fossi  neU’ultima  parte  felice 
si  da  appagare  chiunque  , difficil  troppo  ad  ottenersi  essen- 
do il  consenso  degli  intelletti  nella  metafisica  delle  cose, 
gioverà  almeno  l’avere  versati  i soggetti  per  i varj  lor  lati  , 
l’aver  gettata  qualche  novella  vista , ed  aperto  forse  l’oriz- 
zonte ad  altre  . 
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